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摘  要 

本文研究一类拟线性薛定谔方程Robin边值问题。通过Nehari流形方法和形变引理等，得到方程存在只

变号一次的光滑变号解。 
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Abstract 
We consider a quasilinear Schrödinger equation with Robin boundary condition. By using the Nehari 
manifold method and deformation lemma, we establish the existence of smooth nodal solutions that 
change sign exactly once. 
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1. 引言 

拟线性薛定谔方程是一类重要的非线性偏微分方程，在等离子体物理、流体力学等领域被广泛用作

刻画复杂物理现象的基本模型[1]-[3]。其解通常对应于系统的不同量子态：基态解反映系统的最低能量状

态，而变号解则描述激发态。另一方面，Robin 边界条件作为一类广义边界条件，在热传导和粒子物理等

实际问题中具有明确的物理背景。因此，研究带有 Robin 边界条件的拟线性薛定谔方程变号解的存在性

及其性质，不仅具有重要的理论价值，也为理解相关物理过程提供了有力支撑。 
本文考虑如下拟线性薛定谔方程 Robin 边值问题变号解的存在性： 

 
( ) ( )

( )

2 ,     ,

0,                   ,

u u u f x u x

u x u x
n

β

−∆ − ∆ = , ∈Ω

∂

+ = ∈∂Ω
∂

  (1.1) 

其中 Ω 是 ( )3N N ≥ 中具有光滑边界的有界区域， ( )u u n x
n
∂

= ∇ ⋅
∂

， ( )n x 是 ∂Ω上的单位外法向量， 

( ) ( )0x C τβ ,∈ ∂Ω ， ( )0 1τ ∈ , ，对任意的 x∈∂Ω， ( ) 0xβ ≥ ，且 ( ) 0xβ ≡/ 。 
在过去几十年里，拟线性薛定谔方程解的存在性及相关性质得到了广泛研究[4]-[13]。如 Liu 等[10]研

究了全空间 N
 上的一类拟线性薛定谔方程，运用 Nehari 流形方法证明了基态解和变号解的存在性。Deng

等[11]研究了如下拟线性薛定谔方程的 Robin 边值问题： 

 
( ) ( ) ( )

( )

2 ,     ,

0,                                   ,

u u u a x u f x u x

u x u x
n

λ

β

−∆ − ∆ + = , ∈Ω

∂

+ = ∈∂Ω
∂

 (1.2) 

其中 0λ > ，对任意的 x∈∂Ω， ( ) 0xβ ≥ 。利用变分法和截断技巧证明了存在参数 * 0λ > ，当 *λ λ> 时，

问题(1.2)至少存在两个光滑正解。 
受以上研究启发，本文拟利用 Nehari 流形和变分方法探讨问题(1.1)变号解的存在性。 
首先，假设非线性项 ( ),f x t 满足条件 ( )H f ： 
( ),f x t :Ω× → 为 Carathéodory 函数， ( )0 0f x, = ， . . a e x∈Ω，且 

( 1f ) 存在 0 0c > 和 4 2 2r ∗< < ⋅ ，使得 

( ) ( )1
0 1 rf x t c t −, ≤ + , . . a e x∈Ω ,  t∀ ∈ ; 

( 2f ) ( )
4lim

t

F x t
t→+∞

,
= +∞，对 . . a e x∈Ω一致成立，其中 ( ) ( )

0
d

t
F x t f x s s, = ,∫ ； 

( 3f ) ( )
0

lim 0
t

f x t
t→

,
= ，对 . . a e x∈Ω一致成立； 

( 4f ) 对 . . a e x∈Ω，函数
( )

3

f x t
t

t
,

 在 ( ) ( ),0 0,−∞ +∞ 上严格单调递增。 

注记 1.1 对任意的 t∈，令 
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( ) 2qf t t t−= , 

当 *4 2 2q< < ⋅ 时， ( )f t 满足条件 ( )H f 。 
本文的主要结果如下： 
定理 1.1 假设条件 ( )H f 成立，则问题(1.1)至少存在一个变号解 ( )1

0u C∈ Ω ；进一步，若 ( ),f x t 还

满足 

 ( ) ( ), 8 , 0f x t t F x t− > , . . a e x∈Ω , 0t ≠ ,   (1.3) 

那么， 0u 只变号一次。 

2. 预备知识 

问题(1.1)对应的能量泛函为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 21 1 2 d 1 d d
2

I u u u x x u u F x u xβ σ
Ω ∂Ω Ω

= ∇ + + + − ,∫ ∫ ∫ . 

然而，由于
2 2du u x

Ω
∇∫ 和 ( ) 4dx uβ σ

∂Ω∫ 的存在，使得当 3N ≥ 时，泛函 I 在 ( )1H Ω 中不是良定义的。 

为了克服这一困难，一方面，借鉴文[1]中的思想，作变量替换 ( )u g v= ，其中 g 是常微分方程 

 
( )

( )
[ )

( ) ( ) ( ]

2

1 ,   0 ,
1 2

,            0

g t t
g t

g t g t t

 ′ = ∈ ,+∞ +
 = − − ∈ −∞,

 (2.1) 

的唯一解。 
下面给出变换函数 g 的一些重要性质。 
引理 2.1 [4]函数 g 及其导数 ( )g t′ 满足下列性质： 
(1) 函数 g 是唯一确定的、可逆的，并且 2g C∈ ； 
(2) 对任意的 t∈，有 ( ) 1g t′ ≤ ； 
(3) 对任意的 t∈，有 ( )g t t≤ ； 

(4) 当 0t → 时，有
( ) 1

g t
t → ； 

(5) 对任意的 t∈，有 ( )
1 1
4 22g t t≤ ； 

(6) 对任意的 0t > ，有 ( ) ( ) ( )1
2

g t tg t g t′≤ ≤ ； 

(7) 当 t →+∞时，有
( ) 1

42
g t

t
→ ； 

(8) 对任意的 t∈，有 ( ) ( ) 1
2

g t g t′ ≤ ； 

(9) 存在常数 1 0C > ，使得 

( )
1

1
21

     1,

   1.

C t t
g t

C t t

 , ≤≥ 
 , ≥

 

通过变量替换 ( )u g v= ，泛函 ( )I u 可以改写为 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2 21 1d 1 d d .
2 2

J v v x x g v g v F x g v xβ σ
Ω ∂Ω Ω

= ∇ + + − ,∫ ∫ ∫  (2.2) 
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另一方面，引入在处理 Robin 边界条件时起到关键作用的引理。 
引理 2.2 [14]设Ω 是有界区域，且 1C∂Ω∈ ，则存在有界线性算子 

( ) ( )1 2
0 : H Lγ Ω → ∂Ω , 

使得 
(i) 0u uγ

∂Ω
= ， ( ) ( )1u H C∈ Ω Ω ； 

(ii) ( ) ( )120 HLu C uγ
Ω∂Ω

≤ ，其中C 是和Ω 有关的常数。 
由引理 2.1 和引理 2.2 知，泛函 ( )J v 在 ( )1H Ω 中良定义，且在假设条件 ( )H f 下， ( )( )1 1 ,J C H∈ Ω  。

因此，对任意的 ( )1,v Hϕ∈ Ω ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2d 1 2 d d .J v v x x g v g v g v f x g v g v xϕ ϕ β ϕ σ ϕ
Ω ∂Ω Ω

′ ′ ′= ∇ ∇ + + − ,∫ ∫ ∫  

即泛函 J 的临界点是下列半线性方程的弱解 

 
( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )2

,  ,

1 2 0,  .

v f x g v g v x

v x g v g v g v x
n

β

 ′−∆ = , ∈Ω

∂ ′+ + = ∈∂Ω
∂

 (2.3) 

为了得到方程(1.1)的解，不妨先寻找方程(2.3)的解，也就是说，寻找泛函 J 的临界点。 
接下来，给出函数 g 的一些其他相关性质。 
引理 2.3 [9]函数 g 满足下面的性质： 
(1) 当 0t > 时，函数 ( ) ( ) 1g t g t t−′ 严格单调递减； 
(2) 当 0t > ， 3p ≥ 时，函数 ( ) ( ) 1pg t g t t−′ 严格单调递增。 
此外，根据引理 2.1 和引理 2.2，有下面的等价性结果。 
引理 2.4 设 ( ) 0xβ ≥ ，且 ( ) 0xβ ≡/ ，则存常数 1 2, 0c c > 和，使得对任意的 ( )1v H∈ Ω ，有 

 ( ) ( ) ( )( )2 2 22 2
1 2d 1 d .c v v x x g v g v c vβ σ

Ω ∂Ω
≤ ∇ + + ≤∫ ∫  (2.4) 

证明 由引理 2.1 中(9)知，存在常数 0C′ > ，使得 

 

( ) ( ) ( )( )
( )( )( ){ } ( )( )( ){ }

( )

2 2

2 4 2
: 1 : 1

2

1 d

d d

d .

x v x x v x

x g v g v

C x v v C x v v

C x v

β σ

β σ β σ

β σ

∂Ω

∈∂Ω ≤ ∈∂Ω >

∂Ω

+

′ ′≥ + + +

′≥

∫
∫ ∫

∫

 (2.5) 

下面证明：存在 1 0c > ，使得 

 ( )2 2 2
1 2 dc v v C x vβ σ

∂Ω
′≤ ∇ + ∫ . (2.6) 

反证法。假设存在序列{ } ( )1
1n n

v H
≥
⊆ Ω ，使得对任意的 1n ≥ ，有 

( )2 22
12

1d .n n nv C x v v
n

β σ
∂Ω

∇ + <∫  

设 n
n

n

vy
v

=  ( 1n ≥ )，那么 

 ( )2 2
2

1d .n ny C x y
n

β σ
∂Ω

′∇ + <∫  (2.7) 

因为 1ny = ，故存在 ( )1y H∈ Ω ，使得 
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( )1 ;ny y H Ω于  

( )2 ;ny y L→ Ω于  

( )2 .ny y L→ ∂Ω于  

在(2.7)中令 n →+∞，有 

( )2 2
2 d 0y C x yβ σ

∂Ω
′∇ + ≤∫ . 

因为 ( ) 0xβ ≥ ，故 y c= ∈，从而 

( ) 2d 0.cC x yβ σ
∂Ω

′ ≤∫  

又因为 ( ) 0xβ ≡/ ，可得 0c = ，从而 0ny → 于 ( )1H Ω ，与 1ny = 矛盾。因此，由(2.5)和(2.6)知，存在 1 0c > ，

使得(2.4)中第一个不等式成立。 
通过引理 2.1 中(3) (5)以及引理 2.2，可得 

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( ) ( ){ }

2 2 2

2 2

2 2

2

d 1 d

d 3 d

d 3

max 1,3 ,

L

L

v x x g v g v

v x x v

v x S x v

S x v

β σ

β σ

β

β

∞

∞

Ω ∂Ω

Ω ∂Ω

∂ΩΩ

∂Ω

∇ + +

≤ ∇ +

′≤ ∇ +

′≤

∫ ∫
∫ ∫
∫

 

其中 0S ′ > 是迹嵌入常数。于是，取 ( ) ( ){ }2 max 1,3
L

c S xβ ∞ ∂Ω
′= ，则引理得证。 

3. 主要结果的证明 

首先，定义 Nehari 流形 

( ) ( ){ }1 : , 0, 0v H J v v v′= ∈ Ω = ≠ . 

注意到，方程(2.3)的任意非平凡解都包含于 。为了寻找方程(2.3)的变号解，还需引入 Nehari 子流形 

( ){ }1
0 : ,v H v v+ −= ∈ Ω ∈ − ∈   . 

引理 3.1 假设条件 ( )H f 成立。若 ( )1v H∈ Ω ， 0v ≡/ ，则存在唯一 0vt > ，使得 vt v∈ 。此外，

( ) ( )
0

maxv t
J t v J tv

≥
= 。 

证明 由条件( 1f )和( 2f )，对任意的 0ε > ，存在 ( )3 3 0c c ε= > ，使得 

( ) 2
3, ,  . . 

2
rF x t t c t a e xε

≤ + ∈Ω . 

结合引理 2.1 中(3) (5)，对 ( )1v H∈ Ω ，有 

 
( )( ) ( ) ( )2

3

2
23

,
2

,
2

r

r

F x g v g v c g v

v c v

ε

ε

≤ +

≤ +
 (3.1) 

故 ( )( ) ( )1,F x g v L∈ Ω 。 
定义 ( ) ( )t J tvγ = ， 0t > 。一方面，根据引理 2.1 中(4)、(2.4)、( 3f )和 Lebesgue 控制收敛定理，当

0t +→ 时，有 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( )
( )

( )

2 2 2
2

2
2 21

2 2

21

1 1d 1 d d
2 2

d
2

.
2

t
tv x x g tv g tv F x g tv x

t
F x g tv g tvc v v x

g tv tv
c v

γ
β σ

Ω ∂Ω Ω

Ω

= ∇ + + − ,

,
≥ −

→

∫ ∫ ∫

∫  

因此，当 0t > 充分小时，有 ( ) 0tγ > 。 
另一方面，由引理 2.1 中(7)、(2.4)、( 2f )和 Lebesgue 控制收敛定理，当 t →+∞时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( )
( )

( )

2 2 2

4
22 2 22

4 2

1 1d 1 d d
2 2

d
2

.

t tv x x g tv g tv F x g tv x

F x g tv g tvc t v t v x
g tv tv

γ β σ
Ω ∂Ω Ω

Ω

= ∇ + + − ,

,
≤ −

→ −∞

∫ ∫ ∫

∫  

从而， γ 存在正最大值。 
此外， ( ) 0tγ ′ = 意味着 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2d d 1 2 d
f x g tv g tv g tv g tv

v x v x x g tv v
tv tv

β σ
Ω Ω ∂Ω

′, ′
∇ = − +∫ ∫ ∫ . 

由 g 的定义知，g 是奇函数并且在上严格单调递增。利用条件( 4f )和引理 2.1 可得，当 0s ≠ 时，函数 

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )3

3

g s g sf x g sf x g s g s
s sg s

′′ ,,
=  

关于 s 严格单调递增；函数 

( ) ( ) ( )( )21 2
g s g s

g s
s
′

+  

关于 s 严格单调递减。因此，存在唯一的 0vt > ，使得 ( ) 0vtγ ′ = 。又因为 ( ) ( )1 ,t t J tv tvγ −′ ′= ，所以引理

得证。 
定义 

( )inf
v

m J v
∈

=


, ( )
0

0 inf
v

m J v
∈

=


. 

引理 3.2 假设条件 ( )H f 成立，则 0m > ，且 0 2 0m m≥ > 。 
证明 利用(2.4)、(3.1)和 Sobolev 嵌入定理，对任意 ( )1v H∈ Ω ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2 2

2 21 2
32

2

21 24

1 1d 1 d d
2 2

2 2

.
2

r

r

r

J v v x x g v g v F x g v x

c v v c v

c v c v

β σ

ε

ε

Ω ∂Ω Ω
= ∇ + + − ,

≥ − −

−
≥ −

∫ ∫ ∫

 

因为 4r > ，在上式中取 1

2
cε = 和 v ρ= 充分小，可得 

( ) 0 0J v ρ≥ > , 
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其中 21 2
0 44

rc cρ ρ ρ= − 。 

设 v∈ ，取 1 0t > ，使得 1t v ρ= 。由引理 3.1 可得，对任意的 v∈ ，有 

( ) ( )1 0 0J v J t v ρ≥ ≥ > . 

因此， 0m > 。 
因为对每一个 0v∈ ，都有 ,v v+ −− ∈ ，所以 

( ) ( ) ( ) 2 0J v J v J v m+ −= + − ≥ > , 0 v∀ ∈ , 

即 0 2 0m m≥ > 。 
引理 3.3 假设条件 ( )H f 成立，则 0m 可达，即存在 0 0v ∈ ，使得 ( )0 0J v m= 。 
证明 假设序列{ } 01n n

v
≥
⊆  满足 

( ) 0  nJ v m n→ , →∞ . 

首先，证明{ } 1n n
v

≥
在 ( )1H Ω 中有界。反证法，假设当 n →+∞时，有 

nv →+∞ . 

令 n
n

n

vw
v

=  ( 1n ≥ )，则 1nw = 。因此，{ } 1n n
w

≥
存在子列，仍记为{ } 1n n

w
≥
，使得 

 

( )
( ) ( )
( )

1

2

;

,  1 2 ;

.

n

p
n

n

w w H

w w L p

w w L

∗

Ω

→ Ω ∈ ,

→ ∂Ω

于

于

于



 (3.2) 

若 0w = 。利用(3.1)和(3.2)，对任意的 0τ > ，有 

 ( )( ) 22 2 2
32

2

limsup d lim 0
2

r r

n n n rnn
F x g w x w c wετ τ τ

Ω →∞→∞

 
, ≤ − = 

 
∫ . (3.3) 

令 n
n

t
v
τ

= 。因为 0nv ∈ ⊆  ，结合(2.4)、(3.3)和引理 3.1，可得 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( )( )

( )

0

2 2 2

221

21

1

1 1d 1 d
2 2

d

d
2

1 .
2

n

n n

n n n n n n

n n

n n n

m o J v

J t v

t v x x g t v g t v

F x g t v x

c t v F x g w x

c o

β σ

τ

τ

Ω ∂Ω

Ω

Ω

+ =

≥

= ∇ + +

− ,

≥ − ,

≥ +

∫ ∫

∫

∫

 

因为 0τ > 是任意的，得出矛盾。若 0w ≠ 。记 ( ){ }: 0x w x+Ω = ∈Ω ≠ ，则 0N+Ω > ，且 

( )nv x →+∞  ( n →+∞ ), . . a e x +∈Ω . 

因此，根据条件( 2f )、Fatou 引理和引理 2.1 中(7)，有 
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( )( ) ( )( )
( )

( )4

2 4 2liminf d liminf dn n n

n n
n n n

F x g v F x g v g v
x x

v g v v+Ω Ω→+∞ →+∞

, ,
≥ = +∞∫ ∫ . 

结合(2.4)，可得， 

( )

( )

( )( )

0
2

2

2 22
2

1
0 lim

lim

liminf d
2

,

n
n

n

n
n

n
n nn

n

m o
v

J v

v

F x g vc w w x
v

→+∞

→+∞

Ω→+∞

+
=

=

,
≤ −

= −∞

∫

 

得出矛盾。因此，{ } 1n n
v

≥
在 ( )1H Ω 中有界，从而存在子列，仍记为{ } 1n n

v
≥
，使得 

 

( )
( ) ( )
( )

1
0

0

2
0

;

,  1 2 ;

.

n

p
n

n

v v H

v v L p

v v L

± ±

± ± ∗

± ±

Ω

→ Ω ∈ ,

→ ∂Ω

于

于

于



  (3.4) 

断言： 0 0v± ≡/ 。反证法。假设 0 0v+ ≡ ，因为 nv+ ∈  ，故 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

2 2
2

0 ,

1 2 d

d .

n n

n n n n n

n n n

J v v

v x g v g v g v v

f x g v g v v x

β σ

+ +

+ + + + +

∂Ω

+ + +

Ω

′=

′= ∇ + +

′− ,

∫

∫

 

对上式取极限，利用(3.4)，有
2

2
lim 0nn

v+

→+∞
∇ = ，即得 0nv+ → 于 ( )1H Ω 。那么， ( ) 0nJ v+ → ，n →∞，这与

0 0m > 矛盾。因此， 0 0v+ ≡/ 。同理可得， 0 0v− ≡/ 。 

根据引理 3.1 知，存在 0 0, 0s t > ，使得 

0 0 0 0 0 0v s v t v+ −= − ∈ . 

再次利用引理 3.1 以及泛函 J 的弱下半连续性，有 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

0

0 0

0 0 0 0

0

0

lim

lim

liminf

.

nn

n nn

n nn

m J v

J v J v

J s v J t v

J s v J t v

J v
m

→+∞

+ −

→+∞

+ −

→+∞

+ −

=

 = + − 
 ≥ + − 

≥ + −

=

≥

 

于是， ( )0 0J v m= ，即 0m 可达。 
引理 3.4 假设条件 ( )H f 成立。若 0 0v ∈ 满足 ( )0 0J v m= ，则 ( )1

0v H∈ Ω 是泛函 J 的临界点，且

( )1
0v C∈ Ω 。 

证明 反证法。假设 ( )0 0J v′ ≠ ，则存在 0θ > 和 0δ > ，当 0 3v v δ− ≤ 时，有 
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( )0J v θ′ ≥ . 

因为 0 0v ∈ ，故 

( )0 0, 0J v v+ +′ = , 

( )0 0, 0J v v− −′ − − = . 

根据引理 3.1，对任意 , 0s t > ，且 , 1s t ≠ ，成立 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )

0 0 0 0

0 0

0

0.

J sv tv J sv J tv

J v J v

J v
m

+ − + −

+ −

− = + −

< + −

=

=

 (3.5) 

令
1 3 1 3, ,
2 2 2 2

D    = ×   
   

。由(3.5)知， 

0 0 0( )J sv tv m+ −− = 当且仅当 1s t= = . 

因此， 

( )
( )0 0 0,

max .
s t D

l J sv tv m+ −

∈∂
= − <  

取 0min ,
2 8

m l θδε − =  
 

，定义集合 

( ) ( ){ }1
0 0 0:S B v v H v vδ δ= = ∈ Ω − ≤ . 

根据形变引理[15]，存在连续的形变 [ ] ( )1: 0,1 Hη → Ω ，且具有如下性质： 
(i) ( )1,v vη = ， [ ]( )1

0 0 22 , 2v J m m S δε ε−∉ − +  ； 
(ii) ( )0 01, m mJ S Jε εη + −⊂ ； 
(iii) ( )( ) ( )1,J v J vη ≤ 。 
不难看出， 

 
( )

( )( )0 0 0,
max 1, .
s t D

J sv tv mη + −

∈
− <  (3.6) 

定义 ( ) ( )0 0, 1,h s t sv tvη + −= − 以及 

( ) ( ) ( )( )1 0 0 0 0, , , ,H s t J sv v J tv v+ + − −′ ′= − − , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2
1 1, , , , , , , ,H s t J h s t h s t J h s t h s t
s t

+ + − − ′ ′= − − 
 

. 

因为 

( )0 0, 0J sv v+ +′ > , ( )0 0, 0J sv v− −′ − − > , 0 1s< < ; 

( )0 0, 0J sv v+ +′ < , ( )0 0, 0J sv v− −′ − − < , 1s > , 

所以 ( )1deg , ,0 1H D = 。根据性质(i)和(3.6)可得，对任意的 ( ),s t D∈∂ ，有 

( ) 0 0,h s t sv tv+ −= − . 
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因此， ( ) ( )1 2deg , ,0 deg , ,0 1H D H D= = 。那么，存在 ( )0 0,s t D∈ ，使得 

( )2 0 0, 0H s t = , 

这意味着 

( ) ( )0 0 0 0 0 0 01, ,s v t v h s tη + −− = ∈ , 

与(3.6)矛盾。即证明了 0v 是泛函 J 的临界点。 
最后，由文[16]知， ( )1

0v C∈ Ω 。 
定理 1.1 的证明 引理 3.4 表明 0v 是方程(2.3)的变号解，且 ( )1

0v C∈ Ω 。 
下面证明 0v 只变号一次。假设 0 1 2 3v v v v= + + ， ( ){ }1 1: 0x v xΩ = ∈Ω > 和 ( ){ }2 2: 0x v xΩ = ∈Ω < 都是

Ω 的连通开子集， 1 2Ω Ω =∅ ，且 

1 2 1 21 2 3\ \ 0v v v
Ω Ω Ω Ω Ω Ω

= = =


. 

令 1 2z v v= + ，则 1z v+ = ， 2z v− = − ，且 0z± ≡/ 。因为 ( )0 0J v′ = ，故 

( ) ( ), , 0J z z J z z+ −′ ′= = , 

即 ,z z+ −− ∈ ， 0z∈ 。利用引理 2.1 中(6)，有 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

0 0

0 0 0

3 3 3

0 3 3 3

0 3 3 3

1 ,
4

1 , ,
4

1 ,
4

1 d .
8

m J v

J v J v v

J z J v J z z J v v

m J v J v v

m f x g v g v F x g v x
Ω

=

′= −

 ′ ′= + − + 

′≥ + −

 ≥ + , − ,  ∫

 

由(1.3)得， 3 0v = ，因此 0v 只变号一次。 
最后，令 ( )0 0u g v= ，则 0u 是问题(1.1)的解。因函数 g 在上严格单调递增且光滑，故 0u 是问题(1.1)

的变号解，且 ( )1
0u C∈ Ω 。同理， 0u 只变号一次，即证明了定理 1.1。 
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