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摘  要 

本文考虑典型李代数的自然表示及其对偶表示、直和表示及张量表示的满射问题，得到 lA 在 l 1= 时以及

l l lB C D, , 型李代数的张量表示不满，其余都是满表示。 
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Abstract 
This paper investigates the surjectivity problem of natural representations, their dual representa-
tions, direct sum representations, and tensor representations of classical Lie algebras. It is con-
cluded that the tensor representations of type lA  when l 1=  and type l l lB C D, ,  Lie algebras are 
not surjective, while all the others are surjective representations. 
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1. 引言 

表示是李代数的一个重要研究课题，在量子群、理论物理等领域有重要的应用。称李代数的表示为

满表示，是指表示所对应的模运算为满射。确定一个表示是否满，是表示的基本问题。目前表示是否满

的研究主要在伴随表示和三维复单李代数的表示。注意到李代数的伴随表示满，实际上就是李括号运算

满。文[1] [2]得到了复半单李代数的括号运算满的结论，文[3] [4]讨论了实李代数括号满的若干结果。 
典型李代数的概念来自 H。Weyl，是一大类重要的线性单李代数，有大量的研究，可参考[5]-[9]。本

论文考虑典型李代数的自然表示及对偶表示、直和表示和张量表示的满射问题，得到了 
定理 1 在典型李代数的自然表示及对偶表示、直和表示和张量表示中， , ,l l lB C D 型李代数的张量表

示不满， lA 在 1l = 时张量表示不满，其余都是满表示。 

2. 预备知识 

定义 1 设 ( ),Vρ 为有限维复李代数 L 的一个复表示，若映射 : L V Vρ × → 为满射，则称该表示为满

表示。 
显然有下面的结论： 
命题１ 设 ( ),Vρ 为有限维复李代数 L 的一个有限维复表示，则 
1) 若存在 x L∈ ，使得 ( )xρ 可逆，则 ( ),Vρ 为满表示。 

2) 设 1 2 sV V V V= ⊕ ⊕ ⊕ 为表示的子表示直和分解，则 ( ),
i iV Vρ 为满表示。 

设 ( ),Vρ 为有限维复李代数 L 的一个有限维复表示，则关于此表示有常见的表示构造：对偶表示

( ),Vρ∗ ∗ ，直和表示 ( ),V Vρ ρ⊕ ⊕ 以及张量表示 ( ),V Vρ ρ⊗ ⊗ 。定义分别如下： x L∀ ∈ ， ,v u V∈ ，有 

( )( )( ) ( )( ) , ,x v x v Vρ ϕ ϕ ρ ϕ∗ ∗= − ∈  

( )( )( )( ) ( ) ( )( ), , ,x v u x v x uρ ρ ρ ρ⊕ =  

( )( )( )( ) ( ) ( )x v u x v u v x uρ ρ ρ ρ⊗ ⊗ = ⊗ + ⊗ . 

取V 的一组基，对任意 x L∈ ，设 ( )xρ 的矩阵为 X ，则在对应的基下 ( ) ( )( ) ( )( )* , ,x x xρ ρ ρ ρ ρ⊕ ⊗

的矩阵分别为 ( )T ,diag , ,X X X X I I X− ⊗ + ⊗ ，其中 I 为单位矩阵。这里用到了矩阵 A 和 B 的张量积

(Kronecker 积)： 

( )
11 12 1

1 2

,
n

ij

n n nn

a B a B a B
A B A a

a B a B a B

 
 ⊗ = = 
 
 



  



. 

设V 是复数域 C 上的有限维线性空间，一般线性李代数 ( )gl V 是V 的线性变换全体关于运算

[ ],x y xy yx= − 构成的李代数。特殊线性李代数 ( ) ( ) ( ){ }| 0sl V x gl V tr x= ∈ = 为 lA 型李代数。矩阵

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2025.1511284
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


魏栢翔 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.1511284 235 理论数学 
 

1 0 0
0 0

0 0 , ,
0 0

0 0

l l
l

l l
l

I I
s I

I I
I

 
    =      −    

 

分别定义V 上的非退化双线性型 f ， ( )gl V 中关于 f 反对称的元素全

体，即 ( ) ( )( ) ( )( ){ }| , , 0, ,x gl V f x u v f u x v v u V∈ + = ∀ ∈ ，构成了 lB 、 lC 、 lD 型李代数。空间中取了基后，

写成矩阵形式，记作 ( )1,sl l C+ ， ( )2 1,so l C+ ， ( )2 ,sp l C ， ( )2 ,so l C 。这些称为典型李代数。 

3. Kronecker 积的一些结论 

引理 1 [11] 设 n nX C ×∈ ，则 ( ) ( )
,

det i j
i j

X I I X λ λ⊗ + ⊗ = +∏ ，其中 iλ 为 X 的所有特征值。 

引理 2 lB 、 lC 、 lD 型李代数自然表示的张量表示有平凡子表示。 

证明 设 1 2 1, , le e + 为 2 1lC + 的自然基，对任意 ( )T

T T

0
2 1,

a b
X b m p so l C

a n m

 
 = − ∈ + 
 − − 

，其中 ( )2 1, , la a a +=  ，

( )2 2 1, ,l lb b b+ +=  ， ( )1, 1 , 1

l
i j i j

m m + + =
= ， ( )1 ,1 , 1

l
l i j i j

n n + + + =
= ， ( )1 1 l , 1

l
i j i j

p p + + + =
= ， ，有 

1 1 1 1 1
1 1

,
l l

l i i i l i
i i

Xe b e a e+ + + + + +
= =

= − −∑ ∑
 

1 1 1 1 ,1 1 1 ,1 1
1 1

, 1 ,
l l

i i j i j j l i j l
j j

Xe a e m e n e i l+ + + + + + + + + +
= =

= + + ≤ ≤∑ ∑
 

1 1 1 1 ,1 1 1 ,1 1
1 1

, 1 .
l l

l i i l j l i j i j j l
j j

Xe b e p e m e i l+ + + + + + + + + + + +
= =

= + − ≤ ≤∑ ∑
 

令 

1 1 1 1 1 1
1 1

,
l l

i l i l i i
i i

e e e e e eε + + + + + +
= =

= ⊗ + ⊗ + ⊗∑ ∑
 

计算 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1 ,1 1 1 1 ,1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 ,1 1 1
1

l l l l

l i i i l i l i i i l i
i i i i

l l l l l

i l i j i j l i j l i j l l i
i i j i j

l

i l i j l i i j
j

X b e e a e e b e e a e e

a e e m e e n e e

b e e p e e

ε + + + + + + + + + + + +
= = = =

+ + + + + + + + + + + + + + +
= = = = =

+ + + + + + + +
=

= − ⊗ − ⊗ − ⊗ − ⊗

+ ⊗ + ⊗ + ⊗

+ ⊗ + ⊗

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑∑ ∑∑

1 ,1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1 ,1 1 1 1 ,1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 ,1 1 1 1 ,1 1 1
1 1 1 1 1

l l l l

i j i j l
i i i j

l l l l l

l i i j l i j i i j j l i
i i j i j

l l l l l

i i l j i l i j j l i i l
i i j i j

m e e

b e e p e e m e e

a e e m e e n e e

+ + + + +
= = = =

+ + + + + + + + + + + + +
= = = = =

+ + + + + + + + + + + + + +
= = = = =

− ⊗

+ ⊗ + ⊗ − ⊗

+ ⊗ + ⊗ + ⊗

∑ ∑∑ ∑∑

∑ ∑∑ ∑∑

∑ ∑∑ ∑∑ .j l+

 

整理后得到 

1 ,1 1 ,1 1 1 1 ,1 1 ,1 1 1
1 1 1 1

( ) ( ) .
l l l l

j l i i l j j l i l j i l i j l j i
i j i j

X n n e e p p e eε + + + + + + + + + + + + + + + + + +
= = = =

= + ⊗ + + ⊗∑∑ ∑∑  

根据 ,n p 为反对称矩阵，得到 0Xε = 。令 0V Cε= ，则 0V 为 lB 的一维子表示，因而是平凡表示。 
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在 lD 情形，设 1 2, , le e 为 2lC 的自然基，对任意 ( )T 2 ,
m n

X so l C
p m

 
= ∈ − 

，其中 ( ) , 1

l
ij i j

m m
=

= ，

( ), , 1

l
i l j i j

n n + =
= ， ( ), , 1

l
l i j i j

p p + =
= ，令 

0
1 1

l l

C i l i l i i
i i

V span e e e e+ +
= =

 = ⊗ + ⊗ 
 
∑ ∑ ， 

计算 

1 1

, ,
1 1 1 1 1 1 1 1

, ,
1 1 1 1 1 1

l l

i l i l i i
i i

l l l l l l l l

ji j i l l j i j l i l j i l i j ij i j l
i j i j i j i j

l l l l l

j i l j i ij j l i ji i l j l j i i l j l
i j i j j j

X e e e e

m e e p e e n e e m e e

n e e m e e m e e p e e

+ +
= =

+ + + + + +
= = = = = = = =

+ + + + + +
= = = = = =

 ⊗ + ⊗ 
 

= ⊗ + ⊗ + ⊗ − ⊗

+ ⊗ − ⊗ + ⊗ + ⊗

∑ ∑

∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑ ∑

( ) ( )
1 1

, , , ,
1 1 1 1

.

l l l

i i

l l l l

l j i l i j j l i l j i l i j l i j
i j i j

p p e e n n e e

= =

+ + + + + +
= = = =

= + ⊗ + + ⊗

∑ ∑∑

∑∑ ∑∑

 

根据 ,n p 为反对称矩阵，得到 0Xε = 。令 0V Cε= ，则 0V 为 lC 的一维子表示，因而是平凡表示。 
类似地，在 lC 情形，同理令 

0
1 1

l l

C i l i l i i
i i

V span e e e e+ +
= =

 = ⊗ − ⊗ 
 
∑ ∑ ， 

计算过程同 lD ，易验证它们各自都是平凡子表示。证毕。 
注 lB 中 ε 的构造源于 1C 情形的猜想。 

4. 定理的证明 

分别取 ( ) ( )diag 1,1, ,1, 1,X l sl l C= − ∈ + ， ( ) ( )
0

2 , 2 ,
0
l

l

I
sp l C so l C

I
 

∈ − 
 ，这些都是可逆阵，由命题

1 知 lA 、 lC 、 lD 型李代数的自然表示及直和表示都满。考虑 lA 的张量表示，当 1l > 时，由引理 1，知 

( ) ( )2 21det 2 1 0llX I I X l l+⊗ + ⊗ = − − ≠ ， 

此时张量表示满。当 1l = 时，有 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 2 0A A V V V Vρ ρ⊗ = ⊗ = ⊕ 。这里 ( )V n 是 ( )2,sl C 的最高权为

n 的不可约表示空间(见[12])。这说明此张量表示有平凡子表示，因而不满。由引理 2，可得 lB 、 lC 、 lD
型李代数的张量表示都不满。 

下面考虑 ( )2 1,lB so l C= + 的自然表示： ( )T 2 1
1 2, , lv Cλ β β +∀ = ∈ ，其中 Cλ∈ ， 1 2, lCβ β ∈ ，取

( )T

T

0
0 2 1,

0
l

l

a b
X b I so l C

a I

 
 = − ∈ + 
 − − 

，考虑线性方程组 X vξ = 是否有解。对增广矩阵 ( ),X v 做初等行变换得

到

1 2
T

1
T

2

0 0 0
0

0
l

l

a b
b I
a I

λ β β
β
β

− + 
 − 
 − − 

，于是线性方程组有解当且仅当 1 2 0a bλ β β− + = 。 

显然当 1 2,β β 不全为零时，存在 ,a b 满足 1 2 0a bλ β β− + = ，此时方程组 X vξ = 有解。 
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当 1 2 0β β= = 时，另取 ( )
T

0 0
0 0 0 2 1,

0 0

a
X so l C

a

 
 = ∈ + 
 − 

，其中 0a ≠ ，此时方程组 X vξ = 也有解，故

lB 的自然表示为满表示。 

再考虑 lB 的直和表示： ( )T 4 2
1 1 2 2 3 4, , , , , lv Cλ β β λ β β +∀ = ∈ ，其中 1 2, Cλ λ ∈ ， 1 2 3 4, , , lCβ β β β ∈ ，取

( )T

T

0
0 2 1,

0
l

l

a b
X b I so l C

a I

 
 = − ∈ + 
 − − 

。对增广矩阵
X

v
X

 
 
 

进行初等行变换得到 

1 1 2
T

1
T

2

2 3 4
T

3
T

4

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

l

l

l

l

a b
b I
a IX

v
a bX

b I
a I

λ β β
β
β

λ β β
β
β

− + 
 − 
 − − 

→    − +   
 −
  − − 

。 

由此知，线性方程组 ( )diag ,X X vξ = 有解当且仅当 1 1 2

2 3 4

0
0

a b
a b

λ β β
λ β β
− − =

 − − =
，即 

T T T
11 2

T T T
23 4

.
a
b

λβ β
λβ β

    
=    
   

 

易见，若
T T

1 2
T T
3 4

2r
β β
β β
 

= 
 

，则存在 ,a b ，使得上式成立。若
T T

1 2
T T
3 4

2r
β β
β β
 

≠ 
 

，当 1 2 3 4, , ,β β β β 全为零时，

取
T

0 0
0 0 0

0 0

a
X

a

 
 =  
 − 

，其中 0a ≠ ；当 1 2 3 4, , ,β β β β 不全为零时， 1 2,β β 与 3 4,β β 对称，不妨设 1 2,β β 不全为

零，取

T T
2 1

1

2

0
0 0
0 0

X
β β

β
β

 
 

= − 
 − 

：此时均存在 ( )2 1,X so l C∈ + ，使得线性方程组 

( )diag ,X X vξ =  

有解，故 lB 的直和表示为满表示。 
下面考虑对偶表示。设 L 为典型李代数的矩阵形式，即 L 为 ( )1,sl l C+ ， ( )2 1,so l C+ ， ( )2 ,sp l C ，

或 
( )2 ,so l C ，则 L 自然表示的矩阵表达为 ( ), ,n nL C C X v Xv× →  ，其中 n 为表示的维数。于是其对偶表

示的矩阵表达为 n nL C C× → ，其中 { }T |L X X L= − ∈ 。注意到关于典型李代数，我们有 L L= 。因而 L 的

自然表示与其对偶表示有相同的映射性质。由 L 的自然表示满，知其对偶表示也满。 
综上，定理得证。 
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