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摘  要 

本文基于Cayley变换，将单位球面上的Radon变换推广到Siegel域，建立了适用于全纯函数的新型Radon
变换。通过变量代换，成功将球面上的核函数映射为Siegel域上的Radon核，证明了该变换可表示为Hardy
空间到由复平面波张成的闭子空间上的正交投影，并给出了显式的积分核函数表达式。进一步推导了该

变换的级数展开形式、对偶变换表达式以及函数重构公式，建立了完整的理论框架。 
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Abstract 
Based on the Cayley transform, this paper generalizes the Radon transform from the unit sphere to 
the Siegel domain, establishing a novel Radon transform tailored for holomorphic functions. Through 
a change of variables, the kernel function on the sphere is successfully mapped to the Radon kernel 
on the Siegel domain. It is proven that this transform can be represented as an orthogonal projec-
tion from the Hardy space onto a closed subspace spanned by complex plane waves, with its explicit 
integral kernel provided. Furthermore, we derive the series expansion of the transform, the expres-
sion of its dual transform, and the corresponding function reconstruction formula, thereby construct-
ing a comprehensive theoretical framework. 
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1. 引言 

本文旨在研究 Siegel 域上的 Radon 变换理论，通过 Cayley 变换将经典 Radon 变换从球面推广到更一

般的 Siegel 域结构上。自 1917 年奥地利–匈牙利数学家 J. Radon 在[1]中提出 Radon 变换理论以来，该

理论不仅在[2]中计算机断层成像(CT)技术中奠定了数学基础，而且在信号处理和图像重建等领域发挥了

重要作用。随着Clifford分析的发展，F. Sommen在[3]-[6]将Radon变换推广到高维复平面，建立了Clifford-
Radon 变换理论，为函数边值表示和 Paley-Wiener-Schwartz 型定理的研究提供了新途径。 

本文基于[7]中对全纯函数域上 Radon 变换的研究成果，重点探讨 Siegel 域这一重要复几何结构上的

Radon 变换理论。我们通过引入[8]中的 Cayley 变换，将单位球面上的核函数映射到 Siegel 域，建立相应

的 Radon 核函数表达式。研究内容包括：首先建立 Siegel 域上的 Hardy 空间理论，定义复平面波函数和

Radon 变换的投影算子形式；其次推导 Radon 变换的显式积分表达式和级数展开形式；最后证明变换的

对偶性和反转公式，建立完整的理论框架。 
本文研究的 Siegel 域作为典型域的自然推广，是复几何与多复变函数论的核心研究对象。探索 Siegel

域上的全纯函数 Radon 变换，旨在建立积分几何方法与复分析的深刻联系。该研究不仅为理解函数空间

的边界性质与插值问题提供新工具，更在表示论和复几何的交叉领域具有潜在应用价值，是连接分析与

几何的重要桥梁。 
本文的研究不仅拓展了经典 Radon 变换的理论范畴，而且为复几何空间中的函数分析提供了新的数

学工具，在多元复变函数理论和调和分析领域具有重要的理论意义和应用价值。 

2. 预备知识 

设 n
 为 n 维欧氏空间。现在，我们考虑空间由 n

 上的复值多项式组成的空间 。使用多重指标记

号， 中的任意函数都可以表示为 

( ) 1 2 , ,nP x c x c x x x cα α α α
α α α

α α
= = ∈∑ ∑    

其中， ( )1 2, , n
nα α α α= ∈  是一个长度为 1 2 nα α α α+= + +

的向量。 

令
1 ii xi

n x
=

= ∂∑ 表示为作用在空间 上的欧拉算子。如果多项式 ( )P x 是欧拉算子的对应于特征值 k

的特征函数，那么多项式 ( )P x 被称为 k 次齐次的。 

将本文常用的符号记作以下记号。若 ( )1 2, , , n
nz z z z= ∈  ，其中 j j n jz x ix += + ( )1, ,j n=  ，并且给

出它的复共轭 j j n jz x ix += − 。然后令 ( ) 1
2 3, , , n

nz z z z −′ = ∈  ，因此 ( )1,z z z′= 。除此之外，对于 , nz u∈ ，

我们有 

1 2

1
, , , .

n

k k
k

z u z u z z z
=

= ⋅ =∑  

复导数经常被定义为 

( ) ( )                1 1: : .
2 2j j n j j j n jz x x z x xi i

+ +
∂ = ∂ − ∂ ∂ = ∂ + ∂  
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现在，我们将欧拉算子 分解为两个复欧拉算子， 

1 1
                  : :

j j

n n

z j z z j z
j j

z z
= =

= ∂ = ∂∑ ∑  ， 

很容易得出 z z= +   。这使我们能够细化 k 次齐次多项式的概念。更精确地说，k 次齐次多项式的空间

定义为 

( ) ( ) ( ){ }: , : , , .k zP z z P z z kP z z= =  

为简便起见，当不会引起混淆时，我们将使用 ( )P z 而不是 ( ),P z z 来表示同时依赖于 z 和 z 的函数。 
文中 Fischer 内积定义为 

( ) ( ) ( ) ( )
0

,, :
z

P z Q z P Q z
∂ =

 = ∂   

其中 ( )P ∂ 表示将 ( )P z 中的每个 jz 替换为
jz∂ 以及每个 jz 替换为

jz∂ 。 

令 1:
jjz z

n
zj=∆ = ∂ ∂∑ 。 k 次球面调和函数定义为满足以下条件的次数相同的齐次调和多项式。 

( ) ( ) ( ){ }: , 0k k zH z H z H z= ∈ ∆ =   

其中 

2 21dim .
2 21k

n k nn k
n nn
− + −  + +

=   − −−   
  

k 上的球面 2L 内积由下式给出 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
2 1

1, : dn
n

P z Q z P z Q z zσ
ω −

−

= ∫ 
. 

本文研究的主要对象是单位球和 Siegel 域。定义如下： 

{ }
( ){ }2

1 1

, 1 ,

, , Im .

n
n

n
n

B z z

u u u u u

= ∈ <

′ ′Ω = = ∈ >





 

现在我们考虑下面的 Cayley 变换 

( ) ( )

( ) ( )

1 2
1

1 1 1

1 1 2
1

1 1 1

1: , , , , , ,
1 1 1

22: , , , , , ,

n
n n

n
n n

zz zz z i i i z B
z z z

uu i uu u u
u i u i u i

ϕ

ϕ−

 +
→ ∈ − − − 

 −
→ ∈Ω + + + 

 

 

 

很常见的我们可以知道， : n nBϕ →Ω 和 1 : n nBϕ− Ω → 是双全纯同构的。令 ( )J zϕ 和 ( )1J uϕ
− 分别是ϕ 和 1ϕ−

的复雅可比行列式。 
引理 1 若 ,n nz B u∈ ∈Ω ，则 

 ( )
( )

( )
( )1 1

1 1

12 2,
1

  
n n

n n
i i

z i
J z J u

u
ϕ ϕ+

−
+

⋅ ⋅
= =

− +
 (2.1) 

引理 2 若 , nu v∈Ω ，则 
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( )
( )( )

( )
( ) ( )

1 11 1

1 1

2
121

1 1

2 4 ,
1 ,

4 Im
1

i u v u v
u v

u i v i

v v
v

v i v i

ϕ ϕ

ϕ

− −

−

′ ′− −
− =

+ −

′⋅ −
− =

+ ⋅ −

 (2.2) 

3. Radon 变换 

基于第二节介绍的 Siegel 域及其相关函数空间，本节将正式展开对 Radon 变换的讨论。首先，我们

将借鉴经典理论，在 Siegel 域上定义 Hardy 空间与相应的平面波函数。随后，核心工作在于通过 Cayley
变换将单位球上的已知结果精确地映射至 Siegel 域，从而给出其 Radon 变换的积分表达式与核函数，并

证明其作为正交投影的核心性质。 
定义 1 Siegel 域上的 ( )2

nLα Ω 空间，由所有满足条件 

( ) ( )2 2
1. Im d

n
f z z z z

α
σ

Ω
 ′− < +∞ ∫  

的全纯函数构成，其中， ( ),α ∈ −∞ +∞ 。 
定义 2 Siegel 域上的 ( )2

nHα Ω 定义如下 

( ) ( ) ( )2 2 .n n nH H Lα αΩ = Ω ∩ Ω  

利用 Cayley 变换将文献[7]中的平面波进行映射，得到 Siegel 域上的平面波的定义 3。 
定义 3 令 ( ) ( ) ( ) ( ), , 2n

nz t s St U n U n∈Ω ∈ = − ，且 

( ) ( )
( )( )1 1 1

,
1

,
.

k

k
t s

z i s t z s t
f z

z i

 ′ ′ ′− + + +
 =

+ 
 

 

定义 4 令 nx∈Ω ，Siegel 域上的 Hardy 空间 ( )2
nHα Ω 具有内积 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )2 2
2 1 1

4, : d .
n n

n

n
n

P x Q x
P x Q x x

x i
σ

ω +Ω Ω
−

=
+∫  

经过Cayley变换后，Siegel域上的内积与 2 1n− 上的内积相关，而 2 1n− 上的内积在数值关系上和Fischer
内积相关。 

定义 5 对于任意给定的 2 1nt −∈ 和 2 3ns −∈ ，它们关于内积
1

,
n

k k
k

z u z u
=

= ⋅∑ 正交，所有复平面波函数

的有限线性组合构成了 

( )( )1 1 1

0 1

2 ,
, ,

k

k k
k

z i s t z s t
z i

α α
∞

=

′ ′ ′ − + + + 
∈ + 

∑   

( )2
nHα Ω 的一个闭子空间，记作 ( )2

,t s nH Ω 。 

Hardy 空间 ( )2
nHα Ω 上的 Radon 变换定义为到由平面波张成的子空间上的正交投影。现在，我们能够

定义 Siegel 域上的全纯函数的 Radon 变换。 
定义 6 Siegel 域上的 Radon 变换定义为 

( ) ( )2 2
, ,: .t s n t s nH Hα Ω → Ω  

定理 1 对于全纯函数空间 ( )2
,t s nH Ω ，Radon 变换的核函数由下式给出 
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( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

,

1 1 1 1 1 1

2, .
1 1 1, ,
2 2 2

n

t sK z u
z i u i z i s t z s t u i s t u s t

 
 
 =

   ′ ′ ′ ′ ′+ − − − + + + + + + +      

 

证明 令 ( )1 1, ,n nz x u y B g H Bϕ ϕ− −= = ∈ ∈ ，同时找到 , nx y∈Ω ，根据单位球上的全纯函数的 Radon 变

换，我们可以得出 

 ( ) ( ) ( ) ( ),
2 1

1 , d
n

t sB
n

g z K z u g u uσ
ω −

= ∫  (3.1) 

其中， ( )2 1 2 n
n nω − = π Γ ， ( ),

2,
2 , ,

n

t sK z u
z s t u s t

 
 =
 − + + 

作为全纯函数 Radon 变换的 Radon 核函数。 

让我们考虑下面的函数， 

 ( ) ( )( )
( )11

 n

f
g

ϕ ζ
ζ

ζ
=

−
 (3.2) 

其中， ( )1, , n nBζ ζ ζ= ∈
。 

将(3.2)代入(3.1)当中，得到： 

 
( )( )

( )
( )( )

( ) ( )
( )

2 11 1

21 d
1 1 2 , ,n

n

n nB n
n

f z f u
u

z u z s t u s t

ϕ ϕ
σ

ω −

⋅
=

− − − + +
∫ . (3.3) 

接下来，重申 1 1, nz x u y Bϕ ϕ− −= = ∈ ，并考虑到 

 
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

1 1

1 1

1 1,
1 2 1 2

n n

n n n n

x i y i
z i u i

+ +
= =

− −
， (3.4) 

根据(3.3)和(3.4)，我们得到下列等式成立： 

( )( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

1 2

1
1

1 12 1

2 d
2 , ,

n

nn
n

n
n

f y y i y
f x x i y

x s t y

J

s t

ϕ σ
ω ϕ ϕ

Ω
− −

−

−

⋅ + ⋅
+ =

− + +
∫ ， 

由(2.2)，根据 Cayley 变换，将 1 1,x yϕ ϕ− − 代入推出 

( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
2

1
1

2 1
11 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1
2 d ,

2 ,2 ,
2

n

nn
n

n
n

f y y i y
f x x i y

y s tx s tx i y is t s t
x i x i y i y i

Jϕ σ
ω Ω

−

−⋅ + ⋅
+ =

  ′ ′ ′+′ ′ ′ + − +  − + + + +  + +  − −   

∫  

将(2.1)中的雅可比行列式代入得 

( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1

3
1

2 1
12 2 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1

21 d ,
2 ,2 ,

2
n

n

nn

n
n

n

f x x i

f y y i
y

y s tx s tx i y iy i s t s t
x i x i y i y i

σ
ω Ω

−
+

+

⋅ ⋅ +
=

  ′ ′ ′+′ ′ ′ + − +  + − + + + +  + +  − −   

∫  
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再经过简化以上函数，我们得到 

( )
( )

( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

1
2 2

2 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2
d ,

1 1 1, ,
2 2 2

n

n

n
n

n

n

y i
f x

y i

f y
y

x i y i x i s t x s t y i s t y s t

ω

σ

+
−

Ω

+
=

+

⋅
⋅

   ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − − − + + + + + + +      

∫

 
证明完毕。 

定理 2 级数 

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )
1 1 1 1 1 1

,
0

1 1

2 , 2 ,1,

kk

t s kkk k

z i s t z s t u i s t u s t
K z u

z i u iγ

∞

=

 ′ ′ ′ ′ ′ ′ − + + +  + + + +   = ⋅
+ −

∑  

是 ( )2
,t s nH Ω 的一个 Radon 核，其中 ( )2 !k

k kk nγ = ， ( ) ( ) ( )kn n k n= Γ + Γ 。 

证明 令 ( ) ( ),
a

t sf z 是 ( )2
,t s nH Ω 的一个元素，那么我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ,
, , 2 2

2 1 1

, , ,2 2
02 1 1

, , ,2 2
02 1 1

, , ,
0

,4, , d

4 1 1 d

4 1 1 d

1 ,

nn

n

n

n

an
a t s t s

t s t s n
n

n
k k a

t s t s t sn
kn k

n
k k a

t s t s t sn
kn k

k k a
t s t s t s

k k

K z u f z
K z u f z z

z i

f a f z f z z
z i

f u f z f z z
z i

f u f fz z

σ
ω

σ
ω γ

σ
ω γ

γ

+ΩΩ
−

∞

+Ω
=−

∞

+Ω
=−

∞

Ω=

=
+

=
+

=
+

=

∫

∑∫

∑ ∫

∑

 

使用定理 1，仅剩下 p q= 的情况，并且 
( ) ( ) ( ) ( ), ,,

n

k a
t s t s kf z f z γ

Ω
=  

在这种情况下， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,, , .
n

a a
t s t s t sK z u f z f u

Ω
=  

证明完毕。 
定理 3 Siegel 域上的全纯函数的 Radon 变换可以等价地写为以下的积分变换 

[ ]( ) ( ) ( )
( )

( )1
, ,

2 1 1

1 , d
n

n

t s t s n
n

u i
f z K z u f u u

u i
σ

ω Ω
−

+
=

+∫  

其中， nz∈Ω 。 
证明 令 P 表示变换 

( )
( )

( ) ( ) ( )1
,

2 1 1

1: , d .
n

n

t sn
n

u i
P f u K z u f u u

u i
σ

ω Ω
−

+
→

+∫  

我们证明 P 是一个从 ( )2
nHα Ω 到 ( )2

,t s nH Ω 的正交算子。对于任何 ( ) ( )2
nf u Hα∈ Ω ，我们将 [ ]P f 写作 
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[ ]( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
, ,

2 1 1

1 , d , , .
nn

n

t s t sn
n

u i
P f z K z u f u u K u z f u

u i
σ

ω ΩΩ
−

+
= =

+∫  

令 ( ) ( )( )1 1 1
,

1

2 ,
k

k
t s

z i s t z s t
f z

z i
′ ′ ′ − + + + 

=  + 
。通过定理 2，我们得到 

[ ]( )
( ) ( )

( )
( )

,

,2 2
0 1

4 ,
,n

n k
t s p

t sn
k k

f u f u
P f z f z

u iγ

∞
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这显然是 ( )2
,t s nH Ω 中的一个元素。同时， 
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因此，我们有 
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这证明了算子 P 是幂等的。用 I 表示恒等算子，我们得到 
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这表示了其是正交直和。 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 .n n nH P H I P Hα α α    Ω + − Ω= Ω  

因此， P 是一个正交投影算子 ( ) ( )2 2
,n t s nH Hα Ω → Ω 。 
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4. 对偶变换 

第三节构建了从函数空间到其子空间的投影，本节则致力于研究其逆向过程。通过引入[9]中 Stiefel
流形上的积分，我们将定义 Radon 变换的对偶变换，并借助齐次调和函数的再生核理论，证明该对偶变

换能够有效地重构原始函数，从而为下一节的逆变换做好铺垫。 
定义 7 令元组 ( ),t s 位于 Stiefel 流形 ( ) ( )2 nSt  。则对于任何 ( ) ( )2

,, , t s nF z t s H∈ Ω ，Radon 变换的对偶

变换定义为 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2 1 2 3

1: , , d d .
St

n n

R F z F z t s s tσ σ
ω ω− −

= ∫  

定理 4 [10] p次齐次复调和函数空间的再生核函数由下式给出 

( ) ( )2

2 1 2 3

dim, , ,
kkk k

k St
n n

K z u z s t u t sλ
ω ω− −

= + +∫


 

其中，
( )

( )
1 !

2 1 !k k

k n
n

λ
+ −

=
−

且
2 21dim
2 21k

n k nn k
n nn
 − + −+ −

=
− −

 
  
 −  

 。 

定理 5 对于任何 ( ) ( ) ( )2
k nkf z f z Hα= ∈ Ω∑ ，Siegel 域中全纯函数的复 Radon 变换的对偶变换由下

式给出 
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( ) ( ),

0

4 1n

t s k
k
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R R f z f z
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∞

=

Γ Γ +
  =  Γ +∑  

证明 由于 ( )2
,t s nH Ω 是所有复平面波的有限线性组合的完备空间，因此，对每个齐次分量 ( )kf z 计算

就可以得到结果。根据定义 7，我们可以得到 
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n
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根据 Fubini 定理，我们有 
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Radon 核函数可以写成级数： 
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( )( ) ( )( )1 1 1 1 1

,
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∑ ， 

其中， ( )2 !k
k kk nγ = 且 ( ) ( ) ( )kn n k n= Γ + Γ 。 

引入 Radon 核的这种形式，我们有 
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. 

定理 4 确实意味着 

https://doi.org/10.12677/pm.2025.1511275


吴星宇 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.1511275 134 理论数学 
 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ),
4 , d
dim n

n

t s k k k
k k k

R R f z K z u f u uσ
γ λ Ω

  =  ∫


. 

由于 ( )kK z 是 k 的再生核，且 k 为 0。可以得出 
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0

4 1n
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证明完毕。 

5. 逆变换 

本节将综合第三、四节的成果，最终解决 Siegel 域上 Radon 变换的核心问题——如何从变换后的函

数完美地恢复原函数。我们将证明一个普遍的逆变换，该变换通过欧拉算子与对偶变换的复合运算来实

现精确重构。该变换的建立不仅从理论上验证了变换的完备性，也为其在各类应用中的可行性提供了数

学保障。 
定理 6 对于任何 ( ) ( )2

nf x Hα∈ Ω 且 2n ≥ ，有 
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证明 对于每个 f 的齐次分量 kf ，结合事实 z k kf kf= ，我们有 
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由此可得 
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结合文中给出的对偶变换，我们得到 
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证明完毕。 
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