
Pure Mathematics 理论数学, 2025, 15(11), 161-168 
Published Online November 2025 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2025.1511278   

文章引用: 崔焮嘉. 超复积分变换与 Paley-Wiener 定理[J]. 理论数学, 2025, 15(11): 161-168.  
DOI: 10.12677/pm.2025.1511278 

 
 

超复积分变换与Paley-Wiener定理 
崔焮嘉 

天津师范大学数学科学学院，天津 
 
收稿日期：2025年10月15日；录用日期：2025年11月10日；发布日期：2025年11月18日 

 
 

 

摘  要 

本文基于实Paley-Wiener定理，展示了一种不涉及域移动的方法，将实Paley-Wiener定理推广为复

Paley-Wiener定理，该方法也同样可以有效地应用于其他傅里叶型变换。通过研究CK延拓的基本性质和

运算规则以及Paley-Wiener定理在余维数为1的空间结构进行分析，发现了CK延拓可以保持函数的一些

单演性，在此基础上进一步推广出余维数为p的Paley-Wiener定理。 
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Abstract 
Based on the real Paley-Wiener Theorem, this paper presents a method that does not involve do-
main shifting, which extends the real Paley-Wiener Theorem to the complex Paley-Wiener Theorem. 
This method can also be effectively applied to other Fourier-type transforms. By investigating the 
basic properties and operation rules of CK extension, as well as analyzing the Paley-Wiener Theo-
rem in the spatial structure with codimension 1, it is found that CK extension can preserve some 
monogenicity of functions. On this basis, the Paley-Wiener Theorem with codimension p is further 
generalized. 
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1. 引言 

Paley-Wiener 定理的核心目标是：建立时域函数的紧支撑性与频域傅里叶变换的解析延拓性质之

间的等价关系，从而在傅里叶分析与复分析之间架起桥梁。从[1]中可知 1934 年，英国数学家拉尔夫佩

利(Ralph Paley)和美国数学家诺伯特维纳(Norbert Wiener)在合著的复数域傅里叶变换中正式提出 Paley-
Wiener 定理。从[2]中可知 Hardy 空间、Bernstein 空间和 Paley-Wiener 定理是复分析和傅里叶分析中的

基本概念，Paley-Wiener 定理将解析函数的点向增长率与其边值的傅里叶变换的支撑联系起来。围绕这

些空间的思想圈已经有着悠久的历史，并且在复值函数的分析和处理中得到了应用，包括相位检索和

瞬时频率。 
余维数为 p 的 Paley-Wiener 定理其通过将紧支集概念推广至 p 维子流形上的紧支集，为高维数据的

频域分析提供了数学基础。在信号处理领域，该定理可直接用于设计适配 p 维噪声分布的滤波器[3]；在

非交换调和分析中，结合局部紧群的表示理论，已成功解决半单李群上的球面变换刻画问题，推动了群

上信号重构的理论突破[4]。 
本文研究了在余维数为 p 的高维空间中的 Paley-Wiener 定理，CK 延拓是一种重要的函数延拓方法，

在余维数为 1 的情况下，首先研究了 CK 延拓的基本性质和运算规则。通过对余维数为 1 的空间结构进

行分析，发现 CK 延拓可以保持函数的一些单演性，并通过余维数为 1 的 CK 延拓的基础上进一步推广

余维数为 p 的 Paley-Wiener 定理。 

2. 预备知识 

Paley-Wiener 定理是一类通过支集与增长性的关联来刻画函数空间或分布空间在傅里叶型变换下像

集的定理。最开始的 Paley-Wiener 定理指出，实直线上支集含于对称区间内的 2L 函数，其傅里叶变换是

指数型整函数，且这类整函数在实直线上的限制仍为 2L 函数。 
若 f 是 d

 上光滑且具有紧支集的函数，其傅里叶变换为 : df →  则 f 可以延拓为 
d
 上的整函数，并且满足对于每个非负整数 n 均存在常数 nC 使得 

( ) ( ) ( )(Im )1 e A
n H z d

nf z C z z
−

≤ + ∈ ， 

其中， A 是函数 f 支集的凸包，而 : d
AH → 是 A 的支撑函数，它通过标准内积定义为 

( ) maxA a AH x a x∈= ⋅ 。 

设 0.nCl 为符号差为 ( )0,n 的克利福德代数，由 n
 的基{ }1 2, , , ne e e 生成，并且满足反交换关系 

2j k k j jke e e e δ+ = − 其中 , 1,2, , .j k n=   

特别的对于 n
 中的向量 ( )1 2, , , nx x x x=  和 ( )1 2, , , nξ ξ ξ ξ=  可以表示为以下线性组合 

1

n

j j
j

x x e
=

= ∑  
1

n

j j
j

eξ ξ
=

=∑ ， 

而 n
 中的 x 与ξ 的欧几里德内积可以表示为 

1
,

n

j j
j

x xξ ξ
=

= ∈∑ ， 
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可以通过反交换子恒等式表示 

( )1,
2

x x xξ ξ ξ= − + ， 

令 

{ }1 1 : , 1,2, ,m
m m jx x e x e x j m= = + + ∈ =    ， 

以及 

{ }1
0 0: ,  m mx x x x x+ = = + ∈ ∈   ， 

分别称为齐次欧几里得空间与非齐次欧几里得空间。 
CK 延拓的核心结论是：在特定条件下，解析函数的部分边界值信息可唯一确定其在更大区域内的解

析延拓，且延拓结果由边界值的相容性条件决定。标准的 CK 延拓表明 q
 中开集Q 内的任何实解析函数

都可延拓为 m
 中包含Q 的开集上的单侧单演函数，这被视为非齐次余维数为 1 的 CK 延拓。对于齐次余

维数为 p 的 CK 延拓，它能将 q
 中开集Q 内的任何实解析函数延拓为齐次空间中包含集合Q 的开集上的

单侧单演函数。当 1p = 时，就简化为从 q
 到 1q+

 的齐次余维数为 1 的 CK 延拓。 
定义在 mR 上的函数的傅里叶变换为 

( ) ( )( )e dm
i

R

xf f x xξξ − ⋅= ∫ ， 

傅里叶逆变换为 

( )
( )

( )( )1 e d
2

m
i x

m R
g x gξ ξ ξ

π
⋅= ∫ ， 

其中 

1 1 m me eξ ξ ξ= + + ， 

为将傅里叶变换的定义域延拓到 mR ，我们首先需要延拓指数函数 ,ei x ξ〈 〉 ，令 0 0x x e x= + 。 
则 

( ) ( ) ( )0 0, | | , | |, e e e ei x x i x xe x ξ ξ ξ ξξ χ ξ χ ξ〈 〉 − 〈 〉
+ −= + ， 

其中 

( ) 01 1
2

e
iχ ξ
ξ
ξ

±

 
 = ±
 
 

， 

从而可以得到 χ± 满足下面性质 
20,  ,  1χ χ χ χ χ χ χ χ− + + − ± ± + −= = = + = 。 

3. Hardy 空间 

我们在高维空间研究克利福德傅里叶变换时，对于克利福德傅里叶变换的核函数难以进行精确的求

解，然而许多的性质可以通过算子定义推导得出，对于函数 ( ): d
df →  ，其克利福德傅里叶变换由 

( ) ( ) ( ), ddf C x f x xζ ζ±
±= ∫



 ， 

的积分给出，与经典的傅里叶变换类似，克利福德傅里叶变换可以延拓为平方可积函数空间上的酉算子。 
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Hardy 空间 ( )2 dH±  定义为 ( )( )2 ,dL d  空间上的投影算子的像，具体而言，若柯西变换  在

( )( )2 ,dL d  空间上通过卷积定义为 

( ) ( ) ( ), ddf y t G x y t f x x+ = −∫


 ， 

( ) 1
1

1, d
d

x tG x t
x tσ +

+

+
=

+
， 

是 1d+
 维欧几里德空间中狄拉克算子的格林函数，并且 

( )( )
( 1)/2

1
2

1 2

d

d d
πσ

+

+ =
Γ +

， 

是 d
 维欧几里得空间中单位球的表面积，从而 Hardy 空间可以表示为 

( ) ( )( )2 2
( ),d d
dH P L± ±=   ， 

其中 

( ) ( )
0

lim
t

P f x f x t− →
= − − 。 

定义 1 函数 ( )2 ,df L∈   属于 Hardy 空间 2H+ 当且仅当 f 具有唯一的单演延拓 1: du +
+ → 并且该

延拓满足 

( ) 2 2

0
dd

t
Sup u x t x f
>

+ ≤∫


， 

同理若 2f H−∈ 当且仅当 f 存在唯一的单演延拓 1
( ): d
du +

− →  并且该延拓满足 

( ) 2 2

0
dd

t
Sup u x t x f
<

+ ≤∫


。 

4. 复 Paley-Wiener 定理 

在有些情况下，无法通过区域平移为某个积分变换证明复 Paley-Wiener 定理，原因是被积函数并非

整函数，在这种情况下我们可以通过实 Paley-Wiener 定理推导出复 Paley-Wiener 定理。 
定理 1 设 P 是具有实系数的齐次多项式 ( )df ∈  并且1 p≤ ≤ ∞，则在扩张的正实数范围内 

( ) ( )
1/

infl ,im
nn

n p
P f R P f

→∞
∂ ≥  。 

证明  让 0 supp fλ ∈  并假设 ( )0 0P iλ ≠ ，选取固定的 0ε > 并且 ( )00 P iε λ< < 我们能够到

( ) ( )
1/

0i nfl mi
nn

n p
P f P iλ ε

→∞
∂ ≥ − 。 

对 { }0,1,2,3j∈ ， 

( ) ( )( )( ) ( )j d
j P fψ λ λ λ= ∂ ∈ ， 

我们通过 Holder 不等式可以得到 
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( )

( )

( )( )
( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )( ){ } ( )

0

4

4

4

4

24

4 22
0 :| ( )|

,

,

d

d

d

d

d

n j
j qp

n j
j

n j
j

n j
j

n j

n j

P i P i

P f

P f

P f

P i P f

P i P f

P i P i f
λ λ λ ε

ψ

ψ

ψ

λ λ ψ λ λ

λ λ

λ ε λ λ λ

+

+

+

≥ −

∂

≥ ∂

= ∂

= ∂

= ∂

≥ −

∫

∫

∫

















。 

证毕。 
定义 2 [5]设 A 是 d

 的子集， : df → ，若 f 满足以下两个条件，则称 f 是 d
 上对应于集合 A 的

指数型整函数： 
(1) 在 d

 上处处解析； 
(2) 存在一个正常数C 满足 ( ) ( )(Im )e  AH z df z C z≤ ∈ 。 

定理 2 设 A 是 d
 的一个非空对称子集， f 是 d

 上对应于 A 的指数型整函数，则对所有的 dξ ∈ 和

n∈，偏导数 n fξ∂ 在 d
 上有界且满足 

( )
1/

suplim
nn

A
n

f Hξ ξ
∞→∞

∂ ≤ 。 

证明：由柯西定理 

( ) ( ){ } ( ) ( )1| |
0

d ! d  
2d

n
n d

n nt r
t

f x tnf x t f x t t x
it tξ

ξ
ξ

π +=
=

+
∂ = + = ∈∫ 



， 

我们可以得到 

( ) ,| |max max | | ( )Im( )! ! !e e ea A t a A Ar a rHn a t
n n n

n n nf x C C
r r

r C
r

ξ ξξ
ξ

∈ ∈ ⋅⋅∂ ≤ = == ， 

其中最后一个等号用到了 A 的对称性。 
故可以得到 

( )( )!en
nn

An
nf C H
nξ ξ

∞
∂ ≤ 。 

证毕。 
定理 3 设 A 是 d

 上的一个非空紧凸对称子集， : df → ，则以下条件等价 
(a) f 是某个支集含于 A 的光滑函数的傅里叶变换。 
(b) f 可延拓为 d

 上对应于 A 的指数型整函数。 
证明：假设 f 是 d

 上对应于 A 的指数型整函数，若存在 0 supp fλ ∈  但是 0 Aλ ∉ 。 

由于 A 是凸闭集， 0λ 是凸紧集，则根据分离性结果，存在 0
dξ ∈ 有 ( )0 0 0AHλ ξ ξ⋅ > 。 

从而 

( )

( )

0 0

0

1/

0
supp supp

1/

0

sup sup inflim

,imsupl

nn

nf f

nn
A

n

P i f

f H

ξ ξ
λ λ

ξ

λ ξ λ

ξ

∞→∞∈ ∈

∞→∞

⋅ = ≤ ∂

≤ ∂ ≤

 
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因此 

( ) ( )0 0 0 0 0 0A AH Hξ λ ξ λ ξ ξ< ⋅ ≤ ⋅ ≤ 。 

从而矛盾，证毕。 

5. 余维数为 p 的 Paley-Wiener 定理 

定理 4 [6] F 是定义在 q
 的解析函数，在 ( )q

 上取值且 ( )2 qF L∈  ，令Ω为正实数，则以下两个条

件等价： 
(1) F 可左单演延拓为定义在 1

q
 上的函数记为 f ，且存在常数C 使得对任意 1

qm∈ 有 

( ) e mf m C Ω≤ ， 

(2) ( ) ( )ˆsupp 0,F B⊂ Ω 。 

此外，若上述条件之一成立，则有 

( )
( )

( ) ( ) 1
1 ˆ,, d ,

2
q

q
qf m e m F mξ ξ ξ

π
= ∈∫



 ， 

其中 ( ),e m ξ 是(1)中 0 1e = 的情况。 
引理 1 ([7]次余维数为 1 的 Paley-Wiener 定理)设 F 是定义在 q

 上的解析函数在 ( )q
 上取值，通过

2 1, , qe e + 建立复克里福德代数且 ( )2 qF L∈  ，Ω 为正实数，则以下两个条件等价： 
(1) F 是定义在 1q+

 上的左单演函数记为 f ，且存在常数 C 使得对任意 1x ∈ 并且 qm∈ 有

( ) 1 1
1 1, e x e yf x e y C Ω +≤ ， 

(2) ( ) ( )ˆsupp 0,F B⊂ Ω 。
 

若上述条件之一成立则有 

( )
( )

( ) ( )1 1 1 1 1
1 ˆ, , , d , , .

2
qR

q
qef x y e x y t F t t x R y Re

π
= ∈ ∈∫  

引理 2 [7] 

1
1 1 2,  ,lnnn

l lx x x n n n n∂ = ∂ ∂ = + + +   

其中 ( )1, , l
ln n n N= ∈ 。 

令 

( ) 2 , lxE x x R
x

= ∈ ，
 

则 

( ) ( ) ( )| |

| | 1

1 2
.

n

n l n

l l l n
E x

x x + −

− + −∂
≤

∂



 

定理 5 (齐次余维数为 p 的 Paley-Wiener 定理)设 F 是定义在 qR 上的解析函数，在 ( )q
 上进行取值，

( )q
 由 1, ,p p qe e+ + 并且 ( )2 qF L R∈ ，Ω 是一个正实数，则下面两条等价： 

(1) F 是一个到 p qR + 的齐次余维数为 p 的 CK 延拓，记为 f 存在常数C 使得 
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( )   , e ,x p qxf x y C yΩ ∈≤ ∈  ， 

(2) ( ) ( )ˆsupp 0,F B⊂ Ω 。 

此外若上述条件之一成立，则 

( )
( )

( )( , , )1 ˆ, e d   ,
2

q
i t px y t

q
qf x y F t t x y

π
⋅= ∈ ∈∫



  。
 

证明：(2)→(1) 
令 

( )
( )

( ) ( )1
1 ˆ, , , d

2
qR

p
qG x y x y t F t tε

π
= ∫ ，

 

对于 ( ) ( )supp 0,F B⊂ Ω ，我们有 

( )
( )

( ) ( )1(0, )

1 ˆ, , , d
2

p
q B

G x y x y t F t tσ
π Ω

= ∫ 。
 

由引理 1 我们可以得到 

( ) | | | |
(0, )2 2

, e e        . x x p q
BG x y C F x C x R y RΩ Ω

Ω≤ ≤ ∈ ∈
 

由于 1
pε 是 ,ei y t 上的排位 CK 延拓， ( ),G x y 是 ( )F y 的余维数为 p 的 CK 延拓，由于 ( ),G x y 和 ( ),f x y

都是 qR 上同一函数 ( )F y 得到的余维数为 p 得 CK 延拓，故它们在 p qR + 上必定恒等。 
下证：(1)→(2) 
令 ( ),f x y 是一个左单演函数由柯西公式可以得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( , )

1

1, d
B x y

t

f x y E m x y m f m
ρ

σ
ω ∂ +

−

= − +∫  

其中 ρ 为一个正实数。 
由引理 2 以及定理 5 中 ( ), e xf x y C Ω≤ 可以得到 

 ( ) ( ) ( )1 2
0, el

y l

t t t l
f y C ρ

ρ
Ω− + −

∂ ≤


。 (1) 

若 1f 是 1 维的齐次 CK 延拓并且 ( ) ( )10, 0,f y f y= 则由(1)可以得到 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 1

1 1 1
0

1 1
0 0

1

0, 1 2
, e .

! !
,

y

l

l l l

l
l l

f
x f y x t t t l

x e y f x
l

e y
l

ρ

ρ

∞ ∞
Ω

= ==

∂ − + −≤ ≤≤ ∑∑ ∑


 (2) 

对于任意 0ε > 让 ( )0 2 2 1l m ε= Ω − +   。若 0l l> 则有 ( )1 2 1 2m l ε+ − < + Ω。从而由(2)可以得到 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) 00

0

1
1 1 1

0

1 1
1

0

1 ( 2)
, e
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x t t t l
f x e y C

l

x t t t l x
C C

l

ρ

ρ ρ
ε

ρ

ε
ρ ρ

∞
Ω

=

−∞
Ω Ω

+ −
= =

− + −
≤

− + − + Ω
≤ +

∑

∑ ∑





 

其中 ( )( ) ( )0 01 2 2C t t t l lε = − + − 。 

我们让 ( )1 1xρ ε= + Ω 则有 
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 ( ) 1( )
1 1 1, e xf x y Ce ε

ε
Ω+≤ 。 (3) 

令 ( ) ( )0A y F y= ， ( )1 1 1,f x e y 是满足 ( ) ( ) ( )0, 0,f y y f yϕ= = 的齐次余维数为 1 的 CK 延拓，由(3)可
知对任意 0, ,p qx yε > ∈ ∈  有 

( ) ( ) ( , )( )| |
1 1, , , e e x yx

p pf x e x e y C C εε Ω+Ω+≤ < 。
 

通过引理 1 我们可以得到 ( ) ( )ˆsupp 0,F B ε⊂ Ω+ ，令 0ε → 我们可以得到 ( ) ( )ˆsupp 0,F B⊂ Ω ，从而得

证。 
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