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摘  要 

本文专注于四维Sobolev空间，综合运用调和分析技术，Sobolev嵌入定理及不等式等估计技巧，推导并

证明了一些重要不等式，如推广的Gagliardo-Nirenberg不等式，Sobolev嵌入不等式及复合函数各阶导

数的L∞范数估计。研究结果进一步丰富了高维Sobolev空间相关数学理论，为解决四维可压缩Navier-
Stokes方程，四维可压缩MHD方程等偏微分方程的适定性和研究解的性质提供了相应的数学工具。 
 

关键词 

四维Sobolev空间，插值不等式，Sobolev不等式，不等式推广 
 

 

Generalizations of Some Important 
Inequalities in Four-Dimensional Space 
Wenlu Wang, Fei Chen* 
School of Mathematics and Statistics, Qingdao University, Qingdao Shandong 
 
Received: October 6, 2025; accepted: November 7, 2025; published: November 17, 2025 

 
 

 
Abstract 
This paper focuses on the four-dimensional Sobolev space. By comprehensively using techniques of 
harmonic analysis, the Sobolev embedding theorem, and estimation skills such as inequalities, some 
important inequalities are deduced and proved, such as the generalized Gagliardo-Nirenberg ine-
quality, the Sobolev embedding inequality, and the L∞-norm estimation of derivatives of all orders 
of composite functions. The research results further enrich the relevant mathematical theory of 
high-dimensional Sobolev spaces and provide corresponding mathematical tools for solving the 
well-posedness of partial differential equations, such as the four-dimensional compressible Navier-
Stokes equations and the four-dimensional compressible MHD equations, as well as for studying the 
properties of solutions. 
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1. 引言 

近年来，随着科学技术的飞速发展，诸多前沿研究领域如高维量子场论，复杂流体动力学以及多尺

度材料模拟等，对高维空间中的数学理论与方法提出了迫切需求。Sobolev 空间作为现代分析数学的核心

内容之一，在偏微分方程、几何分析、数值计算等众多领域中发挥着基石性的作用。 
在低维空间(如二维和三维空间)，Sobolev 空间理论的应用已较为成熟。针对三维空间中的可压缩

Navier-Stokes 方程，Guo-Wang [1]展开了深入研究，借助 Sobolev 空间的插值理论，运用纯能量方法，成

功建立了方程整体解的存在性，还得到了解的时间衰减率，证明解的负指标的 Sobolev 范数可以随着时

间的演化而保持。在该三维框架下，一系列 Sobolev 空间相关不等式成为理论推导的核心支撑，其具体形

式与空间维数密切相关。比如三维空间下有如下重要结果： 
定理 1.1 (Gagliardo-Nirenberg 不等式[2])：如果 0 m≤ ， n≤ ，那么存在正常数C ，使得 

 3 3232( ) (

1

) ( )
,p

k km n
L L L

f f fC
−

∇ ≤ ∇ ∇

  

 (1) 

其中 0 1k≤ ≤ ， 满足 
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p
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本文之后出现的C 都为合适的正常数，不同位置C 可能不同。 
定理 1.2 [3]：设 3( ) 1Lα ∞ ≤



， 2 p≤ ≤ ∞，整数 1≥ 。如果光滑函数 ( )f α 的任意阶导数有界，则有 
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定理 1.3 (Sobolev 不等式[4] [5])：设 ( )2 3f H∈  ，则有 
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 (4) 

这些不等式不仅是推导能量估计，证明解的正则性等的核心工具，也是连接低阶范数与高阶范数，

进而分析解的衰减趋势的关键桥梁。Guo-Wang [1]在三维空间的研究，正是依托这些经典不等式建立了

解的适定性和衰减率。然而，现有 Sobolev 空间理论的应用多集中于低维情形，对于高维空间(特别是四

维空间)的应用相对较少。低维空间中成立的一些经典不等式和结论，能否推广到更高维空间中，进而应

用到相关领域处理高维问题，是一个有趣的问题。 
受 Guo-Wang [1]在三维空间中的研究的启发，在研究四维空间下可压缩 Navier-Stokes 方程时，分析
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一系列基于 Sobolev 空间的不等式(如 Gagliardo-Nirenberg 不等式，Sobolev 嵌入不等式等)是不可或缺的。

因此，本文旨在进一步探索 Sobolev 空间中的一些重要不等式在四维空间中的具体形式，并给出相应的

推导证明。我们将采用 Fourier 分析，Sobolev 嵌入定理以及不等式估计技巧，推导并证明推广的 Gagliardo-
Nirenberg 不等式，Sobolev 嵌入不等式及复合函数导数的 Sobolev 范数估计，为后续建立四维空间中的

Navier-Stokes 方程，MHD 方程等流体方程解的存在唯一性和探讨解的性质提供必要的工具。 

2. 一些重要不等式推广 

首先给出一些重要不等式的通用形式( n 维空间)。 
引理 2.1 (Sobolev 不等式[4])：假设1 p n≤ < ，存在一个仅依赖于 p 和 n 的常数 C ，使得对所有

( )1
c

nf C∈  ，有 

 *( ) ( ) ,np p nL Lf C f≤ ∇
 

 (5) 

其中 * npp
n p

=
−

。 

引理 2.2 (Gagliardo-Nirenberg 插值不等式[4])：设1 , ,p q r≤ ≤ ∞， 0 1λ≤ < 满足 

 1 1 1 1 ,
r p n q

λλ
  −

= − + 
 

 (6) 

当 1p n= > 时，0 1λ≤ ≤ 。那么存在常数 ( ), , , 0C C n p q r= > 使得对于任意的 ( ) ( )1, p n q nf W L∈ ∩  ，

有 

 1
( ) ( ) ( )n n nr p qL L Lf C f fλ λ−≤ ∇
  

 (7) 

便于后续证明使用，我们再给出一些引理。 
引理 2.3 [2]：若 [ )0, 2s d∈ ，对于任意的 ( )dsf H∈ 

 ，存在正常数C  (与 f 无关)，使得 

 2
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d
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

 

 (8) 

引理 2.4 [6]：若 ( )0
2mf C∞∈  ，则有 
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若 ( )2
0

1mf C∞ +∈  ，则有 
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 (10) 

下面我们给出四维空间中的一些推广的 Gagliardo-Nirenberg 不等式。 
定理 2.1：设 ( ) ( )4 4m nf H H∈ ∩  其中 { } { }min , max ,m n k m n≤ ≤ ，0 1θ< < ，满足 ( )1k m nθ θ= + − ，

则有 

 2 4 2 4 2 4( ) ( ( )

1

)
.k m n

L L L
fCf f

θ θ−
∇ ≤ ∇ ∇

  

 (11) 

证明：对 f 做 Fourier 变换，记作 ( )f̂ ξ ，则 k f∇ 的 Fourier 变换为 ( ) ( )ˆki fξ ξ ，根据 ( )1k m nθ θ= + − ，

对于 ( )0,1θ ∈ 有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1ˆ ˆ ˆ .k m ni f i f i f

θ θ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

−
≤  (12) 
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由 Plancherel 等式及对(12)两边取 2L 范数，再运用 Hölder 不等式可得： 
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且 
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故把(14)代入(13)可得(11)。 
注记：从定理 2.1 的证明过程来看，结论不仅对四维空间成立，对任意维度的空间都成立。 
定理 2.2：设 2 p≤ ≤ +∞ ， 0 ,m n≤ ≤ 且当 p = +∞ 时，进一步满足 1m ≤ + ， 3n ≥ + 。对所有

( )4
0f C∞∈  ，有 

 4 2 4 2 4( ) (
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其中 0 1k≤ ≤ ， 满足 
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证明：当 2 p≤ < +∞时，依据引理 2.3 可得，对于 0 2α≤ < ，取
4

2
p

α
=

−
，可得 

 4 2 4( ) ( )
.pL L

u C uα≤ ∇




 (17) 

令 u f= ∇ ，则 u f fα α α+∇ = ∇ ∇ =∇  。记 s α= + ，则有 

 4 2 4( ) ( )
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由定理 2.1 和 Hölder 不等式，可得： 

 2 4 2 4 2 4( ) (

1

) ( )
.

k ks m n
L L L

f C f f
−

∇ ≤ ∇ ∇
  

 (19) 

其中 k 的定义如(16)所示。因此，当 2 p≤ < +∞时，将(19)代入(18)即可得到(15)。 
当 p = +∞时，根据引理 2.2，可得 

 4 2 4 2 4( ) (
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1 32 2

) ( )
.

L L L
f C f f∞
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 (20) 

当   2p = 时，由(15)可得 

 2 4 2 4 2 4
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将(21)和(22)代入(20)可得 
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同时有 

 1 2 1 21
2 4 2 4 4

m m n m
n m n m
+ − + −    − − + − = −    − −    
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满足(16)，于是定理得证。 
注记：Guo-Wang [1]对应的三维空间结论中 满足 

 ( )1 1 11 .
3 2 3 2 3

m nk k
p

   − = − − + −   
   

  (25) 

四维空间定理 2.2 的结论与三维空间的相应结论主要区别在于核心指数关系中分母由 3 变为 4，有这

样变化的关键原因在于 Gagliardo-Nirenberg 不等式的指数关系与空间维数 n 直接相关。 
接下来给出四维空间中的 Sobolev 不等式的推广。 

定理 2.3：设 ( )4sf H∈  ， 0 2s≤ < ，则 ( )4qf L∈  ，其中
1

42
1 s

q
= − ，使得 

 4 4( ) ( ) .q sL Hf C f≤
 

 (26) 

证明：对 f 做 Fourier 变换，记作 ( )f̂ ξ ，满足 

 ( ) ( )4
ˆ e .dixf x f ξ ξξ ⋅= ∫



 (27) 

由幂函数单调性结合(27)可得 

 ( ) ( ) ( )4 4

2 22 2ˆ ˆd 1 d .
ss

f fξ ξ ξ ξ ξ ξ≤ +∫ ∫
 

 (28) 

即 4 4( ) ( )s sH Hf C f≤


 

。 

再结合引理 2.3 可得 

 4 4 4( ) ( ) ( ) .q s sL H Hf C f C f≤≤


  

 (29) 

于是定理得证。 
注记：Guo-Wang [1]对应的三维空间 3

 结论中，函数在 Sobolev 空间 sH 中的正则性指标范围是

0 3 2s≤ < ，对应的 qL 空间指数关系为
1

32
1 s

q
= − 。而在定理 2.3 可以看到在四维空间 4

 中，函数在 Sobolev

空间 sH 中的正则性指标范围是 0 2s≤ < ，对应的 qL 空间指数关系为
1

42
1 s

q
= − 。 

下面给出 ( )4sH  嵌入连续函数空间的结论(可参考[7])。 
定理 2.4：设 ( )4 ,  2sf H s∈ > ，则有 ( )0 4f C∈  ，使得 

 4 40 ( ) ( ) .sC Hf C f≤
 

 (30) 
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证明：由于 ( )4sf H∈  ，根据定义有：( ) ( ) ( )
/22 2 4ˆ1

s
f Lξ ξ+ ∈  ；另一方面，用四维球坐标(体积元

3d d dr rξ γ= ， dγ 是三维单位球面测度)计算得，当 2s > 时有 

 ( )
( ) ( )

4
42

/2 2
3

0
(

2

2 2)

1 1d1
1 1

d .
s

s s
L r

C r rξ ξ
ξ

∞−
+

+ +
= = < ∞∫ ∫





 (31) 

即 ( ) ( )
/22 2 41

s
Lξ

−
+ ∈  ，则对于 

 ( ) ( ) ( ) ( )
/2 /22 2ˆ ˆ1 1 .

s s
f fξ ξ ξ ξ

−
= + +  (32) 

由 Schwarz 不等式 ( )1 2 2L L Lab a b≤ 可得 ( ) ( )1 4ˆ .f Lξ ∈   

下面来证明 f 在任意点 0x 连续。对于 4
0x∀ ∈ 可得： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00
4 40

4d 1 d , .ˆ ˆe e e  i x xixixf f xf x fx ξξξ ξ ξξ ξ− ⋅⋅⋅− = − ≤ ∈−∫ ∫
 

  (33) 

对这个积分进行分段估计(分成 Aξ ≤ 和 Aξ > 两部分，其中 A 是充分大的待定正数)则有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
4 4, ,0 1 d e dˆ ˆe .1i x x i x x

A A
f x f f fx ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξξ− ⋅ − ⋅

≤ ∈ > ∈
− +≤ − −∫ ∫

 

 (34) 

对于 Aξ > ，由 ( ) ( )1 4f̂ Lξ ∈  ，对于任意给定的 0,ε > 存在充分大的 0A > ，使得 
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ˆ 4d .

A
f

ξ ξ
ξ εξ

> ∈
<∫



 (35) 

此时，注意到 ( )0e 1 2i x x ξ− ⋅ − ≤ ，因此 
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f fξ

ξ ξ ξ ξ
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> ∈ > ∈
<− ≤∫ ∫
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 (36) 

对于 Aξ ≤ ，注意到 e 1iη η− ≤ ，令 ( )0x xη ξ= − ⋅ ，则 0 0x x A x xη ξ≤ − ⋅ ≤ − ，因此对于上述给定

的 0ε > ，令
( )0 ˆ2 d

A
f

x x
A

ξ
ξξ

ε

≤

− <
⋅ ∫

，有 
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A A
f xA fxξ
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综上，取 A 足够大，取
( )ˆ2 d

A
fA

ξ

εδ
ξξ

≤

=
⋅ ∫

，当 0x x δ− < 时， ( ) ( )0f x f x ε− < ，即 ( )4f C∈  。 

已知 
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f f x ff x ξ ξ ξ

∈
= += ∫
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由 Fourier 变换和 Schwarz 不等式可得 
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1 1
22 2 2 2
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s

x
s

f x f f fξξ ξ ξξ ξ ξξ ξξ
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   

 (39) 

由(31)和(38)可得： 4 40 ( ) ( )sC Hf C f≤
 

，于是定理得证。 
注记：与三维空间中相比，主要区别在于嵌入连续函数空间的正则性指标范围不同。这是因为在

Sobolev 嵌入定理中，嵌入连续函数空间的正则性指标由空间维数 n 直接决定，满足 2s n> 。 
以下为复合函数导数的 Sobolev 范数估计，是处理 Navier-Stokes 方程等流体力学方程的光滑解的存

https://doi.org/10.12677/pm.2025.1511276


王文璐，陈菲 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.1511276 142 理论数学 
 

在唯一性及建立各阶导数的衰减率中的重要工具。 
定理 2.5：假设 3 4( ) 1Hα ≤



，且 ( )f α 是关于α 的各阶导数均有界的光滑函数。那么对于所有 1m ≥ 且

m∈，有 

 ( ) 4 2 4 2 4( ) (

1 2
33

)
3

( )
.m m m

L L L
f Cα α α∞

+∇ ≤ ∇ ∇
  

 (40) 

证明：为便于直观理解后续一般性证明，先考虑 2m = ，详细展示范数估计的推导过程。 
当 2m = 时，由导数定义可得： 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )22 2f f f fα α α α α α α′ ′′ ′∇ ∇ ∇ = ∇ + ∇=  (41) 

结合 L∞范数的乘积不等式可得 

 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

4 44

4 4 44

4 4

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2
( )

22 2

2

( )

2

2 .

L LL

L L LL

L L

f f f

f f

C

α α α α α

α α α α

α α

∞ ∞∞

∞ ∞ ∞∞

∞ ∞

′′ ′∇ ∇ + ∇≤

≤ +

≤ +

′′ ′∇ ∇

∇ ∇

 



 









 (42) 

由定理 2.2 可得 

 
4 4 4

4

2

2 4

2

2 4

4

2

1 2
3 3

( ) ( ) ( )

1 2
3 3

( ) ( ) (
2

)
5

,

.

L L L

L L L

C

C

α α α

α α α

∞

∞ ∇≤

∇

∇ ∇

≤ ∇ ∇






  

 (43) 

再次利用定理 2.2 可得 

 
2 4 4 4

2 4 2 24 4

2 2
2

4

1 1
2 2

( ) ( ) ( )

1 1
2 2

( ) (
3

( )
5

)

,

.

L L L

L L L

C

C

α α α

α α α

≤∇ ∇

∇ ∇≤ ∇







  

 (44) 

将(43)和(44)代入(42)可得 

 

( )

( )

2 2 2 2

2 2 2

44 4 4 4

4 4 4 2 2 2

3 3 2

4 4 4

4 4 424

2 4 1 2
3 3 3 3

( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2 1 2
3 3 3 3 3 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

2 4 2 5

2 3 5 2 5

2 5

)

1 2
1 0 3 3

( ) ( ) ( ) ( )
.

LL L L L

L L L L L L

H L LH

f C

C

C

α α α α α

α α α α α α

α α α α

∞

 
∇ ∇ ∇ ∇ ∇  

 
 

∇ ∇ ∇

≤ +

≤ ⋅ + ∇ ∇  
 

∇ ∇≤ +



   



    

 

 

 (45) 

因此，当 3 4( ) 1Hα ≤


时，有(40)成立。 
当 1m ≥ 时， ( )m f α∇ 等于若干项 ( )1 1, , n nf γ γ γγα α α∇ ∇

 的和，其中函数 ( )1, , nf γ γ α 是 ( )f α 的某阶导

数，且对于 1, ,i n=  ，有1 i mγ≤ ≤ ，同时 1 n mγ γ+ + = 。 

利用 Hölder 不等式可得 

 4 2 2( )

1 2
33 3i i i

L L L
Cγ γ γα α α∞∇ ≤ ∇ ∇ ∇



 (46) 

由定理 2.2 可得 
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2 4 2 44

2 4 2 42

2

4

( ) ( )( )

( ) ( )(

1

3 3

)

1 3

,

.

i i
i

i i
i

mm m
L LL

mm m
L LL

C

C

γ γ
γ

γ γ
γ

α α α

α α α

−

− +

∇ ∇

∇

≤

∇ ∇ ∇≤





 

 (47) 

结合导数的有界性，利用(46)和(47)可得 

 

( )

( ) ( )

1
4 4 4

1 1
4 2 44 2 4

1 1

2 4 2 42 4 2 4

1 1

2 4 2 4 2

2

4 2 4

2

1 2
3 33 3

1
31 1

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

1 13 3 3 3

( ) ( )

( ) ( ) ( ) (

n

n n

n n

n

m
L L L

L LL L

m mm mm m
L LL L

m mm m m
L L L L

f C

C

C

γγ

γ γγ γ

γγ γγ

γγ γ

α α α

α α α α

α α α α

α α α α

∞ ∞ ∞

− −

− −+ +

∇ ≤ ∇ ∇

≤ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇

 
≤ ∇ ∇  

 

× ∇ ∇ ∇ ∇

  

  

 

 

   



 





3 4 2 4 2 4

)

( ) (

2
3

1 2

) (

1 3
)

3 3 .

n
m

n m m
H L L

C

γ

α α α− +

 
 
 

≤ ∇ ∇


 

 (48) 

因此，当 3 4( ) 1Hα ≤


时，该定理得证。 

注记：与三维情形做比较，可以发现指标是有变化的，需要的α 的有界性由 2H 到了 3H ，也就是说

随着空间维数的变化，结果是不一样的。从(42)~(44)可以看出，这一提升本质上是空间维数变化引起 G-
N 不等式中高阶导数项的变化而导致的。 

最后给出四维空间中负 Sobolev 空间的范数估计。 
为便于后续分析，我们先对算子 sΛ ， s∈进行定义，其形式可表示为： 

 ( ) ( )4
ˆ e d ,ss ix

R
f x f ξξ ξ ξ⋅Λ = ∫  (49) 

这里的 f̂ 代表函数 f 的傅里叶变换。在此基础上，我们定义齐次 Sobolev 空间 ( )4sH  ，它是由所有

满足 4( )sHf




为有限值的函数 f 所构成的空间，该范数的定义为 

 4 2 4 2 4( ) ( ) ( )
ˆ: .s

ss
H L L

f f fξ== Λ








 (50) 

另外，考虑到非正指数 s 在使用时的便利性，我们对指数进行调整，采用 s−  (此时要求 0s ≥ )。 

定理 2.6 [8]：令 0 4s< < ，1 p q< < < ∞，
1 1

4
s

q p
+ = ，则有 

 44 ( )( )
.pq L

s
L

C ff−Λ ≤




 (51) 

证明：对 s f−Λ 取 Fourier 变换，卷积算子 *s f f K−Λ = ，其中卷积核 K 的 Fourier 变换为 ( )ˆ sK ξ ξ −= 。

先验证算子的弱型有界性和强型有界性(详见[8])，再利用 Marcinkiewicz 插值定理可得算子是强型 ( ),p q ，

满足 44 ( )( )
pq

s
LL

f f−Λ




 且满足插值条件
1 1

4
s

q p
= − ，即定理得证。 

3. 应用示例 

本节聚焦对流项 u u⋅∇ 的 2L 范数估计，以二阶导范数估计为例展示第二节定理的实际应用。在处理

NS 方程解的二阶导数估计时，需要处理关于对流项的如下估计： 
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( )

( )
( )

4

4

4 4 4 4 4 42 4 4 4 2 4( ) (

3

3 2

) ( )( ) ( )
3

)

3

2
(

3

d

d

L L LL L L

u u u x

C u u u u u u x

C u u u u u u

∇ ⋅∇ ∇

≤ ∇ ∇ ∇ + ∇ ∇

≤ ∇ ∇ ∇ + ∇ ∇

⋅∫
∫





  

  

 (52) 

利用定理 2.2 可得 

 

4 4 2 4 2 4

4 4 2 4 2 4

4 4 2 4 2 4

4 4 2 4

( ) ( ) ( )

( ) ( ) (

1 2
33 3

2 1
33 3

2 1

)

( ) ( ) ( )

( ) (

3

)

33

2 3

,

,

,

L L L

L L L

L L L

L L

u C u u

u C u u

u C u u

u C u

α

∇ ≤ ∇

∇ ≤ ∇ ∇

≤ ∇

∇ ≤ ∇









 







 

 (53) 

其中α 满足 

 1 1 1 2 1 3 1 3
4 4 2 4 3 2 4 3 2

α α   − = − + − ⇒ =   
   

 (54) 

将(53)代入(52)可得 

 

( )4

2 4 2 42 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2

23

4

4 4

3

1 22 2 1 1
3 3 3 3 3 33

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

33 3 3

( ) ( )

3

23

d

L LL L L L L L L

LH

u u u x

C u u u u u u u u u

C u u

α

∇ ⋅∇ ∇

 
≤ ∇ ∇ ∇ ∇ + ∇ ∇

⋅

∇  
 

≤ ∇

∫


 

      





 (55) 

当 3 4( ) 1Hu ≤


时，即可得到对流项的二阶导数的范数估计。 

4. 结论 

本文针对四维 Sobolev 空间，推导并证明了一系列重要不等式，拓展了 Sobolev 空间理论在高维情形

下的研究范畴。通过对频率特性的研究，以及运用 Fourier 分析，一些现有的嵌入不等式和插值不等式等

工具，将 Gagliardo-Nirenberg 不等式和 Sobolev 嵌入不等式进一步的推广。这些成果不仅在理论层面上丰

富了高维 Sobolev 空间的理论知识，也为解决四维可压缩 Navier-Stokes 方程，MHD 方程等偏微分方程的

解的适定性，正则性等问题提供了必要的数学工具。 
然而，本研究仍存在一定的局限性。一方面，在处理一些复杂边界条件下的偏微分方程时，所建立

的不等式应用效果有待进一步提升，可能需要结合更精细的边界层理论进行优化。另一方面，对于具有

强非线性项的方程，当前理论对解的长时间行为的刻画还不够精确，无法完全满足实际应用中对长期动

态预测的需求。 
展望未来，基于本研究的基础，后续可继续探索将这些不等式推广至更一般的高维空间的情形，进

一步拓展理论的适用范围。 
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