
Pure Mathematics 理论数学, 2025, 15(12), 7-23 
Published Online December 2025 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2025.1512289     

文章引用: 蒋泽楷, 胡琳, 李元林. 分段连续型随机微分方程平衡方法的均方收敛性与稳定性[J]. 理论数学, 2025, 
15(12): 7-23. DOI: 10.12677/pm.2025.1512289 

 
 

分段连续型随机微分方程平衡方法的 
均方收敛性与稳定性 
蒋泽楷，胡  琳*，李元林 

江西理工大学理学院，江西 赣州 
 
收稿日期：2025年10月19日；录用日期：2025年11月27日；发布日期：2025年12月9日   

 
 

 
摘  要 

针对一类分段连续型随机微分方程，证明了其采用全隐式平衡方法的情况下，该方法具有良好的均方收

敛性和稳定性，并且证明了平衡方法的强收敛阶为1/2，同时通过数值分析实验验证了此类方程数学分

析的正确以及合理性，证明了强平衡隐式方法以及弱平衡隐式方法都是均方稳定的。 
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Abstract 
For a class of piecewise continuous stochastic differential equations, the mean square convergence 
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and stability of the fully implicit method-balanced method are studied by using the balanced method. 
It is proved that the strong convergence order of the balanced method is 1/2, and the rationality and 
correctness of the analysis are verified by numerical examples. It is shown that both the strong bal-
anced implicit method and the weak balanced implicit method are mean square stable. 
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1. 引言 

随机微分方程[1]在经济学、控制理论、金融学、医学、生物学等各个领域[2] [3]都是很重要的数学工

具并且都有较为广泛的应用，比如在金融数学里可以用来期权定价、风险度量；在物理学的统计力学方

面有所体现，生物学中关于种群增长模型等，并且随机微分方程是一种考虑外部因素如白噪声对整个系

统产生干扰的数学模型[4] [5]，其中本文研究的分段连续型随机微分方程，该方程具有的解是一个局部光

滑且连续的函数，并在这些区间里满足该方程。该方程常用于神经网络模拟[6]、生物系统建模[7]等，目

前对分段连续型随机微分方程已经有诸多成果[8]-[14]，关于该方程全隐式方法的结论还没有找到有关文

献。本篇文章提出分段连续型随机微分方程在满足全局 Lipschitz 条件下，全隐式方法的数值方法，全隐

式方法是对干扰项都进行全隐式处理，具有很好的稳定性，并且给出了方程数值解的均方收敛性和均方

稳定性[15]。 
考虑如下分段连续型随机微分方程 

( ) ( ) [ ]( )( ) ( ) [ ]( )( ) ( ) [ ]d , d , d , 0, .x t f x t x t t g x t x t W t t T= + ∈                (1.1) 

其中初值为 ( ) 00 nx x= ∈ ，漂移项系数 : d d df × →   ，扩散项系数 : d d d mg ×× →   ， 

( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , dW t W t W t W t=  为 { }( )0

, , ,t t
P

≥
Ω   上的 d 维 Brownian 运动。 

2. 平衡方法的收敛性 

设 x 表示向量的 Euclid 范数，且 nx∈ 。用 [ ]u 表示 u 的整数部分。若 A 为一个向量或者矩阵， TA
称为转置， ( )TA tr A A= 为迹范数。 

与(1.1)等价的积分形式如下： 

( ) ( ) [ ]( )( ) ( ) [ ]( )( ) ( )0 0 0
, d , d

t t
x t x f x s x s s g x s x s W s= + +∫ ∫                  (2.1) 

下列两个方程(2.1)需要满足的条件，我们假设 ,f g 满足如下假设： 
(a) 全局 Lipschitz 条件：存在一个常数 0K > ，使得对 ( ), 1, 2d

i ix y i∀ ∈ = 有 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2, ,v x x v y y K x x y y− ≤ − + −                       (2.2) 

其中 ,v f g= 。 
(b) 线性增长条件：存在正常数 L 使得对所有 dx∈ 有 
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( ) ( )2 2 2
1 2 1 2, 1v x x L x x≤ + +                              (2.3) 

其中 ,v f g= 。 

2.1. 数值格式 

用等步长 h 将区间 [ ]0,T 做均匀划分，其中 , , 0,1, ,n
Th t nh n J
J

= = =   ( J +∈ ， + 为正整数)。将平 

衡方法应用到方程(2.1)得： 

( ) ( ) ( )( )1 1, , ,n n n n n n n n n n nY Y f Y Y h g Y Y W C Y Y Y Y+ += + + ∆ + −                  (2.4) 

其中初值 ( )0 0Y x= ， nY 是解 ( )nx t 在分点 nt 处的数值逼近值。 nt nh= ， ( ) ( )1n n nW W t W t+∆ = − ，其中

[ ]n t
h

Y Y 
 
 

= 。 
此处 d d× 值矩阵函数 ( ),n nC Y Y 用以下的形式表达： 

( ) ( ) ( )0 1 0 1, , , .n n n n n n n n n nC Y Y C Y Y h C Y Y W C h C W= + ∆ = + ∆                 (2.5) 

此处 d d× 值函数 0 1,C C 我们视为控制函数，并且需要满足以下的假设： 
若我们认为 0C 和 1C 具有一致有界性。之后假设对任意实数 [ ]0 10, , 0, hα α α α∈ ≥ ≥ 以及 x∈，矩阵

函数 ( ) ( ) ( )0 0 1 1M x I C x C xα α= + + 是可逆的，且满足 

( )( ) 1
M x H

−
≤ < ∞                                (2.6) 

矩阵函数中的 I 为单位阵， H 是正常数。 
根据以上过程我们把方程(2.4)改写为下列形式 

( ) ( ) ( )1

1 , , ,n n n n n n n n nY Y I C Y Y f Y Y h g Y Y W
−

+
   = + + + ∆   

                    (2.7) 

我们给出如下阶梯型函数 

( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ) ( )1, 1 , 10 0, ,k k kkh k h kh k hk kW t W I t h t t t I t∞ ∞
++ + = = 

∆ = ∆ = −∑ ∑  

( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ) ) ( )1 2, 1 , 10 0, ,k kkh k h kh k hk kY t Y I t Y t Y I t∞ ∞

+ + = = 
= =∑ ∑   

由此我们给出如下连续形式的数值解 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1

0 1 2 1 1 2 1 20

1

0 1 2 1 1 2 1 20

0 , , , d

, , , d

tc

t

Y t Y I C Y s Y s h s C Y s Y s W s f Y s Y s s

I C Y s Y s h s C Y s Y s W s g Y s Y s W s

−

−

= + + + ∆

+ + + ∆

∫

∫
    (2.8) 

其中 ( ) 00Y x= 。可以容易得到 ( )c
n nY t Y= ，即 ( )cY t 与 nY 的节点在整数的情况下是一致的。 

在证明数值格式(2.8)的强收敛性用另一种数值格式需要连续性表达，其形式如下： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1
1 20

1
1 20

0 , d

, d

t

t

Y t Y I D s f Y s Y s s

I D s g Y s Y s W s

−

−

= + +

+ +

∫

∫
                       (2.9) 
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其中初值 ( ) 00Y x= 。 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 1, ,n n n n n nD t C Y Y t t C Y Y W t W t= − + −  ， [ )1,n nt t t +∈ 。 

2.2. 收敛性证明 

引理 1. 若全局 Lipschitz 条件(2.2)和线性增长条件(2.3)成立，则方程(2.1)的解满足： 

( ) 2
1

0
sup

t T
x t Q

≤ ≤

  ≤ 
 

  

其中 1Q 与 h 是无关常数。 
证明. 由(2.1)式和(2.3)式，鞅的性质以及基本不等式

2 2 2 23 3 3a b c a b c+ + ≤ + + 得 

( ) ( ) ( ) [ ]( )( ) ( ) [ ]( )( ) ( )

( ) ( ) [ ]( )( ) ( ) [ ]( )( ) ( )

2 22 2

0 0

222 2

0 0

3 0 3 , d 3 , d

3 0 3 1 d 3 , d

t t

t t

x t x f x s x s s g x s x s W s

x LT x s x s s g x s x s W s

≤ + +

≤ + + + +

∫ ∫

∫ ∫
 

( ) ( ) [ ]( )( )
( ) [ ]( )( ) ( )

( ) ( ) [ ]( )( )

22 22
0 00

2

1 1 100

222
0 0

sup 3 3 1 d

3 sup , d

3 3 4 1 d

t

s

t

s t

s t

x t x LT x s x s s

g x s x s W s

x L T x s x s s

≤ ≤

≤ ≤

  ≤ + + + 
 

+

≤ + + + +

∫

∫

∫

 





 

于是 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 22
0 00

22
0 0 0

1 sup 1 3 3 4 1 2 d

1 3 6 4 1 sup d

s

t

t

t

r s

x s x L T x s s

x L T x r s

≤ ≤

≤ ≤

 + ≤ + + + + 
 

  ≤ + + + +     

∫

∫

  

 
 

由 Gronwall 不等式得 

( ) ( ) ( )2 2 6 4
0

0
1 sup 1 3 e LT T

s t
x s x +

≤ ≤

 + ≤ + 
 

   

因此 

( ) ( ) ( )2 2 6 4
0

0
sup 1 3 e LT T

s t
x s x +

≤ ≤

  ≤ + 
 

   

证毕。 
引理 2. 若条件(2.3)和条件(2.6)成立，则有 

2
20

max nn J
Y Q

≤ ≤
≤  

证明. 根据
2

nW mh∆ = ， 0nW∆ = ，由(2.7)得 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

212 2
1

1

2 2 2 22 22

2 22

2 2 2

, , ,

2 , ,

2 , , 2 , ,

, ,

2 1

n n n n n n n n n

n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n

n

Y Y I C Y Y f Y Y h g Y Y W

h Y I C Y Y f Y Y h

Y I C Y Y h f Y Y I C Y Y g Y Y W

h Y I C Y Y f Y Y

Y H h L

−

+

−

− −

−

   = + + + ∆   

 + + 

   ≤ + + ⋅ + + ∆   

  + + + ⋅   

≤ +

⋅

+

⋅

  

 

   

 

  

 

  



  ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

2 22 22

22 22

22 2 2 2 2 2 2 2

0
22 2 2 2

0

2 1

1

2 2 1 4 2 4

3

max

m2 1 1 6 4 ax

n n n n

n n n

ii J

ii J

Y Y H mhL Y Y

h Y H hL Y Y

H h L H mhL H hL h H h L H hL H mhL Y

h H L H mL h H L H mL Y
≤ ≤

≤ ≤

+ + + +

+ + + +

≤ + + + + + + +

 ≤ + + + + + 

 





 





 

设 2 23 2P H L H mL= + ， 2 21 6 4Q H L H mL= + + ，
2

0
maxn ii J

S Y
≤ ≤

=  ，上式可得： 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

1

2 1
0

1 1
0

1 1
0

1 11 1 2
0

1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1

n n

n

n n

J J

Qh J Qh J

Qh Qh

S Ph Qh S

Ph Ph Qh Ph Qh Qh S
P Qh Qh S
Q
P Qh Qh S
Q

P Qh Qh Y
Q

+

+

+ +

+ +

+ +

≤ + +

= + + + + + + +

 = + − + + 

 ≤ + − + + 

     = + + +         





 

当 0h → 时，收敛于 ( )2 2 2
0e 1 eQT QTP x

Q
− + 。 

对 0,1,2, ,k n=  ， ( )2 2 2
0e 1 eQT QT

k
PS x
Q

≤ − + 。 

当 0, 1, 2,k = − − ， 2
0kY x= 。 

取 ( )2 2 2
2 0e 1 eQT QTPQ x

Q
= − + ，故

2
2nY Q≤ 。 

引理 3. 若条件(2.3)和条件(2.6)成立，则有 

( ) ( ) 2
1 3

0
sup

t T
Y t Y t Q h

≤ ≤
− ≤  

其中 3Q 与 h 是无关常数。 
证明. 设 [ ]tn t h J Z += ≤ ∈ ，由

2 2 2 23 3 3a b c a b c+ + ≤ + + 得 
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( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1

1

2
1

0
21 1 11

1 2
0 0 0

21 1 11
1 2

0 0 0

1 1
1 2

0

sup

3 sup , d , ,

3 sup , d , ,

3 sup , d

t t
i

i

t t
i

i

nt

t T

n nt
i i i itt T i i

n nt
i i i i itt T i i

t

tt T

Y t Y t

I D s f Y s Y s s I C Y Y f Y Y h

I D s g Y s Y s W s I C Y Y g Y Y W

I D s f Y s Y s s I D s

+

+

≤ ≤

− − −−

≤ ≤ = =

− − −−

≤ ≤ = =

− −

≤ ≤

−

≤ + − +

+ + − + ∆

+ + + +

∑ ∑∫

∑ ∑∫

∫

 

 







 ( ) ( )( ) ( )
2

1 2, d
nt

t

t
g Y s Y s W s∫

   (2.10) 

注意到 ( ) ( )0 1, , ,i i i iC Y Y C Y Y  一致有界， 0Q∃ 正常数使得 ( ) ( )0, 1, 2, ; 0,1, 2,j i iC Y Y Q j i≤ = =



 。由基本

不等式 ( )2 2
0 01i

k k
i iia k a

= =
≤ +∑ ∑ ，(2.3)，(2.6)，引理 2 和

2
nW mh∆ = ，我们可以推出 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

1

1

1

1

21 11
1 2

0 0

1 1
1 2

0 0

21

1 2

1 21
1 2

0 0

sup , d , ,

sup , d

, , ,

2 sup , d 2

t
i

i

t
i

i

i

i

t
i

i

n t
i i i itt T i

n t

tt T i

t
i i i it

n t

tt T i

I D s f Y s Y s s I C Y Y f Y Y h

D s I D s f Y s Y s s

f Y s Y s I C Y Y f Y Y h

J I D s f Y s Y s s

+

+

+

+

− −−

≤ ≤ =

−
−

≤ ≤ =

−

−
−

≤ ≤ =

 + − +  

= − +

+ − + 

≤ + +

∑ ∫

∑ ∫

∫

∑ ∫

 

 





 ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1

21 1

0 0

1 2 21
1 2

0 0

21 1
2

0 0

0 1
0

sup , ,

2 sup d , d

2 sup , , ,

2 sup , ,

t

t
i i

i i

t

n

i i i i
t T i

n t t

t tt T i

n

i i i i i i
t T i

i i i i i i
t T

I I C Y Y f Y Y h

J D s I D s s f Y s Y s s

Jh C Y Y I C Y Y f Y Y

J C Y Y s t C Y Y W s W t I

+ +

− −

≤ ≤ =

−
−

≤ ≤ =

− −

≤ ≤ =

≤ ≤

− +

 ≤ − +  

+ +

= − +

 
 

−



 
 

+

∑

∑ ∫ ∫

∑

 

  

 





 ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1

1

1

1 2 21
1 2

0

21 12
0 1

0 0

1 1 22 2 22 2 2 2 2 3
0 1 2 0

0 0

d , d

2 sup , , , ,

4 1 d 4 1

8

t
i i

i i

t
i

i

i

i

n t t

t t
i

n t
i i i i i i i i itt T i

J Jt
n nt

i i

D s s f Y s Y s s

Jh C Y Y h C Y Y W I C Y Y f Y Y

JH Q T m h L Y s Y s s JH Q T m h L Y Y

H

+ +

+

+

−
−

=

− −

≤ ≤ =

− −

= =

 
  

 
+ + ∆ ⋅ + 

 

≤ + + + + + + +

≤

∑ ∫ ∫

∑ ∫

∑ ∑∫

   





  

( )( )2 2 2
0 21 2Q LT T m Q h+ +

  (2.11)

 

同理可得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1

1

1

21 1 11
1 2

0 0 0

21 1
1 2

0 0

21 1

1 2
0 0

sup , d , ,

2 sup , d

2 sup , d , ,

t t
i

i

t
i

i

t
i

i

n nt
i i i i itt T i i

n t

tt T i

n t
i i i i itt T i

I D s g Y s Y s W s I C Y Y g Y Y W

D s I D s g Y s Y s W s

g Y s Y s W s I C Y Y g Y Y W

+

+

+

− − −−

≤ ≤ = =

−
−

≤ ≤ =

− −

≤ ≤ =

+ − + ∆

 ≤ − +  

+ − + 
  

∆

∑ ∑∫

∑ ∫

∑ ∫

 

 







        (2.12) 

注意到对任意的 J +∈ ，离散列 
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( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1
1 1

1 2
0

, di

i

n t
n t

i
D s I D s g Y s Y s W sζ +

− −

=

  = − +    
∑ ∫  

是{ }: 0
nt

n J≤ ≤ 可测的。由 Doob 鞅不等式， ( )W t 的性质，
2

nW mh∆ = ，
4 2 23nW m h∆ = ，条

件(2.3)和条件(2.6)，可得 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )

1

1

1

21 1
1 2

0 0

21 1
1 2

0

1 21
1 2

0

2 2
0 2

sup , d

4 , d

4 , d d

8 1 2

t
i

i

i

i

i

i

n t

tt T i

J t

t
i

J t

t
i

D s I D s g Y s Y s W s

D s I D s g Y s Y s W s

D s I D s g Y s Y s W s s

H Q LT T m Q h

+

+

+

−
−

≤ ≤ =

− −

=

− −

=

 − +  

 ≤ − +  

 = − +  
≤ + +

∑ ∫

∑ ∫

∑ ∫







               (2.13) 

利用 ( ) ( ) ( ) ( )1 1d d 0i j

i j

t t

t t
g s W s g s W s+ +  =  ∫ ∫ ， ( ) ( ) ( )0i i j jg Y W g Y W i j ∆ ∆ = ≠  ，可导出 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )( )

1

2

21 1

1 2
0 0

21 1

0
21 1

0

2
20

2

sup , d , ,

, ,

, , ,

2 3 1 2

t
i

i

n t
i i i i itt T i

J

i i i i i
i

J

i i i i i i i
i

g Y s Y s W s I C Y Y g Y Y W

I I C Y Y g Y Y W

C Y Y I C Y Y g Y Y W

H Q LT mT m Q h

+
− −

≤ ≤ =

− −

=

− −

=

 − + ∆  

 ≤ − + ∆ 
 

= + ∆

≤ + +

∑ ∫

∑

∑

 

 

  







            (2.14) 

将(2.13)和(2.14)代入(2.12)得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
21 1 11

1 2
0 0 0

2 2 2
0 2

sup , d , ,

8 2 3 1 2

t t
i

i

n nt
i i i i itt T i i

I D s g Y s Y s W s I C Y Y g Y Y W

H Q LT T m mT m Q h

+
− − −−

≤ ≤ = =

+ − + ∆

 ≤ + + + + 

∑ ∑∫  
      (2.15) 

不难得到 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

1

1

2
1 1

1 2 1 2
0

2
1 1

1 2 1 20 1

2 22 2
1 2 1 20 1 0 1

2
2

max

max m

sup , d , d

sup , d , d

2 , d 8 , d

2 1 2 4

ax

n nt t

i nti i

i

i

t t

t tt T

t t

t ti J t t t

t

ti J i J

I D s f Y s Y s s I D s g Y s Y s W s

I D s f Y s Y s s I D s g Y s Y s W s

H h f Y s Y s s H g Y s Y s s

H L Q T h

+

+

− −

≤ ≤

− −

≤ ≤ − ≤ ≤

≤ ≤ − ≤ ≤ −

+ + +

= + + +

≤ +

≤ + +

∫ ∫

∫ ∫

∫





 

   (2.16) 

将(2.11)，(2.15)，(2.16)带代入(2.10)可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

2
1

0

2 2 2 2 2 2
2 0 0

3

sup

6 1 2 4 4 2 4 3

t T
Y t Y t

H L Q T T Q T m T Q T m mT m

Q h

≤ ≤
−

 ≤ + + + + + + + + 
=


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引理 4. 若线性增长条件(2.3)和条件(2.6)成立，则有 

[ ]( ) ( )
2

2 4
0
sup

t T
Y t Y t Q h

≤ ≤
− ≤  

其中 4Q 与 h 是无关常数。 
证明. 对任给 [ ]0,t T∈ ，存在某个 k ，使得 ( ) ), 1t kh k h∈ + ，有 

[ ]( ) ( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ]2
C

k t t
h

h h

Y t Y t Y t Y Y t Y Y t Y    
⋅         

− = − = − = −  

其中 [ ] [ ] [ ]1 , 1 1
t t

t t t t h h h t
h h

   
− ≤ ≤ − − ≤ − ≤ ⋅ ≤   

   
。 

这里只有一种情况，就是当 [ ] [ ] 0
t

t h
h

 
≥ ⋅ ≥ 
 

， 

[ ] [ ] ( )1 1 1
t

t h t t h h h
h

γ
 

− ⋅ ≤ − + + = + ≤ + 
 

 

这里的 γ 是大于等于 1 的常数，且与 4Q 与 h 无关。 
记 [ ]tn t h J= ≤  

[ ]( ) ( )

[ ]( ) ( ) ( ) ( )

[ ]( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]

( )( ) ( ) ( )( )1

2

2
0

2

0
2 2

0 0
21 1

1 2 1 2
0

1 1
1 2

0 0

sup

sup

2 sup 2 sup

2 sup , d , d

4 sup , d ,

t t

t
i

i

t T

C
t t t

t T

C
t t t

t T t T

t t

n h n ht T

n t
itt T i

Y t Y t

Y t Y n h Y n h Y n h

Y t Y n h Y n h Y n h

I D s f Y s Y s s I D s g Y s Y s W s

I D s f Y s Y s s I C Y+

⋅ ⋅

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

− −

≤ ≤

−
−

≤ ≤ =

−

= − + −

≤ − + −

≤ + + +

+

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅

+ − +

⋅

∫ ∫

∑ ∫ 





 



 ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1

21 1

0

21 1 11
1 2

0 0 0

,

4 sup , d , ,

t

t t
i

i

n

i i i
i

n nt
i i i i itt T i i

Y f Y Y h

I D s g Y s Y s W s I C Y Y g Y Y W+

− −

=

− − −−

≤ ≤ = =

+ + − + ∆

∑

∑ ∑∫



 

      (2.17) 

可以推出 

( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]

[ ]
( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

21 1
1 2 1 2

0
21 1

1 2 1 20 1 1

2 22 2
1 2 1 2

2 22
1 2

ma

sup , d , d

sup , d , d

2 1 , d 8 1 , d

2 1 1 d

x

t t

t t

t t

t t

n h n ht T

t t

n h n hi J t t t

t t

n h n h

I D s f Y s Y s s I D s g Y s Y s W s

I D s f Y s Y s s I D s g Y s Y s W s

H h f Y s Y s s H h g Y s Y s s

H hL Y s Y s

γ γ

γ

⋅ ⋅

⋅ ⋅

⋅

− −

≤ ≤

− −

≤ ≤ − − ≤ ≤

⋅

+ + +

= + + +

≤ + + +

≤ + + +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫





 

  ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

2 22
1 2

2
2

8 1 d

2 1 1 2 1 4
t t

t t

n h n h
s H L Y s Y s s

H hL Q h hγ γ

⋅ ⋅
+ + +

≤ + + + +  

∫ ∫  

     (2.18) 

由(2.11)得 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )( )

1
21 11

1 2
0 0

2 2 2
0 2

sup , d , ,

8 1 2

t
i

i

n t
i i i itt T i

I D s f Y s Y s s I C Y Y f Y Y h

H Q LT T m Q h

+
− −−

≤ ≤ =

 + − +  

≤ + +

∑ ∫  
          (2.19) 

由(2.15)得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
21 1 11

1 2
0 0 0

2 2 2
0 2

sup , d , ,

8 2 3 1 2

t t
i

i

n nt
i i i i itt T i i

I D s g Y s Y s W s I C Y Y g Y Y W

H Q LT T m mT m Q h

+
− − −−

≤ ≤ = =

+ − + ∆

 ≤ + + + + 

∑ ∑∫  
      (2.20) 

将(2.18)，(2.19)，(2.20)代入(2.17)可得 

[ ]( ) ( )
2

2 4
0
sup

t T
Y t Y t Q h

≤ ≤
− ≤  

引理 5. 若条件(2.2)~(2.6)成立，则数值解(2.9)满足 

( ) ( ) 2
5

0
sup

t T
Y t x t Q h

≤ ≤
− ≤                               (2.21) 

其中 5Q 与 h 是无关常数。 
证明. 对于任意的 10 t T≤ ≤ ，有 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]( )( ) ( )

( )( ) ( ) [ ]( )( )

( )( ) ( ) [ ]( )( ) ( )

1

1

1

1

1

2

0

21
1 200

21
1 200

21

00

21

00

sup

4 sup , , d

4 sup , , d

4 sup , d

4 sup , d

t t

t t

t

t

t

t

t t

t

t

t

t

Y t x t

I D s f Y s Y s f x s x s s

I D s g Y s Y s g x s x s W s

I D s I f x s x s s

I D s I g x s x s W s

≤ ≤

−

≤ ≤

−

≤ ≤

−

≤ ≤

−

≤ ≤

−

 ≤ + − 

 + + − 

 + + −  

 + + −  

∫

∫

∫

∫











            (2.22) 

第一项： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]( )( )

( ) ( )( ) ( ) [ ]( )( )
( ) ( ) ( ) [ ]( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )

( )

1

1

1

1

1

21
1 200

22
1 20

222
1 20

222
1 20

2 22 22
1 20

2 2 2
3 4

sup , , d

, , d

d

d

2 d

2 4 s

t

t t

t

t

t

t

I D s f Y s Y s f x s x s s

H T f Y s Y s f x s x s s

H TK Y s x s Y s x s s

H TK Y s Y s Y s x s Y s Y s Y s x s s

H TK Y s Y s Y s x s Y s Y s Y s x s s

H T K Q Q h H TK

−

≤ ≤

 + − 

≤ −

≤ − + −

= − + − + − + −

≤ − + − + − + −

≤ + +

∫

∫

∫

∫

∫









   

 ( ) ( )1 2

0 0
up d

t

s
Y x s

δ
δ δ

≤ ≤
−∫

      (2.23) 

第二项：类似(2.22)得 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

1

21
1 200

22 2
3 4 0 0

sup , , d

8 16 sup d

t

t t

t

s

I D s g Y s Y s g x s x s W s

H TK Q Q h H TK Y x s
δ

δ δ

−

≤ ≤

≤ ≤

 + − 

≤ + + −

∫

∫




              (2.24) 

第三项： 

( )( ) ( ) [ ]( )( )

( ) ( ) [ ]( )( )
( ) ( ) [ ]( )( )
( )( )

1

1

1

21

00

22 2
0 0

222 2
0 0

2 2 2
0 1

sup , d

2 , d

2 1 d

2 1 2

t t

t

t

t
I D s I f x s x s s

H TQ T m h f x s x s s

H TQ T m h x s x s s

H T LQ T m Q h

−

≤ ≤

 + −  

≤ +

≤ + + +

≤ + +

∫

∫

∫







                     (2.25) 

第四项：类似于(2.24)得 

( )( ) ( ) [ ]( )( ) ( )

( )( )
1

2

21

0

00

2 2
1

sup , d

8 1 2

t

t t
I D s I g x s x s W s

H T LQ T m Q h

−

≤ ≤

 + −  

≤ + +

∫
                    (2.26) 

把(2.23)，(2.24)，(2.25)和(2.26)代入(2.22)，由 Gronwall 不等式得到 

( ) ( )
1

2
5

0
sup

t t
Y t x t Q h

≤ ≤
− ≤  

下面给出本章节主要定理： 
定理 1. 若条件(2.2)~(2.6)成立，则数值解(2.9)满足 

( ) ( )
2

6
0
sup C

t T
Y t x t Q h

≤ ≤
− ≤                               (2.27) 

其中 6Q 与 h 是无关常数。 
证明. 由(2.3)，(2.6)，(2.9)以及引理 2 和引理 3 得 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

2

0
2

1 1
0

2
1

0

1

0 1
0

21

0 1

2
3

0

sup

sup

2 sup

2 sup , , ,

, , ,

2 4 sup ,

t t t t t t t t

t t t t t t t t

t t

C

t T

C

t T

t T

n n n n n n n n
t T

n n n n n n n n

n n
t T

Y t Y t

Y t Y t Y t Y t

Y t Y t

I C Y Y h C Y Y W f Y Y t t

I C Y Y h C Y Y W g Y Y W t W t

Q h H t t f Y Y

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

−

≤ ≤

−

≤ ≤

−

= − + −

≤ −

 + + + ∆ − 

 + + + ∆ − 

≤ + −

  

  











 ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

22 2

0
2 22 2 2

3
0 0

2 2 2
3 2 2

2 2
3 2 2

4 sup ,

2 4 sup , 4 sup ,

2 4 1 2 4 1 2

2 4 1 2 4 1 2

t t t t

t t t t

n n n n
t T

n n n n
t T t T

H W t W t g Y Y

Q h H h f Y Y H mh g Y Y

Q h H h L Q H mhL Q

Q H TL Q H mL Q h

≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

+ −

≤ + +

≤ + + + +

 ≤ + + + + 



 



 
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所以 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

0
2

0
2 2

0 0

2 2
3 2 2 5

6

sup

sup

2 sup 2 sup

2 2 4 1 2 4 1 2 2

C

t T

C

t T

C

t T t T

Y t x t

Y t Y t Y t x t

Y t Y t Y t x t

Q H TL Q H mL Q h Q h

Q h

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

−

= − + −

≤ − + −

 ≤ + + + + + 
≤





   

证毕。 

3. 平衡方法的均方稳定性 

对于方程(1.1)，我们考虑其线性标量的形式： 

( ) ( ) [ ]( ) ( ) [ ]( ) ( )
( )

1 2 1 2

0

d d d

0

x t a x t a x t t b x t b x t W t

x x

    = + + +    
=

                  (3.1) 

引理 6. [16]若方程(3.1)满足如下条件： 
2 2

1 1 2 2 1 22 2 0a b b a b b+ + + + <                             (3.2) 

成立，则方程(3.1)的解析解为均方稳定的。 

3.1. 强平衡隐式方法的均方稳定性 

定义 1. 在给定的序列{ }1 2 1 2, , ,a a b b 以及步长 h，对于任意 0Y ，将平衡隐式方法应用于方程(3.1)得到的

数值解 nY 满足 

( )2lim 0nn
Y

→∞
= , 

则称平衡隐式方法为均方稳定。 
定理 2. 若条件(2.6)和(3.2)成立，则数值方法是均方稳定的。 
证明. (2.4)应用于(3.1)得 

( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 1n n n n n n n n n nY Y a Y a Y h bY b Y W C Y Y+ += + + + + ∆ + −                 (3.3) 

其中 0 1n n n nC C h C W= + ∆ 。我们只考虑 ( )0 1, 0,1,n nC C n∈ =  ，将(3.3)式改写为以下形式： 

( )( ) ( )( )1 1
1 1 1 2 21 1 1n n n n n n nY a h b W C Y a h b W C Y− −
+

   = + + + + + +   ∆ ∆               (3.4) 

对(3.4)式两边平方并取期望得： 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ){ }
( )

( )( )

2 21 12 2 2
1 1 1 2 2

1 1
1 1 2 2

2 2 2 2
1 2 1 2

2 2 2
1 2 1 2 0

1 1 1

2 1 1 1

2

2 max

n n n n n n n

n n n n n n

n n n n

i n i

Y Y a h b W C Y a h b W C

Y Y a h b W C a h b W C

Y Y Y Y

Y

α α α α

α α α α

− −
+

− −

≤ ≤

   = + + + + + +   

   + + + + ⋅ + +   

= + +

∆ ∆

∆ ∆

≤ + +





 

    

  

     

   

          (3.5) 

其中 ( )( ) 1
1 1 11 1n na h b W Cα −= + + ∆ + ， ( )( ) 1

2 2 2 1n na h b W Cα −= + ∆ + 于是 
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( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 2 1 2

1 1 22 2 2 2
1 2 1 2

2 22 2 2
1 2 1 1 2 2

1 1 22
2 2 1 2

2 2
1 2 2 1 1 2

2

1 2 1 2 1 1

1 2 2 1

2 1 1 1

1 1

n n n n

n n n n

n n n n

n n n

a h C b W C a h a h C

b b W C a b h a b h W C

a h C b W C a a h C

a b h a b h W C b b W

α α α α
− − −

− −

− − −

−

+ +

 = + + + ∆ + + + + 
   + + ∆ + + + ∆ +   

 + + + ∆ + + + 

 + + ∆ + + + ∆ + 

  

  

 

  

  ( ) 2
nC − 

 

            (3.6) 

设ξ 为服从标准正态分布随机变量，则 

( )

( )

( )
2

1

1

0 1

1
2

0 1

1

1

e 1 d
2

0

n n

n n

x

n n

W C

h C h C h

h x C h C h x x

ξ ξ

−

−

−−+∞

−∞

 ∆ + 
 = + + 
 

= + +
π

=

∫




                         (3.7) 

类似可得 

( ) 21 0n nE W C − ∆ + =                                  (3.8) 

而 

( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

22 2 2
1 2

2
2 2 2

1 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 2

1

21
1 1

2 .
1 1

n n

n n
n

n n

n n
n n

n n

b b W C

C Cb b W
C C

C Cb b h b b W b b W
C C

− + ∆ + 
  
  = + ∆ − +

 + +  
  

= + − + ∆ + + ∆  + +    





 

              (3.9) 

其中 

( )

( )

( )

2 2 2
1 2

2 2 2
1 2

2 2 2
1 2 0 1

3
2

2
1

2
1

2

,

n
n

n

n
n

n

n n n n

Cb b W
C

Cb b W
C

b b H W C h C W

O h

 
− + ∆ + 

≤ + ∆
+

 ≤ + ∆ + ∆ 
 

=   
 






                        (3.10) 

( )
( )

( )
( )

2
2 2 2

1 2 2

22 2 2 2
1 2 0 1

2

1
n

n
n

n n n n

Cb b W
C

b b H W C h C W

O h

 
+ ∆ 

+  
 ≤ + ∆ + ∆  

=



                         (3.11) 
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将(3.10)，(3.11)代入(3.9)得 

( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2
1 2 1 21n nb b W C b b h O h− + ∆ + = + +                        (3.12) 

同理可以得到 

( )
( )

12
2 2

2
21 1 1

1 1
n n

n
n n

C CC O h
C C

−       + = − + = +      + +   
                     (3.13) 

( )
1

1 21 1 1
1

n
n

n

CC O h
C

−    + = − = +       +   
                          (3.14) 

现在将(3.7)，(3.8)，(3.12)，(3.13)，(3.14)代入(3.6)得 

( )
( ) ( ) ( )

( )

2 2
1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 2 1 2 1 2

2 2
1 1 2 2 1 2

2

1 2 2

1 2 2

a h a h a h b b h a h a a h b b h o h

a b b a b b h o h

α α α α+ +

= + + + + + + + + +

 ≤ + + + + + + 

  

               (3.15) 

当 0h → 时，可得结论强平衡方法均方稳定。 

3.2. 弱平衡隐式方法的均方稳定性 

考虑弱平衡方法 

( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 1n n n n n n n n n nY Y a Y a Y h bY b Y W C Y Y+ += + + + + ∆ + −                     (3.16) 

其中 ( )0 0Y x= ， 0 1n n n nC C h C W= + ∆ 。 ( ) ( ) 1
2n nP W h P W h∆ = = ∆ − = ，不难证明 ( ) 0nW∆ = ， 

( )2
nW h∆ = 。 

定理 3. 条件(2.6)和(3.2)成立，则弱平衡隐式方法(3.16)是均方稳定的。 
证明. 类似于定理 2，可得 

( )( )2 22 2
1 1 2 1 2 02 maxn i n iY Yα α α α+ ≤ ≤≤ + +      

其中 ( )( ) 1

1 1 11 1n na h b W Cα
−

= + + ∆ + ， ( )( ) 1

2 2 2 1n na h b W Cα
−

= + ∆ + 。 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 2 1 2

1 1 22 2 2 2
1 2 1 2

2 222 2
1 2 1 1 2 2

1 1 22
2 2 1 2

2

1 2 2 1 1

2

1 2 1 2 1 1

1 2 2 1

2 1 1 1

1

n n n n

n n n n

n n n n

n n

a h C b W C a h a h C

b b W C a b h a b h W C

a h C b W C a a h C

a b h a b h W C b

α α α α

− − −

− −

− − −

−

+ +

 = + + + ∆ + + + +  
   + + ∆ + + + ∆ +      

 + + + ∆ + + +  

 + + ∆ + +  

  

  

 

  

 ( ) 22
2 1n nb W C

− + ∆ +  


         (3.17) 

因 ( ) ( ) 1
2n nP W h P W h∆ = = ∆ − = ，可以推出 
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( )

( )
( ) ( )

1

1

0 1

1 1

0 1 0 1

1

1

1 11 1
2 2
0

n n

n n n n

n n n n

W C

W C h C W

h C h C h h C h C h

−

−

− −

 ∆ +  
 = ∆ + + ∆ 
 

   = + + + + +   
=




               (3.18) 

类似的有 

( ) 2
1 0n nW C

− ∆ + =  
                               (3.19) 

注意到 

( )

( )( )
( )

22

22
0 1

2

0 1

1

1

1

n n

n n n n

n n

W C

W C h C W

h C h C h

−

−

−

 ∆ +  

= ∆ + + ∆

= + +



  

那么一定存在  ( ){ }2 2*
0 1min 1 ,1h C C= + 。对任意的 ( )*0,h h∈ ，使得 0 1 1n nC h C h+ < 。由泰勒展开得 

( ) ( )2

0 1 11 1 2 .n n nC h C h C h o h
−

+ + = − +  

因此可以得到 

( ) ( )( ) ( )
22

11 1 2 .n n nW C h C h o h h o h
− ∆ + = − + = +  

                  (3.20) 

类似可以得到 

( ) ( ) ( )2 1
1 1 1 .n nC C O h

− −
+ = + = +                           (3.21) 

将(3.18)，(3.19)，(3.20)和(3.21)代入(3.17)得 

( )
( ) ( ) ( )

2 2
1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 2 1 2 1 2

2

1 2 2a h a h a h b b h a h a a h b b h o h

α α α α+ +

= + + + + + + + + +

  
 

同理证得弱平衡方法均方稳定。 

4. 数值算例 

首先，验证平衡方法的收敛性，我们考虑其线性标量的形式： 

( ) ( ) [ ]( ) ( ) [ ]( ) ( )1 2 1 2d d dx t a x t a x t t b x t b x t W t   = + + +                        (4.1) 

其中初值 ( )0 1x = 。 
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选取如下三组系数： 
算例 1. 1 2 1 11; 0.1; 0.3; 0.2a a b b= = = = 。 
算例 2. 1 2 1 24; 0.3; 0.3; 0.2a a b b= − = = = 。 
算例 3. 1 2 1 22; 0.1; 0.4; 0.1a a b b= − = = = 。 
选择算例 1、2、3 作为方程(4.1)的系数，同时为了方便，令 0 1 1j jC C= = ( )0,1,j =  ，并选择步长

8 ,16 ,32 ,64h t t t t= ∆ ∆ ∆ ∆ 。 t h∆ = ，均方误差 32
, 0,1, 2,3r

r
t

rε ε + ∆
= = 均在终点时刻 1T = 处的由以下方式估计，

选取 2000 个样本来模拟。 

( ) ( ) 22000
, ,1

1 .
2000

r
r T j r i jj x Yε ω ω

=
≅ −∑  

在图 1 以对数为底的坐标系中画出 rε ，表明平衡方法是均方收敛的。 
 

   
(a) 算例 1                                       (b) 算例 2 

 
(c) 算例 3 

Figure 1. The convergence of the strong balance method 
图 1. 强平衡方法的收敛性 

 
其次验证平衡方法的均方稳定性，这里取 1 2 1 22; 1; 0.1; 1a a b b= − = = = ， 
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Figure 2. Mean-square stability of balanced implicit methods 
图 2. 平衡方法的均方稳定性 

 
如图 2，当步长 0.125,0.25,0.5h = 时，所有的曲线趋势都趋于零，因此平衡方法是均方稳定的。 

5. 结论 

本文针对满足全局 Lipschitz 条件的分段连续型随机微分方程，研究了平衡方法的均方收敛性，在此

基础上，文章还构建了线性标量形式的随机微分方程，得到了强平衡方法有均方稳定性，弱平衡方法也

具有均方稳定性。最终通过一系列数值实验分析证明了理论结果的可行合理性。此外，若本文放宽对满

足全局 Lipschitz 条件的要求，满足关于其中一个变量的单边 Lipschitz 条件也是一个研究方向，讨论精确

解是否有界，并研究其收敛性和稳定性。 
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