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摘  要 

通过引入分配子，研究了由分配映射诱导的映射，得到了转移的等价刻画，给出了转移与存在正规补之

间的联系。作为应用，推广了著名的Burnside定理。 
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Abstract 
Distributors are introduced to investigate the mappings induced by distributive maps. Equivalent 
characterizations of the transfer are obtained. Connections between the transfer and the existence 
of normal complements are established. As an application, the well-known Burnside theorem is 
generalized. 
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1. 引言 

交换性是群论研究的重要性质之一。作为交换性的一种度量，群论中引入了换位子。设G 为群，

,x y G∈ ，记 [ ] 1 1,x y x y xy− −= 为元素 x 与 y 的换位子。类比换位子的思想，文献[1]首次提出了 n-可交换的

概念(n 为整数)，若对任意 ,x y G∈ 均有 ( )n n nab a b= ，则称 x 与 y 为 n-可交换的，并研究了群的结构。文

献[2]在附加条件 [ ], 1nx y = 与 , 1nx y  =  下，讨论了群的构造。文献[3]把 n-可交换性推广到映射上，设

: nf g g→ 且 ( ) ( ) ( )f xy f x f y= ，则称 x 与 y 为 n-可交换，并得到了每个无挠 n-可交换群必为交换群。

在此基础上，文献[4]讨论了 p-交换的 p-群，证明了每个 p-交换的 p-群都是正则的，每个指数为 p 的 p-群
是 p-交换的 p-群。文献[5]定义了半 p-交换的 p-群，有限 p-群G 是半 p-交换的，当且仅当对  ,x y G∀ ∈ ，

有 ( ) 1pxy = 等价于 1p px y = ，并探究了半 p-交换性与正则性之间的关系。为了研究 p-交换性，文献[6]引
入了 p-换位子，即 [ ] ( ), ; pp px y p y x xy− −= ，并给出了 p-换位子群等一系列与交换群类似的概念。文献[7]
对上述概念进行了推广，获得了分配子。本文在分配子概念的基础上，提出了分配映射的定义，推导了

分配映射的性质，研究了由其诱导的映射，得到了转移的等价形式。作为应用，推广了 p-幂零群的一个

充分条件。 
用 H ′表示群 H 换位子群； g f 表示映射 g 复合映射 f ；用 ( ),A H 表示 A 和 H 的最大公因子。

本文所提到的群都是有限群，其它术语和符号是标准的，参见文献[8]。 

2. 预备知识 

以下将介绍本文用到的一些基本概念及引理。 
定义 1 设G 、 K 为群，则定义映射集合： 

( ) ( ){ }Map , : |  1 1G K f G K f= → = . 

注 文中的映射都满足将单位元映到单位元上。 
定义 2 [9] 设G 、 K 为群， ( )Map ,f G K∈ ，若 f 满足 

( ) ( ) ( )f xy f x f y= ， ,x y G∀ ∈ ， 

则称 f 是G 到 K 上的同态。 
受文献[7]启发，笔者给出了如下定义： 
定义 3 设G 、 K 为群， ( )Map ,f G K∈ ，对任意的 ,x y G∈ ，若 f 满足 

[ ] ( ) ( ) ( )1 1, ; :x y f f y f x f xy− −= ， 

则称 f 是G 到 K 上的分配映射。 
进一步，分配子集记为： 

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ){ }1 1, : Map , | , ; : , ,Z G K f G K x y f f y f x f xy x y G− −= ∈ = ∈ . 

定义 4 设G 、 K 为群， ( )Map ,f G K∈ ，若 f 满足 

[ ], ; 1x y f = ， ,x y G∀ ∈ ， 

则称 f 是G 到 K 上的平凡分配映射。 
注 平凡分配映射是同态。 

定义 5 [10] 设 K G≤ ，若映射 :f G K K ′→ 满足 ( )
1

,
n

i
i

f g k K g G
=

′= ∈∏ ，则称 f 是G 到 K 上的转移。 

注 转移是同态映射。 
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引理 1 [10] 设 K G≤ ， { }1 2, , , nX x x x=  为 K 在G 右陪集代表系，则G 到 K 上的转移映射为 

( ) ( )
1

, ,
n

i i
i

f g x gx K g Gσ
=

′= ∈∏  

其中σ 为集合{ }1,2, , n 上的置换。 

证明：已知 { }1 2, , , nX x x x=  为 K 在G 右陪集代表系，故
1

n

i
i

G Kx
=

=


是G 对 K 的右陪集分解，于是对

任意的 g G∈ ， ix X∈ ，均有 ix g G∈ 。下令 ( ) ,i i iix g k x k Kσ= ∈ ，所以 ( )
1

i iix gx k Kσ
− = ∈ ，因此转移为 

( ) ( )
1

1 1

n n

i i i
i i

f g k K x gx Kσ
−

= =

′ ′= =∏ ∏ . 

引理 2 [10] 设 K G≤ ，g G∈ ，记 ( ) ( )12

1
, , , , i

t
n

i i i i
i

P g Kx Kx g Kx g Kx g −

=

=∏  ， { }1,2, ,i t∈  ，即 ( )P g 是

t 个轮换的乘积，则G 到 K 上的转移映射为 

( ) 1

1

i
t

n
i i

i
f g x g x−

=

=∏ . 

证明：设轮换的长度分别为 1 2 3, , , , tn n n n ，则
1

:
t

i
i

n G K n
=

= =∑ 。又因为 in
i iKx g Kx= ，所以 1in

i ix g x K− ∈ ，

于是{ }12, , , , in
i i i ix x g x g x g −

 构成一个 K 在G 中的右陪集代表系，故根据引理 1 计算出转移映射为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 11 112 2 3 1

1 1

i i
t t

n n
i i i i i i i i i i

i i
g x g x g x g g x g x g g x g x g g x H x g x Kρ

− −− −− −

= =

′ ′= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =∏ ∏ . 

注 说明上述两个引理是转移映射的等价形式。 
定义 6 [8] 设G 是有限群，P 是G 的 Sylow p-子群。如果G 有正规子群 N ，满足 1N P = ，NP G= ，

则称G 为 p-幂零群。 

3. 主要结果 

定理 1 设 H 是G 的子群， : H H Hπ ′→ 是自然满同态，记复合映射 fρ π=  ，其中 

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1, : Map , | , ; , , , ,f Z G H f G H x y f f y f x f xy f x h x y G h H− −∈ = ∈ = = ∈ ∈ ，则 

( ) ( )[ ], ;
a G

x x a xρ ρ ρ
∈

=∏ 为同态。 
证明：设 , ,a x y G∈ ，则由定义 3 得 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )[ ], ; , ; , ;axy ax y ax y a x a x y ax yρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ= =  (1) 

式(1)两边同时左乘 ( ) 1aρ −
得 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]1 , ; , ;a axy x a x y ax yρ ρ ρ ρ ρ ρ− =   (2) 

进一步，对式(2)左边做恒等变形得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]1 1 , ; , ;xy xy a axy x a x y ax yρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ− − =  (3) 

这样化简得 

 ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ], ; , ; , ;xy a xy x a x y ax yρ ρ ρ ρ ρ ρ=   (4) 

两边取连乘运算得 
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( )[ ] ( )[ ] ( )[ ], ; , ; , ;

a G a G
xy a xy x a x y ax yρ ρ ρ ρ ρ ρ

∈ ∈

=∏ ∏
  (5) 

此时，注意到 : G H Hρ ′→ 是映射且 H H ′是交换群，所以得到 

 
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ], ; , ; , ;

a G a G a G
xy a xy x a x y ax yρ ρ ρ ρ ρ ρ

∈ ∈ ∈

=∏ ∏ ∏
  (6) 

而对任意的 x G∈ ，一定存在映射 ( ): G G a axα →  为双射，故 

 
[ ] [ ], ; , ;

a G a G
ax y a yρ ρ

∈ ∈

=∏ ∏
 (7) 

把式(7)代入式(6)中得到 

 
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ], ; , ; , ;

a G a G a G
xy a xy x a x y a yρ ρ ρ ρ ρ ρ

∈ ∈ ∈

=∏ ∏ ∏
  (8) 

即 ( ) ( ) ( )xy x yρ ρ ρ= ，因此 ρ 为同态。 

定理 2 记号如上，设 { }1 2 3, , , , mK k k k k=  是 H 在G 中的右陪集代表元集合，则 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]
1

, ; , ; , ;
m

i
i k K a G

x x k x x k x x a xρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
= ∈ ∈

= = =∏ ∏ ∏
. 

证明：我们分以下断言证明定理。 
断言 1： ( ) 1,  f k k K= ∈ 。 
事实上，因为 { }1 2 3, , , , nK k k k k=  是 H 在 G 中的右陪集代表元集合，所以可令 1g k= ⋅ ，于是由

( )f x h= 推出 ( )1 1,  1 , f k H k K⋅ = ∈ ∈ 。 
断言 2： ( ) ( ) ,  ,  f hg h f g h H g G= ⋅ ∈ ∈ 。 
因为 K 是 H 在G 中的右陪集代表元集合，所以令 , ,g hk h H k K= ∈ ∈ ，则 

( ) ( )f g f hk h= = ， 

于是 ( ) ( ) ( )f hg f hhk hh hf g= = = 。 

断言 3： [ ] [ ], ; , ;a x k xρ ρ= ， , ,  x a G k K∈ ∈ 。 
由 断 言 1 推 出 ( ) ( )( ) ( )1 1k f kρ π π= = = ； 另 一 方 面 ， 记 h H∈ ， 由 映 射 ( )f a h= 得 到

( ) ( )( ) ( )a f a hρ π π= = ， 所 以 ( ) ( ) ( )a h kρ π ρ= 。 此 时 ， 记 a hk= ， 故 由 断 言 2 化 简 得

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )ax f ax f hkx hf kx h f kx h kxρ π π π π π π ρ= = = = = ，即 ( ) ( ) ( )ax h kxρ π ρ= ，进而

( ) ( ) ( ) ( )1 1a ax k kxρ ρ ρ ρ− −= ，于是 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1x a ax x k kxρ ρ ρ ρ ρ ρ− − − −= ，因此，[ ] [ ], ; , ;a x k xρ ρ= 成

立。 
利用断言 3 可以推出集合 [ ]{ } [ ]{ }, ; | , ; |a x a G k x k Kρ ρ∈ = ∈ 相等，这样得到 

( ) ( )[ ] ( )[ ], ; , ;
k K a G

x x k x x a xρ ρ ρ ρ ρ
∈ ∈

= =∏ ∏ 。 

进一步，再由 { }1 2 3, , , , mK k k k k=  得到 

( ) ( )[ ] ( )[ ]
1

, ; , ;
m

i
i k K

x x k x x k xρ ρ ρ ρ ρ
= ∈

= =∏ ∏ 。 

定理 3 记号如上，设σ 为集合{ }1,2, , n 上的置换，则 ( ) ( )
1

1

m

i i
i

x k xk Hσρ −

=

′=∏ 。 

证明：设 ,  ik K x G∈ ∈ ，则 ik x G∈ ，下令 ( )i ik x hkσ= ，则 ( )
1

i ih k xkσ
−= ，所以 ( )

1
i ik xk Hσ

− ∈ 。通过定义 3

和定理 2 的断言 1、断言 2 化简 
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( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
11 1 1 1, ;i i i i i ii i i i if x k x f f x f x f k f k x f k xk k k xk f k k xkσ σ σ σ σ
−− − − −= = = = 。 

又由于 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 11, ;i i i i i i ix k x x x k k x k k x f k f k xρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ π π− −−= = = ， 

故由于 ( ) 1if k = 和 ( ) ( )
1

i i if k x k xkσ
−= 推出 ( )[ ] ( ) ( )( ) ( )

1 1, ; 1i i ii ix k x k xk k xk Hσ σρ ρ π π − − ′= = 。因此得到 

( ) ( )[ ] ( )
1

1 1
, ;

m m

i i i
i i

x x k x k xk Hσρ ρ ρ −

= =

′= =∏ ∏ . 

注 由引理 1 知，定理 2 的结果都是转移的等价形式。 

定理 4 记号如上，设 ( ) ( )12

1
, , , , i

t
n

i i i i
i

P x Hk Hk x Hk x Hk x −

=

=∏  ，即 ( )P x 是 t 个轮换的乘积，则

( ) ( )
1

, ;i i
t

n n
i

i
x x k xρ ρ ρ

=

 =  ∏ ， x G∈ 。 

证明：设各轮换的长度分别为 1 2 3, , , , tn n n n ，则
1

t

i
i

n n
=

=∑ ，又因为 in
i iHk x Hk= ，所以 1in

i ik x k H− ∈ ，

于是{ }12, , , , in
i i i ik k x k x k x −

 构成一个 H 在G 中的右陪集代表系，故一方面，根据定理 3 计算出转移映射 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 11 112 2 3 1

1 1

i i
t t

n n
i i i i i i i i i i

i i
x k x k x k x x k x k x x k x k x x k H k x k Hρ

− −− −− −

= =

′ ′= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =∏ ∏ . 

而另一方面注意到 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, ;i i i i i i i i ik n n k n k n n n
i i i i ix k x x x k k x f k f k xρ ρ ρ ρ ρ ρ π π

− − −  = =    ，接

下来，通过定理 2 的断言 1、断言 2 化简上式右端得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 11i i i in n n n
i i i i i i i i i if k f k x f k x k k k x k f k k x k Hπ π π π π− − − − ′= ⋅ = ⋅ =  ， 

因此 ( ) ( )
1

, ;i i
t

n n
i

i
x x k xρ ρ ρ

=

 =  ∏ 。 

注 通过引理 2，说明定理 4 的结果是转移的又一种等价刻画。 
定理 5 设G 是群， pP Syl G∈ ．若 ( )GN P P= 且 P 是交换群，则G 为 p -幂零群。 

证明：考虑映射 ( ) ( )
1

, ;i i
t

n n
i

i
x x k xρ ρ ρ

=

 =  ∏ ，则分以下步骤证明定理。 

断言 1： ( ) 1

1

i
t

n
i i

i
x k x kρ −

=

=∏ 。 

事实上，因为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, ;i i i i i i i i ik n n k n k n n n
i i i i ix k x x x k k x f k f k xρ ρ ρ ρ ρ ρ π π

− − −  = =    ， 

所以通过定理 2 的断言 1、断言 2 化简得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 11i i i in n n n
i i i i i i i i i if k f k x f k x k k k x k f k k x k Pπ π π π π− − − − ′= ⋅ = ⋅ =  ， 

故而 ( ) 1

1

i
t

n
i i

i
x k x k Pρ −

=

′=∏ ，又由于 P 为交换群，所以 1P′ = ，因此， ( ) 1

1

i
t

n
i i

i
x k x kρ −

=

=∏ 。 

断言 2： ( ) :G Px xρ = 。 

设 1 x P≠ ∈ ， 则 由 1,i in n
i ix k x k P− ∈ 且 P 为 交 换 群 推 出 ( ) ( )1,  i in n

G G i iC x P C k x k P−≥ ≥ ， 故
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( ) 1in
i G ik C x k P− ≥ ，这样 ( ) 1in

G i iC x k Pk−≥ ，于是 1 ,i ik Pk P− 是 ( )in
GC x 的两个子群，进一步，由于 P 是G 的

Sylow p-子群，所以 1 ,i ik Pk P− 是 ( )in
GC x 的 Sylow p-子群，故由 Sylow 定理知，存在 ( )in

Gu C x∈ 使得

1 1
i ik Pk u Pu− −= ，即 ik uP P= ，于是

1
ik uP P
−

= ，故而 ( )1
i Gk u N P− ∈ 。 

又因 P 为交换群，故 ( ) ( )G GP C P N P≤ ≤ ，而已知 ( )GN P P= ，从而推出 ( ) ( )G GN P C P= ，进而

( ) ( ) ( )in
G G GN P C P C x= ≤ ，于是推出 ( )1 in

i Gk u C x− ∈ ，进一步， ( )in
i Gk C x∈ ，这就意味着， i in n

i ik x x k= ，

所以由断言 1 知 

( ) 1 2 :1 1

1 1 1

i i i t
t t t

G Pn n n n n n
i i i i

i i i
x k x k x k k x x xρ + + +− −

= = =

= = = = =∏ ∏ ∏  . 

断言 3：记号如上，则Kerρ 是 P 在G 中的补群。 
通过定理 4，我们知道，映射 ρ 是转移同态，所以由同态定理得， Ker ImG Pρ ρ≅ ≤ ，故

Ker Im KerG Pρ ρ ρ= ⋅ ⊆ ⋅ 。又由Ker P Gρ ⊆ ，所以Ker P Gρ ⋅ = 。 

下证 Ker 1Pρ = 。设 , :P m G P n= = ，则对于任意的 Kerx Pρ∈  。当 x P∈ 时，有 1mx = ；当

Kerx ρ∈ 时，由 ( ) :G P nx x xρ = = 推出 1nx = 。又因为 P 是G 的 Sylow p-子群，所以 ( ): , 1G P P = ，即

( ), 1m n = ，这样存在整数 ,k s 使得 1km sn+ = ，所以我们有 

( ) ( ) 1
k skm sn km sn m nx x x x x x+= = = = ， 

因此Ker 1Pρ = 。综上，G 为 p -幂零群。 
作为定理 5 的直接结果，有下面著名的 Burnside 定理。 
推论 6 设G 是群， pP Syl G∈ 。若 ( ) ( )G GN P C P= ，则G 为 p -幂零群。 
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