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摘  要 

第二类曲面积分的计算是高等数学多元函数积分学中的核心难点内容，最重要的计算方法是高斯公式。

本文通过典型题目的变型拓展，分析总结了运用高斯公式计算第二类曲面积分的常见计算错误，并结合

具体问题给出相应的解决策略，希望读者通过阅读本文可以进一步扎实理论根基，提升科学素养。 
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Abstract 
The calculation of surface integrals of the second kind is a core and challenging topic in multivariable 
integral calculus of advanced mathematics, and the most important calculation method is Gauss’s 
theorem. This paper analyzes and summarizes common calculation errors in applying Gauss’s theo-
rem to surface integrals of the second kind through variations and extensions of typical problems, 
and provides corresponding solutions based on specific problems. It is hoped that readers can 
further solidify their theoretical foundation and improve their scientific literacy by reading this 
article. 
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1. 引言 

第二类曲面积分是《高等数学》[1]课程中的核心难点之一，与之相关的题目综合性强，难度高，方

法多变，计算过程复杂而冗长，对学生而言又是一个比较难掌握的知识点。而高斯公式作为沟通曲面积

分与三重积分的重要桥梁，极大地简化了第二类曲面积分的计算，大大降低第二类曲面积分的计算难度。

但学生在应用高斯公式时，往往停留在机械记忆步骤的层面，对公式的成立条件、适用边界以及特殊问

题处理技巧(如“挖洞法”[2])的内在数学原理理解不足，导致在解决复杂问题时错误频出。本文旨在超

越单纯的计算技巧罗列，通过典型例题说明高斯公式在第二类曲面积分中的应用，从高斯公式的数学本质

出发，深入剖析其应用条件与“挖洞法”的理论基础，通过系统性地辨析常见错误，从而深化学生的理解，

有效化解难点的同时，提高学生分析和解决问题的能力，培养学生严谨的数学思维能力的创新能力。 

2. 高斯公式的理论核心与应用条件解读 

2.1. 公式内容 

设空间闭区域Ω由分片光滑的双侧封闭曲面Σ围成，若函数 ( ), ,P x y z ， ( ), ,Q x y z ， ( ), ,R x y z 在Ω上连

续，且有一阶连续偏导数，则有公式 

d d d d d d d d dP Q R x y z P y z Q z x R x y
x y zΩ ∑

 ∂ ∂ ∂
+ + = + + ∂ ∂ ∂ 

∫∫∫ ∫∫
外

 

其中Σ是Ω的边界曲面的外侧[3]。 

2.2. 公式应用条件的深度解读 

高斯公式建立了沿空间闭曲面的曲面积分和三重积分之间的关系，主要用于第二型曲面积分的计算，

应注意的条件：① 积分曲面Σ为封闭曲面；② 积分曲面Σ的侧为外侧；③ 被积函数 ( ), ,P x y z ， ( ), ,Q x y z ，

( ), ,R x y z 在Ω上连续，且有一阶连续偏导数。 
“闭曲面”与“外侧”：高斯公式本质上是关于闭区域Ω的定理。因此，积分曲面Σ必须是封闭的，

并明确指定其方向为外侧。这是应用公式的先决条件。 
“一阶连续偏导数”的来源：此条件并非凭空而来，而是为了保证等式右端三重积分的存在性以及公

式证明的严谨性。在证明高斯公式时通常涉及将三重积分化为累次积分，需要用到牛顿–莱布尼茨公式， 

而该公式要求被积函数(此处即
P Q R
x y z

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

、 、 )连续。若此条件不满足，例如在被积函数的偏导不存在的奇点 

上，公式可能不成立。 

3. 运用高斯公式计算第二类曲面积分的易错点辨析 

为了让学生对运用高斯公式计算第二类曲面积分有深刻的理解，本文通过典型题目进行说明。 
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例1 计算第二类曲面积分
3 3 3

2 2 2
d d d d d dx y z y z x z x yI

x y zΣ

+ +
=

+ +∫∫ ，其中 2 2 2 2: x y z aΣ + + = 取外侧。 

 

 
 

问题 1：要计算此第二类曲面积分，直接计算较麻烦，考虑能否用高斯公式，首先要看此题是否满足

高斯公式的使用条件，显然题中曲面是一个球面，是封闭曲面，而且取外侧，满足定理的前两个条件，

观察到这三个被积函数，都有分母 2 2 2x y z+ + ，而曲面是包含了原点的，那么在原点处分母为零，三个

被积函数都没有定义，因此在这点处显然偏导数不连续，不满足定理的第三个条件，所以不能使用高斯

公式。导致不能继续用高斯公式的原因偏导数不连续。那这样一个缺陷我们能不能去掉呢？ 
问题转化：注意到被积函数上的点在积分曲面上，满足曲面的方程。而曲面的方程恰为

2 2 2 2x y z a+ + = ，这样我们就可以把此方程代入被积函数中，这样分母恰好化为常数 2a ，把常数提到积

分号的外面，题目就转化为一个新的第二类曲面积分： 

3 3 3
2

1 d d d d d dI x y z y z x z x y
a Σ

= + +∫∫ 。 

此时三个被积函数对应的一阶偏导都连续了，刚才的问题就迎刃而解，柳暗花明，新的题目可以使

用高斯公式了。此时有 

( )

3 3 3
3 3 3

2 2 2 2

3 3 3
2

2 2 2
2

d d d d d d 1 d d d d d d

1 d d d d d d

1 3 3 3 d

x y z y z x z x yI x y z y z x z x y
x y z a

x y z y z x z x y
a

x y z V
a

Σ Σ

Σ

Ω

+ +
= = + +

+ +

= + +

= + +

∫∫ ∫∫

∫∫

∫∫∫

 



 

问题 2： ( )2 2 2 2
2 2

1 13 3 3 d 3 dx y z V a V
a aΩ Ω

+ + =∫∫∫ ∫∫∫ ，此式中再次利用曲面Σ的方程 2 2 2 2x y z a+ + = 代入 

化简被积函数为 23a ，是否正确？ 
问题分析：注意到三重积分的积分区域是空间立体Ω，因此区域上的点不仅可以在曲面Σ上取，也可

以在Ω内部，它是在整个立体Ω上的积分，因此被积函数 2 2 2 2x y z a+ + ≤ 不再是一个恒等式了，所以不能

把曲面方程 2 2 2 2x y z a+ + = 代入化简被积函数。所以此转化错误。 
易错点总结：做题时一定要注意新旧知识的区别：只有曲线积分，曲面积分，积分区域的方程是恒

等式，可以代入被积函数中简化计算，而重积分不管是二重还是三重它的积分区域都是包含内部的区域，

都不是恒等式，所以都不能代入被积函数中简化计算。 
正解：观察到此三重积分的积分区域是球体，而被积函数中又出现了 2 2 2x y z+ + ，根据此特点，非

常适合用球坐标来计算。因此可以把它转化为球坐标系下的累次积分如下： 
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( ) 22 2 2 2 2 3
2 2 0 0 0

1 1 123 3 3 d d d sin d
5

a
I x y z V r r r a

a a
π π
θ ϕ ϕ π

Ω

= + + = ⋅ =∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

到此，我们把一个看似不能用高斯公式的问题，经过简化被积函数，最终利用高斯公式解决了。 

例题变型1：计算第二类曲面积分
3 3 3

2 2 2
d d d d d dx y z y z x z x yI

x y zΣ

+ +
=

+ +∫∫ ，其中 2 2 2 2: x y z aΣ + + = 取内侧。 

 

 
 

分析：当曲面Σ取内侧时，根据第二类曲面积分的性质，当曲面的侧发生变化时，要改变符号，在上

述结论中定负号。 

正解： ( )2 2 2 3
2

1 123 3 3 d
5

I x y z V a
a

π
Ω

= − + + = −∫∫∫ 。 

例题变型2：计算第二类曲面积分
3 3 3

2 2 2
d d d d d dx y z y z x z x yI

x y zΣ

+ +
=

+ +∫∫ ，其中 2 2 2 2x y z aΣ + + =： 为上半球 

面，取上侧。 
 

 
 

分析：此时曲面Σ为上半球面，不再封闭，不满足高斯公式的第二个条件。怎么办呢？ 
应对策略：补面。注意补面时越简单越好，一般都用平面。所以这里就补一个圆面，把它变成封闭

半球体区域。同时注意，补的面要下侧，这样整体就构成曲面的外侧。用高斯公式计算完之后，最后把

补上的这个面给减掉即可。 
正解：补面 ( )2 2 2

0 : ,  0x y a zΣ + = = ，取下侧， 

( )
0 0

3 3 3
3 3 3

2 2 2 2

3 3 3 3 3 3
2 2

2 2 2 3
2

d d d d d d 1 d d d d d d

1 1d d d d d d d d d d d d

1 63 3 3 d 0
5

x y z y z x z x yI x y z y z x z x y
x y z a

x y z y z x z x y x y z y z x z x y
a a

x y z V a
a

π

Σ Σ

Σ+Σ Σ

Ω

+ +
= = + +

+ +

= + + − + +

= + + − =

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫∫

 

 
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例题变型3：计算第二类曲面积分

( )
3
22 2 2

d d d d d dx y z y z x z x yI
x y zΣ

+ +
=

+ +
∫∫ ，其中 2 2 2 2: 2 2x y z aΣ + + = 为椭球面， 

取外侧。 
分析：被积函数在原点处无定义，即存在“奇点”。原点位于椭球面Σ内部。此时椭球面的方程不能

带入到被积函数的分母中去简化计算，因此此时三个被积函数一阶偏导不连续了。不满足高斯公式的使

用条件，那么还有办法用高斯公式吗？ 
应对策略：类比在格林公式的应用时类似问题的处理方法，通过添加辅助面将“奇点”给挖去后，

形象的说就是“挖洞法”，需注意选取合适的曲面及曲面的侧。 
正解：补面 ( )2 2 2 2

0 : ,  0x y z zεΣ + + = = ，指向内侧，则两次利用高斯公式有 

( ) ( )
3 3
2 2

00

00

0

2 2 2 2 2 2

3

3

3 3

d d d d d d d d d d d d

d d d d d d0d d d

1 3 43d d d 4
3

x y z y z x z x y x y z y z x z x yI
x y z x y z

x y z y z x z x yx y z

x y z

ε

πε π
ε ε

−

Σ+Σ

Σ

ΣΣ+Σ

Ω Σ

Ω

+ + + +
= −

+ + + +

+ +
= −

= = ⋅ =

∫∫ ∫∫

∫∫∫ ∫∫

∫∫∫

 



 

4. 总结 

高斯公式的应用教学，不应止步于公式本身的记忆和简单套用。本文通过步步设疑，变型拓展，深

入解读其应用条件和应用核心，逐步引导读者掌握应用技巧，有效化解应用难点，建立起扎实的理论根

基，对于培养读者解决复杂问题的能力和严谨的科学素养具有重要意义。 
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