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1. 引言 

高考数学试题命制注重对学生数学核心素养和创新能力的考查，发挥选拔人才的作用，对高考数学

教学起到指挥棒作用，考查学生对基本知识和基本方法的深刻理解，倒逼学生跳出题海战术，死记题型

模板的学习方式，从而引导教师把教学重点从总结解题技巧转向培养学生思维能力。 
试题 (2025 年新高考 I 卷第 19 题) 已知函数 ( ) 5cos cos5f x x x= −  

(1) 求函数 ( )f x 在区间 0,
4
π 

  
的最大值； 

(2) 给定 ( )0,θ ∈ π 和 a∈，证明：存在 [ ],y a aθ θ∈ − + ，使得 cos cosy θ≤ ； 
(3) 设b∈，若存在ϕ∈使得 ( )5cos cos 5x x bϕ− + ≤ 对 x∈恒成立，求 b 的最小值。 
本题突破以往以幂指对函数为情境，极值点偏移，构造函数等经典方法为主线的导数命题方式，以

三角函数为情境，考察内容与解题思路比较基础，但突出数学问题本质。第(1)小问是一个最值问题，解

决时有两个角度，第一个便是对 ( )f x 求导，通过判断单调性找最值，第二个便是用不等式直接对 ( )f x
进行求最值。第(2)小问是一个不等式问题，解决时依然有两个角度，第一个便是通过对余弦函数图像进

行分析，接着将图像语言转化成符号语言，第二个便是通过余弦函数在单位圆中的定义，借助单位圆图

像进行分析，最后将其转化成符号语言。第(3)小问是一个双参数 min-max 问题，解决时依然有两个大角

度，第一个便是先猜后证，通过第(1)小问的结果，猜测并证明 3 3b ≥ ，第二个便是直接计算 
( )5cos cos 5x x ϕ− + 的最大值，然后再从中选取最小的最大值便可。 

从此题的解法中，提炼出了基于单位圆，结合三角函数周期性的核心方法，对该题进行了深度推广，

首先考虑到叙述方便，先给出一个定义，即： 
定义 1.1：令 ( ) ( ), cos cosng x n x nxϕ ϕ= − + ，由于函数 ( ),ng xϕ 的周期 2T = π，故不妨只考虑 [ ]0,2ϕ∈ π ，

即 

( ) ( ), cos cosng x n x nxϕ ϕ= − + , [ ]0,2ϕ∈ π  

定义 1.2：令 ( ) ( ), sin sinnh x n x nxϕ ϕ= − + ，由于函数 ( ),nh xϕ 的周期 2T = π，故不妨只考虑 [ ]0,2ϕ∈ π ，

即 

( ) ( ), sin sinnh x n x nxϕ ϕ= − + , [ ]0,2ϕ∈ π  

其次给出三个引理，即 
引理 1.1：已知 *n∈ ， ( ) ( )0, cos cos ,ng x n x nx x= − ∈ ，则 

( ) ( )0, max
1 cos

1ng x n
n
π  = +  +

                                (1) 

引理 1.2：已知 *n∈ ，则对 [ ]0,2ϕ∈ π 和 x∈，有 

[ ]
( ){ }{ } ( ),0,2

min max 1 cos
1nx

g x n
nϕϕ∈ π ∈

π
= +

+
                            (2) 

引理 1.3：已知
qn
p

+= ∈ ， ( ), 1p q = ，且
*,p q∈ ，则 
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当 p为奇数时 

( ) ( )0, max
1 cosng x n

p q
π  = +  +

                              (3) 

当 p为偶数时 

( ) ( )
,

max

1 cos
n

p

g x n
p qπ

  π
= + 

+  
                               (4) 

其中引理 1.3 完全蕴涵引理 1.1，但此两引理的证明思路完全不同，引理 1.1 所使用的三角函数周期性和

单调性的证明思路进一步拓宽并结合单位圆相关内容便可证明定理 1.1，即： 
定理 1.1：对于函数 ( ),ng xϕ ， x∈， [ ]0,2ϕ∈ π ， *n∈ ，当给定ϕ 和 n 时，有 

( ) ( ), max
1 cos

1ng x n
nϕ

ϕπ−  = +  +
                               (5) 

( )
( ) [ ]

( ) [ ]

*

, min
*

1 cos , 2 1, , 0, 2
1

1 cos , 2 , , ,
1

n

n n p p
ng x

n n p p
n

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

π−− + = − ∈ ∈ π +  =  
− + = ∈ ∈ −π π
 +





                 (6) 

其中引理 1.2 在推导定理 1.2 时基本没有使用，但仍然使其以引理的形式出现，并展示其证明过程有两个

原因，其一是若 *n∈ ，则使用 Jensen 不等式证明相对简单，其二是借此说明直接运用 Jensen 不等式的 

想法对于
qn
p

+= ∈ 的情况已不是很适用。故通过调整思路，结合不定方程的相关数论知识，并利用引理 

1.3 便可证明定理 1.2，即： 

定理 1.2：已知
qn
p

+= ∈ ， ( ), 1p q = ，且
*,p q∈ ，则对任意给定的 [ ]0,2ϕ∈ π ，使得对 x∈，有 

[ ]
( ){ }{ } ( ),0,2

min max 1 cosnx
g x n

p qϕϕ∈ π ∈

π
= +

+

                          (7) 

若抛开这道题，对于定义 1.2 中的式子，文献[5]给出了当 0ϕ = 时，类似于定理 1.1 的结果。本文将

其推广至一般情形，即定理 1.3。推广方法与推导定理 1.1 的相同，但考虑到篇幅，本文直接给出结果，

不予论证，即： 
定理 1.3：对于函数 ( ),nh xϕ ， x∈， [ ]0,2ϕ∈ π ， *n∈ ，当给定ϕ 和 n 时，有 

( )
( ) ( )

( ) ( )

*

, max
*

21 cos , 0, , 4 ,
2 1 2

2 31 cos , , 2 , 4 ,
2 1 2

n

n n p p
n

h x

n n p p
n

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

  π+ π + ∈ = ∈     +      =    − π π  + ∈ π = ∈    +   





 

( )
( ) ( )

( ) ( )

*

, min
*

2 31 cos , 0, , 4 ,
2 1 2

5 2 31 cos , , 2 , 4 ,
2 1 2

n

n n p p
n

h x

n n p p
n

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

  π− π − + ∈ = ∈     +      =    π − π  − + ∈ π = ∈    +   





 

( ) ( ) *
, max

1 cos , 4 1,
1nh x n n p p

nϕ
ϕπ−   = + = + ∈   + 

  
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( ) ( ) *
, min

1 cos , 4 1,
1nh x n n p p

nϕ
ϕπ−   = − + = + ∈   + 

  

( )
( ) ( )

( ) ( )

*

, max
*

2 31 cos , 0, , 4 2,
2 1 2

5 2 31 cos , , 2 , 4 2,
2 1 2

n

n n p p
n

h x

n n p p
n

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

  π− π + ∈ = + ∈     +      =    π − π  + ∈ π = + ∈    +   





 

( )
( ) ( )

( ) ( )

*

, min
*

21 cos , 0, , 4 2,
2 1 2

2 31 cos , , 2 , 4 2,
2 1 2

n

n n p p
n

h x

n n p p
n

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

  + π π − + ∈ = + ∈     +      =    − π π  − + ∈ π = + ∈    +   





 

( )
( ) [ ]

( ) [ ]

*

, max
*

1 cos , 0, , 4 3,
1

21 cos , , 2 , 4 3,
1

n

n n p p
n

h x
n n p p

n

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

  + ∈ π = + ∈  +    =   π−  + ∈ π π = + ∈  + 





 

( )
( ) [ ]

( ) [ ]

*

, min
*

1 cos , 0, , 4 3,
1

21 cos , , 2 , 4 3,
1

n

n n p p
n

h x
n n p p

n

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

  − + ∈ π = + ∈  +    =   π− − + ∈ π π = + ∈  + 





 

通过定理 1.3 不难得知，当 4n ≥ 且 *n∈ 时，有 

[ ]
( ){ }{ } ( ),0,2

min max 1 cos
1nx

h x n
nϕϕ∈ π ∈

π
= +

+

 

但很遗憾，对于
qn
p

+= ∈ ， ( ), 1p q = ，且
*,p q∈ ，时，是否有类似于定理 1.2 的结果，本文并未 

推导得出，但随着对这类问题的研究深入，所使用的数学工具更新，或许会有新结果。 

2. 预备知识 

本节给出文中所需要的基本引理。 
引理 2.1 (Chebyshev 多项式) [1]：若 cosnT nx= ，则 

2 12cos , 2n n nT T x T n− −+ = ⋅ ≥ 且 *n∈                            (8) 

引理 2.2 (DeMoivre 公式) [1]：已知 1 2
1 1 2 2e , ez r z rθ θ= = ，则 1 2

1 2 1 2ez z r r θ θ+= 。 

引理 2.3 (Jensen 不等式) [1]：若 ( )p x 在区间 I 上 ( ) 0p x′′ ≤ ，则对 , 0i ix I λ∀ ∈ ∀ > ，
1

1
n

i
i
λ

=

=∑ ，其中

1,2, ,i n=  ，有 

( )
1 1

n n

i i i i
i i

p x p xλ λ
= =

  ≥ 
 
∑ ∑  

当且仅当 1 nx x= = 时，等号成立。 
引理 2.4 (均值不等式) [1]：若 ( )0 1, ,ia i n> =  ，则 

1 2
1 2

nn
n

a a aa a a
n

+ + +
≤



  
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当且仅当 1 na a= = 时，等号成立。 
引理 2.5 (最值定理) [2]：若 ( ) [ ],f x C a b∞∈ ，且 { }, 1, ,ix i n∈  为 ( ) 0f x′ = 的根，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

1max

1min

max , , , ,

min , , , ,
n

n

f x f a f x f x f b

f x f a f x f x f b

=  

=  





 

引理 2.6 (带余除法) [4]：设 ,a b 是两个整数， 0a ≠ ，则存在唯一的一对整数 q 和 r ，满足 

,0b aq r r a= + ≤ <  

其中 q 称为 b 除以 a 所得的商， r 称为 b 除以 a 所得的余数。 
引理 2.7 (Bezout 定理) [4]：对于不定方程 ax by c+ = 有整数解的充分必要条件是 ( ),a b c ，其中 , ,a b c

为整数，且 ,a b 不为零。 

3. 试题主要解法 

3.1. 第(1)小问 

角度 1 (单调区间)：通过 ( )f x′ 求解出单调区间，最后计算出最值。一般是将 ( )f x′ 化简成乘积的形

式，方便判断正负。对于 ( ) 5sin 5sinf x x x′ = − + ，若采用和差化积，则可化简为 ( ) 10cos3 sin 2f x x x′ = ，

即解法 1。若采用因式分解，则可化简为 ( ) ( )( )220sin cos 1 2sin 1 2sinf x x x x x′ = − + ，即解法 2。 
解法 1：对函数 ( )f x 求导得 

( ) ( ) ( )5sin 5sin 5 5sin 3 2 5sin 3 2 10cos3 sin 2f x x x x x x x x x′ = − + = − − + + =  

则当 0
6

x π
≤ ≤ 时， ( ) 0f x′ ≥ ，即 ( )f x 在区间 0,

6
π 

  
单调递增； 

当
6 4

xπ π
< ≤ 时， ( ) 0f x′ < ，即 ( )f x 在区间 ,

6 4
π π 

  
单调递减。 

故 ( )f x 在区间 0,
4
π 

  
的最大值为 3 3

6
f π  = 
 

。 

解法 2：对函数 ( )f x 求导得 

( ) ( )
( )
( )

( )
( )( )

2

2

2

5sin 5 5sin 5 sin 5 sin

5 sin 4 sin

5sin cos 4 4cos cos 2 1

20sin cos 1 4sin 2

20sin cos 1 2sin 1 2sin

f x x x x x

x x x

x x x x

x x x

x x x x

′ = − = −

= + −  

= + −

= −

= − +

 

因为 0,
4

x π ∈   
，所以 2sin 0,cos 0x x> > ，所以1 2sin 0x+ > ，故导数正负由1 2sin x− 决定，下同解

法 1。 
角度 2 (不等式)：将 ( )f x 进行化简整理，使得满足所使用的不等式的要求。其中最关键的便是对 cos5x

的化简。对于 cos5x ，若使用引理 2.4 求最值，则可用引理 2.1，令 3,4,5n = 代入(8)式得到方程组求解。或

可用引理 2.2 得到 ( ) ( )5cos5 Re cos5 sin 5 Re cos sinx x i x x i x = + = + ，并二项式定理将其化简进一步整理即

解法 3。 
若使用引理 2.3 求最值，则可将 ( )f x 化简为 

https://doi.org/10.12677/pm.2025.1512305


殷雄 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.1512305 170 理论数学 
 

( ) ( )5cos cos 5
6 6

f x x x+ π−
= , ,

10 4
x π π ∈   

                           (9) 

令 ( ) cosp x x= 由于 ( ) 0, ,
2 2

p x x π π ′′ ≤ ∈ −  
，故(9)式中 x 的范围是由(10)式计算出，即 

0
4

5
2 2

x

x

π ≤ ≤
 π π− ≤ π− ≤


                                         (10) 

再计算在区间 0,
10

x π ∈   
上的最大值，将两者进行比较便可，即解法 4。 

解法 3：将 cos5x 展开成关于 cos x 的形式 
方法一：由引理 2.1 知，令 3,4,5n = 代入(9)式得 

5 3 4

4 2 3

3 1 2

2cos
2cos
2cos

T T x T
T T x T
T T x T

+ = ⋅
 + = ⋅
 + = ⋅

 

解得 
5 3

5cos5 16cos 20cos cosx T x x x= = − +  

方法二：由引理 2.2 和二项式定理得 

( ) ( )5

5 3 2 4

5 3

cos5 Re cos5 sin 5 Re cos sin

cos 10cos sin 5cos sin
16cos 20cos cos

x x i x x i x

x x x x x
x x x

 = + = + 
= − +

= − +

 

由于 0,
4

x π ∈   
，则 2 215 3cos 0, cos 0

8 2
x x> − > ，于是由引理 2.4 得 

( ) ( )

( )

( )( )( )

22 5 3

210 32 2

10
2 2 2 2 2

5
2 2

10

5cos cos 5 5cos 16cos 20cos cos

2 15 3cos cos
9 8 2

2 15 3 15 3cos cos cos cos cos
9 8 2 8 2

15 33cos 2 cos
2 8 2 2
9 5

x x x x x x

x x

x x x x x

x x

=

=

 − − − +    

 ⋅ − 
 

  − −  
  

  + −    ≤ ⋅ =
 
  

=  

当且仅当 2 3cos
4

x = ，即
6

x π
= 时等号成立。 

于是 ( )f x 在区间 0,
4
π 

  
的最大值为 3 3

6
f π  = 
 

。 

解法 4：当 0,
10

x π ∈   
时， cos5 0x ≥ ，故 

5cos cos5 5cos 5 3 3x x x− ≤ ≤ <  
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当 ,
10 4

x π π ∈   
时， ( ) cos 0p x x′′ = − ≤ ，且 5 ,

4 2
x π π π− ∈ −  

，于是由引理 2.3 得 

( )5cos cos 55cos cos5 5 5 3cos
6 6 6 2

x xx x x x+ π−− + π− = ≤ = 
 

 

当且仅当
6

x π
= 时等号成立，即 ( )f x 在区间 0,

4
π 

  
的最大值为 3 3 。 

3.2. 第(2)小问 

角度 1 (函数 cos x 图像)：将函数 cos x 图像画出，由于 cos x 是偶函数，故 ( )cos cosθ θ= − ，所以 cos x
在 ( ),θ θ− 上是关于 y 轴对称，见图 1。而 [ ] ( ), ,a aθ θ θ θ− + = − ，所以要么正好如图 1 那样， cos x 在

[ ],a aθ θ− + 上关于 x a= 对称，则只要取 y a θ= + 或 a θ− ，使得 cos cosy θ= 。要么正好如图 2 那样

[ ],a aθ θ− + 上 cos x 图像就必然有一端比 cosθ 高，有一端比 cosθ 低，那么必然在低的那一端存在

[ ],y a aθ θ∈ − + ，使得 cos cosy θ≤ 。将其转化成符号语言便是解法 1。 
 

 
Figure 1. The picture of [ ], ,cos cosy a a yθ θ θ∀ ∈ − + ≥  

图 1. [ ], ,cos cosy a a yθ θ θ∀ ∈ − + ≥ 图 

 

 
Figure 2. The picture of [ ], ,cos cosy a a yθ θ θ∃ ∈ − + ≤  

图 2. [ ], ,cos cosy a a yθ θ θ∃ ∈ − + ≤ 图 

 
解法 1：若存在 k∈使得 [ ]2 ,k a aθ θπ+ π∈ − + ，则取 2y k= π+ π，有 

cos 1 cosy θ= − ≤  

若不存在 k∈使得 [ ]2 ,k a aθ θπ+ π∈ − + ，又 ( )0,θ ∈ π ，则存在 λ∈，使得  

[ ] [ ], 2 , 2a aθ θ λ λ− + ⊆ −π+ π π+ π  

由于 ( )0,θ ∈ π ，故 

[ ] [ ]2 ,2 2 , 2λ θ λ θ λ λπ− π+ ⊆ −π+ π π+ π  

而 

[ ] [ ], 2 , 2a aθ θ λ θ λ θ− + = π− π+  
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故 2a θ λ θ− ≤ π− 或 2a θ λ θ+ ≥ π+ ，不妨设 2a θ λ θ+ ≥ π+ ，又 cosy θ= 在 [ ]2 , 2λ λπ π+ π 上单调递减，

故 ( ) ( )cos cos 2a θ λ θ+ ≤ π+ ，故取 y a θ= + 可成立。 
角度 2 (单位圆)：从 cos x 的定义可知，在图 3 中 cos x 的值就是其角 x θ= 时的终边与单位圆交点 A

的横坐标 Ax ，且将终边进行逆时针旋转时(以第一象限为例)， Ax 越来越小，即此时 cos x 单调递减。在图

4 中不妨设区域Λ为 [ ],y θ θ∈ − 终边所在区域，若 0a > ，则 [ ],y a aθ θ∈ − + 终边所在的区域相当于将区

域Λ沿着圆周逆时针旋转 a 弧度，旋转至区域Θ。若 0a < ，则相当于顺时针旋转 a− 弧度，旋转至区域

Π。于是从图 4 中不难看出，若 y∈区域Λ 区域Θ，则 cos cosy θ> 。若 y∈区域Θ Λ，则 cos cosy θ≤ .
将其转化成符号语言便是解法 2。 
 

 
Figure 3. The geometric significance of cos x  
图 3. cos x 几何意义 

 

 
Figure 4. Region Λ  rotates a  radians 

图 4. 区域Λ旋转 a 弧度 

 
解法 2：定义 { } [ ]cos cos , ,I y y I a aθ θ θ> ′ − +  ，则 

( )2 ,2 k
k k

I k k Iθ θ
∈ ∈

= π− π+ =
 

 

，且 2kI I θ= ′ =  

于是对 k∀ ∈， kI I′ ⊄ ，即 { }cos cosI C I y y θ′∩ = ≤ ≠ ∅


。 
综上 [ ],y a aθ θ∃ ∈ − + ，使得 cos cosy θ≤ 。 

3.3. 第(3)小问 

角度 1 (先猜后证)：通过第(1)小问知 ( )0,5 max
3 3g x  =  ，不难猜测 min 3 3b = ，接下来只要证明
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[ ]0,2ϕ∈ π 时， 3 3b ≥ 即可。通过第(2)小问令
5
6

θ π
= ，可得到 0

5 3cos cos
6 2

y π
≤ = − ，其中 0

0 5
yx ϕ−

= ， 

然后再将 0x 代入 ( ),5g xϕ 便可得出结果，即解法 1。 
解法 1：由第(1)小问得， ( )0,5 max

3 3g x  =  。 

由第(2)小问得，取
5
6

θ π
= ，对给定的ϕ ， 0

5 5,
6 6

y ϕ ϕπ π ∃ ∈ − +  
，使得 

0
5 3cos cos
6 2

y π
≤ = −  

令 0
0 5

yx ϕ−
= ，则 0 ,

6 6
x π π ∈ −  

，于是有 

( ) ( ),5 0 0 0 0 05cos cos 5 5cos cos

5 3 3 3 3
2 2

g x x x x yϕ ϕ= − + = −

≥ + =
 

结合两小问得 min 3 3b = 。 
角度 2 (求导求最值)：对于给定的函数 ( ),5g xϕ ，可对它直接求导然后找极值点， ( ),5 0g xϕ′ = 便可得出

( )sin 5 sinx xϕ+ = ，借助断言 1 便可计算出两组极值点 kx′和 kx ，结合引理 2.5 可知最值点必然在极值点

中产生，为了方便比较大小，可将两组极值点代入函数 ( ),5g xϕ 并进行等量替换，得到 ( ),5 6cosk kg x xϕ = ，

最后利用余弦函数的单调性便可得出结果，即解法 2。 
断言 1：若 sin sinα β= ，则 2kα β= + π或 2kα β+ = π+ π  
解法 2：对于给定的ϕ ，令 ( ),5 0g xϕ′ = 可得 ( )sin 5 sinx xϕ+ = ，于是 

5 2x x kϕ+ = + π或 ( )5 2x x k kϕ+ + = π+ π ∈  

于是有 

4 2k
kx ϕ π′ = − + , { }0,1,2,3k∈  

( )2 1
6 6k

k
x ϕ + π
= − + , { }0,1,2,3,4,5k∈  

由于 

( ) ( )
( )

,5 5cos cos 5

5cos cos 2 6cos
k k k

k k k

g x x x

x x k x
ϕ ϕ= − +

= − π− + π =
 

于是由 cosy x= 的单调性可知  

( ),5 0 6cos 4
6

g xϕ
ϕπ−

= > ，且 ( ) ( ) { }0 , 0,1, 2,3, 4,5kg x g x kϕ ϕ> ∈  

注意到 

( ),5 4cos 4k kg x xϕ ′ ′= ≤ , { }0,1,2,3k∈  

于是结合引理 2.5 得 

( ),5 max
6cos

6
g xϕ

ϕπ−  =  , [ ]0,2ϕ∈ π  

于是有 
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( ) ( )0,5 ,5max max
3 3 6cos

6
g x g xϕ

ϕπ−   = ≤ =    , [ ]0,2ϕ∈ π  

故 min 3 3b = 。 

4. 主要引理和推广定理证明 

4.1. 主要引理证明 

对于引理 1.1 证明，对函数 ( )0,ng x 求导得 

( ) ( ) ( )( )0, sin sinng x n nx x′ = −  

则 ( )0, 0ng x′ = 知 

2nx k x= π+ 或 ( )2 1nx k x= + π− ， k∈。 

于是有 

{ }2 , 0,1, , 2
1k

kx k n
n
π′ = ∈ −
−

 或 { }2 , 0,1, ,
1k
kx k n

n
π+ π

= ∈
+

  

由引理 2.5 可知 ( )0,ng x 的最大值必在 ( )0, 0ng x′ = 的根处取到，于是有 
若 2nx k x= π+ ，则 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0, cos cos

cos cos 2 1 cos
ng x n x nx

n x k x n x

= −

= − π+ = −
 

于是当 { }2 , 0,1, , 2
1k

kx k n
n
π′ = ∈ −
−

 时，结合断言 2 有 

( ) ( ) ( )0, 1 cos 1 1 cos
1n kg x n x n n

n
π′ = − ≤ − < +
+

 

若 ( )2 1nx k x= + π− ，则 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0, cos cos

cos cos 2 1 1 cos
ng x n x nx

n x k x n x

= −

= − + π− = +  
 

于是当 { }2 , 0,1, ,
1k
kx k n

n
π+ π

= ∈
+

 时，有 

( ) ( ) ( )0, 1 cos 1 cos
1n k kg x n x n

n
π

= + ≤ +
+

 

其中 0 1
x

n
π

=
+

时等号成立，即(1)式得证。 

断言 2：当
qn
p

+= ∈ ， ( ), 1p q = ，
*,p q∈ ，且 [ ]0,2ϕ∈ π 时 

( ) ( )1 1 cos 1 cosn n n
p q p q

ϕπ − + π
− < + ≤ +

+ +
. 

证：令 ( ) cosp x x= π ，由于当
10,
2

x  ∈   
时，函数 ( ) 2 cos 0p x x′′ = −π π ≤ ，于是令 

1 2 1 2
2 2 11 , , 0,

2
x x

p q p q
λ λ= − = = =

+ +
 

代入引理 2.3 得 
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( ) ( ) ( )

( )

1 2 21 1 1
2

2 21 1

1

n p n p x p
p q p q p q

p qn
p q p

q p n
p

       π + > + − +        + + +        
  + −

= + − = + 
−

≥ = −

 

于是左式得证，对于右式，令 

( ) cosh
p q
ϕϕ − + π

=
+

, [ ]0,2ϕ∈ π  

考察函数 ( )h ϕ 在 [ ]0,2π 上的单调性便可得证。 

对于引理 1.2 的证明，结合引理 2.3，令 ( ) cos , ,
2 2

p x x x π π = ∈ −  
，由于 ( ) 0p x′′ ≤ ，于是令 

( )
2 2

2 2

x

nx ϕ

π π− ≤ ≤
 π π− ≤ π− + ≤


 

解得 

[ ]1 1 3, , , 3, 0, 2
2 2 2 2

x n
n n

ϕ ϕ ϕ π π  π π     ∈ − − ⊆ − ≥ ∈ π            
 

为方便叙述，定义 

1 1 3,
2 2n n

ϕ ϕ π π    Λ − −        
  

则当 x∈Λ时，由于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), cos cos cos cosng x n x nx n x nxϕ ϕ ϕ= − + = + π− +    

于是有 

( ) ( ), cos cos
1 1 1

ng x nx nx
n n n
ϕ ϕ ϕπ− + +  π−

≤ = + + + 
 

当且仅当
1

x
n

ϕπ−
=

+
时等号成立，且

1
x

n
ϕπ−

= ∈
+

Λ ，于是有 

( ) ( ), max
1 cos ,

1ng x n x
nϕ

ϕπ−
= + Λ +

  ∈
极

 

由于 [ ]cos cos , 0, 2
1 1n n
ϕ ϕπ− π
≥ ∈ π

+ +
，则对给定的ϕ ，有 

( ) ( ) ( ) [ ], ,max max
1 cos , ,

1n ng x g x n x
nϕ ϕ
π   ≥ ≥ + ∈ −π π    +极

 

当 1n = 或 2 时，可单独证明或由定理 1.1 可得。当 3n ≥ 时，结合引理 1.1，则(2)式得证。 
对于引理 1.3 的证明，对于给定的ϕ ，令 ( ), 0ng xϕ′ = 可得 ( )sin sinnx xϕ+ = ，于是 

2nx x kϕ+ = + π或 ( )2nx x k kϕ+ + = π+ π ∈  
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于是有 

2
k

kp px
q p

ϕπ−′ =
−

或
( )2 1

k
k p p

x
p q

ϕ+ π−
=

+
                          (11) 

由引理 2.5 可知 ( ),ng xϕ 最大值必在 ( ), 0ng xϕ′ = 的根处取到，则当 p为奇数时，令 0ϕ = ，下证(4)式成 

立。当
2

k
kpx

q p
π′ =

−
时，由断言 2 可得 

( ) ( ) ( )0, 1 cos 1 1 cosn k kg x n x n n
p q
π′ ′= − < − < +
+

                      (12) 

当
( )2 1

k
k p

x
p q
+ π

=
+

时，给定 k∈，由引理 2.6 可得，对于整数 ( )2 1k p+ 和 ( )2 p q+ ，存在唯一整数 

2 3,k k 使得 

( ) ( ) ( )2 3 32 1 2 ,0 2k p p q k k k p q+ = + + ≤ < +  

于是 

( ) ( )2 3 3 3
2

2 1 2
cos cos cos cos 2 cosk

k p k p q k k kx k
p q p q p q p q
+ π + π+ π       π π

= = = + π =       + + + +      
 

当 3 0k = 时，由于 p为奇数，故 ( )2 1k p+ 为奇数， ( )2 p q+ 为偶数，于是有 

( )
( )1

2 1
2

k p
k

p q
+

= ∉
+


，故舍去。 

当 3 1k = 时，考虑以下不定方程的整数解 

( ) ( )2 2 1p x p q y p+ + = −  

由于 ( ), 1p q = ，则 ( ), 1p p q+ = ，于是有 

( )( ) ( )2 ,2 2 , 2p p q p p q+ = + =  

结合 p为奇数，则存在 v∈使得 2 1v p= − ，于是有 

( )( )2 ,2 1p p q p+ −  

则该不定方程有一组整数解 4 2,x k y k= = ，于是当 4k k= 时，有 

( ) ( ) ( )
40, 1 cos 1 coskn kg x n x n

p q
 π

= + = +  + 
 

结合余弦函数在单位圆的几何意义可知当 3 1k = 时，(3)式成立。 

当 p为偶数时，令
p

ϕ π
= ，下证(4)式成立。 

当
2

k
kpx
q p
π− π′ =
−

时，证明与(12)式相同，故省略。 

当
( )2 1

k
k p

x
p q
+ π− π

=
+

时，给定 k∈，由引理 2.6 可得，对于整数 ( )2 1 1k p+ − 和 ( )2 p q+ ，存在唯一

整数 6 7,k k 使得 

( ) ( ) ( )6 7 72 1 1 2 ,0 2k p p q k k k p q+ − = + + ≤ < +  
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于是 

( ) ( )6 7 72 1 2
cos cos cos cosk

k p k p q k kx
p q p q p q
+ π− π + π+ π     π

= = =     + + +    
 

当 7 0k = 时，由于 p为偶数，故 ( )2 1 1k p+ − 为奇数， ( )2 p q+ 为偶数，于是有 

( )
( )6

2 1 1
2
k p

k
p q
+ −

= ∉
+


，故舍去。 

当 7 1k = 时，结合 p为奇数时的证明可知(5)式成立。 

4.2. 推广定理证明 

4.2.1. 定理 1.1 证明思路分析 
对于定理 1.1 的证明，综合运用了前面做法，首先是对 ( ),ng xϕ 进行求导，由断言 1 得出了两组极值

点，即 

{ }2 , 0,1, , 2
1 1k

kx k n
n n
ϕ π′ = − + ∈ −
− −

  

并将其简记为{ }kx′ 组 

{ }2 , 0,1, ,
1 1k

kx k n
n n
ϕ− + π π

= + ∈
+ +

  

并将其简记为{ }kx 组 
由引理 2.5 可知，最值点一定出现在这两组极值点中，将其代入函数 ( ),ng xϕ 并进行等量替换，对于

{ }kx′ 组而言 

( ) ( ) { }, 1 cos , 0,1, , 2n k kg x n x k nϕ ′ ′= − ∈ −                         (13) 

对于{ }kx 组而言 

( ) ( ) { }, 1 cos , 0,1, ,n k kg x n x k nϕ = + ∈                           (14) 

由于此时(13)式和(14)式带双参数 ,nϕ ，为了更加直观找出最值点，于是通过 cos x 在单位圆上的几

何意义来找出该点。由于有两组极值点。故分别对圆进行划分，其中{ }kx′ 组需将单位圆进行 1n − 等分，

{ }kx 组需将单位圆进行 1n + 等分。但通过简单的计算不难发现，对于求最大值而言， n 取的不同，并不

影响通过图像给出解答，但求最小值而言，不难发现，n 的奇偶性会影响图像的形态，因为若想计算出最

小值，能出现最小值的区域必然包含 π，故可以先利用(15)式和(17)式计算出符合的区域，以(16)式为例，

若 

n 为奇数，则 k 取 1
2

n −
和

1
2

n +
即可，此时这两块区域类似于图 8。若 n 为偶数，则 k 取

2
n
，但此时需注 

意，要考察 π所在的 y 轴与转轴OI 和OJ 夹角的弧度大小，即 

2
1 1

nIOy
n n
π π = π− − + − − 

 和
( )22

1 1
n

yOJ
n n

+ ππ
= − + − π

− −
  

若弧度大小相等，即两端对称，类似于图 5，则此时取最小值的极值点的 k 便为
2
n
，(16)式便是如此。 

若弧度大小不等，则需要进行二次讨论，以 IOy yOJ<  为例： 
为了方便叙述且防止记号混淆，其一记任意一点横坐标写法，例如 A 的横坐标记为 Ax ，其二以图 9 

中的扇形区域OCK 为例，将扇形区域OCK 记为区域
4 6
5 5
π π
 。在图 5 中，区域θ ϑ 包含 π，当转轴
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逆时针旋转时，刚转动一小部分时，由图 6 可知，转轴OL在区域θ ϑ 中转动，转轴OJ 在区域ϑ ρ

中转动，此时 J Lx x< ，继续转动时，由图 7 可知，此时 J Lx x= ，再继续转动时，如图 8，此时 J Lx x> 。 
 

 
Figure 5. Initial image 
图 5. 初始图 

 

 

Figure 6. J Lx x<  
图 6. J Lx x<  

 

 

Figure 7. J Lx x=  
图 7. J Lx x=  
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Figure 8. J Lx x>  
图 8. J Lx x>  

 
当然在本文中并未出现此种情况，若读者有意，可自行证明定理 1.3，该定理的证明会不断出现此种情

况。接下来正式叙述定理 1.1 的证明思路，将 n 进行赋值，当 n 为偶数时，不妨令 6n = ，对于{ }kx′ 组，由 

图 9 可知，区域
4 6
5 5
π π
 包含了 π，当ϕ 从 2 0π→ 赋值时，图 9 中的 5 个区域也以逆时针方向随之转动。 

当 [ ], 2ϕ∈ π π 时，由图 10 可知，转轴OC 在区域
4 5
5 5
π π
 转动， Cx 在单调递减，即 cos x 在单调递减。 

当 [ ]0,ϕ∈ π 时，由图 11 可知，转轴OC 在区域
5 6
5 5
π π
 转动， Cx 在单调递增，即 cos x 在单调递增。

但无论ϕ 取何值，只要转轴OC 在区域
4 6
5 5
π π
 中旋转，相比于其他转轴，所算出的 cos x 的值一定是最 

小的。同时转轴OC 为第 4 根转轴，故 3k = 时， 3x′为所找极值点，即 

( ),6 3 min

65cos 5cos
5 5

g xϕ
ϕ ϕ− + π − + π   ′  = = −        极

 

对于{ }kx 组由图 12 可知，区域
5 7
7 7
π π
 和区域

7 9
7 7
π π
 包含了 π，当ϕ 从 2 0π→ 赋值时，图 12 中 

的 7 个区域也以逆时针方向随之转动。 
 

 
Figure 9. Initial image of group { }kx′ , 6n =  

图 9. 6n = ，{ }kx′ 组初始图 
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Figure 10. Rotation of the upper half area of axis OC  in group { }kx′ , 6n =  

图 10. 6n = ，{ }kx′ 组转轴 OC 上半区域转动 

 

 
Figure 11. Rotation of axis OC  in the lower half of group { }kx′ , 6n =  

图 11. 6n = ，{ }kx′ 组转轴 OC 下半区域转动 

 

 
Figure 12. Initial image of group { }kx , 6n =  

图 12. 6n = ，{ }kx 组初始图 
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当 ( ], 2ϕ∈ π π 时，由图 13 可知，转轴OC 在区域
5 6
7 7
π π
 转动，转轴OK 在区域

8 9
7 7
π π
 转动， Cx

在单调递减， Kx 在单调递增，但 K Cx x< ，于是 cos cosK Cx x< 。此时转轴OK 为第 5 根转轴，故 4k =

时， 4x 为所找极值点，即 ( ),6 4 min

9 27cos 7cos
7 7

g xϕ
ϕ ϕ− + π − + π     = = −        极

。 

当ϕ = π时，由图 14 可知， K Cx x= ，故此时相等。当 [ )0,ϕ∈ π 时，由图 15 可知， Cx 在单调递减，
Kx 在单调递增，但 K Cx x> ，于是 cos cosK Cx x> 。此时转轴OC 为第 4 根转轴，故 3k = 时， 3x 为所找极 

值点，即 ( ),6 3 max

77cos 7cos
7 7

g xϕ
ϕ ϕ− + π −   = = −   

   极
。于是有 

( )
[ ]

( ]
[ ],6 min

7 cos , 0,
7 7cos , ,

2 77 cos , , 2
7

g xϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ

−− ∈ π ′  = = − ′∈ −π π  − + π− ∈ π π


极
 

 

 

Figure 13. K Cx x<  in group { }kx , 6n =  

图 13. 6n = ，{ }kx 组 K Cx x<  

 

 

Figure 14. K Cx x=  in group { }kx , 6n =  

图 14. 6n = ，{ }kx 组 K Cx x=  
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Figure 15. K Cx x>  in group { }kx , 6n =  

图 15. 6n = ，{ }kx 组 K Cx x>  
 

由于 ( ) ( ),6 ,6 3min min
g x g xϕ ϕ <  ′  极 极

，于是当 6n = 时， ( ) [ ],6 min
7 cos , ,

7
g xϕ

ϕ ϕ′  = − ′∈ −π π  。 

当 n 为奇数时，不妨令 7n = ，对于{ }kx′ 组，由图 16 可知，区域
2 3
3 3
π π
 和区域

3 4
3 3
π π
 包含了 π，

当ϕ 从 2 0π→ 赋值时，图 16 中的 6 个区域也以逆时针方向随之转动。当 ( ], 2ϕ∈ π π 时，由图 17 可知，

转轴OC 在区域
2 5
3 6
π π
 转动，转轴OK 在区域

3 7
3 6
π π
 转动， Cx 在单调递减， Kx 在单调递增，但 

K Cx x< ，于是 cos cosK Cx x< 。同时转轴OK 为第 5 根转轴，故 4k = 时， 4x′为所找极值点，即 

( ),7 4 min

8 26cos 6cos
6 6

g xϕ
ϕ ϕ− + π − + π   ′  = = −        极

 

 

 
Figure 16. Initial image of group { }kx′ , 7n =  

图 16. 7n = ，{ }kx′ 组初始图 

 
当ϕ = π时，由图 18 可知， K Cx x= ，故此时相等，但当 [ )0,ϕ∈ π 时，由图 19 可知， Cx 在单调递减，
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Kx 在单调递增，但 K Cx x> ，于是 cos cosK Cx x> 。同时转轴OC 为第 4 根转轴，故 3k = 时， 3x′为所找极

值点，即 

( ),7 3 min

66cos 6cos
6 6

g xϕ
ϕ ϕ− + π −   ′  = = −        极

，于是有 

( )
[ ]

( ]
[ ],7 min

6cos , 0,
6cos , ,

26cos , , 2

6
6

6

g xϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ

−− ∈ π ′  = = − ′∈ −π π  − + π− ∈ π π


极
 

对于{ }kx 组由图 20 可知，区域
7 9
8 8
π π
 包含了 π，当ϕ 从 2 0π→ 赋值时，图 20 中的 8 个区域也以

逆时针方向随之转动。当 [ ], 2ϕ∈ π π 时，由图 21 可知，转轴OC 在区域
7 8
8 8
π π
 转动， Cx 在单调递减，

即 cos Cx 单调递减。 
 

 

Figure 17. K Cx x<  in group { }kx′ , 7n =  

图 17. 7n = ，{ }kx′ 组 K Cx x<  

 

 

Figure 18. K Cx x=  in group { }kx′ , 7n =  

图 18. 7n = ，{ }kx′ 组 K Cx x=  
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Figure 19. K Cx x>  in group { }kx′ , 7n =  

图 19. 7n = ，{ }kx′ 组 K Cx x>  

 

 
Figure 20. Initial image of group { }kx , 7n =  

图 20. 7n = ，{ }kx 组初始图 
 

 
Figure 21. Rotation of the upper half area of axis OC  in group { }kx , 7n =  

图 21. 7n = ，{ }kx 组转轴OC 上半区域转动 
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当 [ ]0,ϕ ∈ π 时，由图 22 可知，转轴OC 在区域
8 9
8 8
π π
 转动， Cx 在单调递增，即 cos Cx 单调递增。

但无论 ϕ 取何值，只要转轴 OC 在区域
7 9
8 8
π π
 中旋转，相比于其他转轴，所算出的 cos x 的 

值一定是最小的。同时转轴OC 为第 5 根转轴，故 4k = 时， 4x 为所找极值点，即 

( ),7 4 min

98cos 8cos
8 8

g xϕ
ϕ ϕ− + π π−     = = −        极

 

由于 ( ) ( ),7 4 ,7 minmin
g x g xϕ ϕ  < 极极

，于是当 7n = 时， ( ),7 min
8cos

8
g xϕ

ϕπ−   = −     
。 

综上所述 

( )
[ ]

[ ]
, min

8cos , 7, 0,2

7cos , , ,

8

6
7

n

n
g x

n
ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

π−− = ∈ π  =  
− = ∈ −π π


 

但在实际证明定理 1.1 时，可借助断言 2 将证明简化，无需严格按照思路分析去解答。 
 

 
Figure 22. Rotation of axis OC  in the lower half of group { }kx , 7n =  

图 22. 7n = ，{ }kx 组转轴OC 下半区域转动 

4.2.2. 定理 1.1 证明 
对定理 1.1 证明，对于给定的ϕ ，令 ( ), 0ng xϕ′ = 可得 ( )sin sinnx xϕ+ = ，于是 

2nx x kϕ+ = + π或 ( )2nx x k kϕ+ + = π+ π ∈  

当
( )2 42 ,

1 1
n

n n
ππ − 

′Ω = − − − 
时，解得 

{ }2 , 0,1, , 2
1 1k

kx k n
n n
ϕ π′ = − + ∈ −
− −

  

于是由 cos x 在单位圆中的几何意义得，当 0x x′′ = 或 1x x′′ = 时 

( ) ( ) ( ), max

2max 1 cos , 1 cos
1 1ng x n n

n nϕ
ϕ ϕπ−  ′ = − −   − − 极
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当
( )2 1

,
1 1

n
n n

+ π π
Ω = − + + 

时，解得 

{ }2 , 0,1, ,
1 1k

kx k n
n n
ϕ− + π π

= + ∈
+ +

  

于是由 cos x 在单位圆中的几何意义得，当 0 1
x

n
ϕ− + π

=
+

时 

( ) ( ), max
1 cos

1ng x n
nϕ

ϕπ−  = +  +极
 

由于当 [ ]0,2ϕ∈ π 时 

( ) ( ) ( ), ,max maxmin max
1 cos 1

1n ng x n g x n
nϕ ϕ
π   ′   = + > = −      +极 极

 

于是 ( ), maxng xϕ   便计算出，即 

( ) ( ) ( ), ,max max
1 cos

1n ng x g x n
nϕ ϕ

ϕπ−   = = +    +极
 

接下来计算 ( ), minng xϕ   ，由单位圆图像分析可得，能够使得函数 ( ),ng xϕ 取得最小值的极值点一定分

布在含 π的区域中，故先计算两组含 π的区域的转轴编号。先计算{ }kx′ 组的转轴编号，于是有 

( )2 12 2 2
1 1 1 1

kk
n n n n

+ ππ π π
− + ≤ π ≤ − +

− − − −
                       (15) 

解得 
1 1,

2 2
n nk − + ∈   

                               (16) 

再计算{ }kx 组的转轴编号，于是有 

( )2 12
1 1 1 1

kk
n n n n

+ ππ π π
− + ≤ π ≤ − +

+ + + +
                       (17) 

解得 

, 1
2 2
n nk  ∈ +  

 

于是当 n 为奇数时，对于{ }kx′ 组，此时
1 1,

2 2
n nk − + ∈ 

 
，得 

( ) ( ) ( ), min

2min 1 cos , 1 cos
1 1ng x n n

n nϕ
ϕ ϕ− − + π  ′ = − − − −   − − 极

 

对于{ }kx 组，此时
1

2
nk +

= ，得 

( ) ( ), min
1 cos

1ng x n
nϕ
ϕ− + π  = − +  +极

 

由于 [ ]0,2ϕ∈ π ，且 ( ) ( ), min
1ng x nϕ ′ ≥ − − 极 ，则由断言 2 可知 

( ) ( ) ( ), ,min min
1n ng x n g xϕ ϕ ′   < − − ≤   极 极

                        (18) 

于是有 
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( ) ( ), min
1 cos

1ng x n
nϕ
ϕ π− +  = − +  +

 

当 n 为偶数时，对于{ }kx′ 组，此时
2
nk = ，得 

( ) ( ), min
1 cos

1ng x n
nϕ
ϕ− + π ′ = − −  −极

 

对于{ }kx 组，此时 , 1
2 2
n nk  ∈ + 

 
，得 

( ) ( ) ( )

( ) [ ]

( ) ( ]

( ) [ ]

, min

2min 1 cos , 1 cos
1 1

1 cos , 0,
1

21 cos , , 2
1

1 cos , ,
1

ng x n n
n n

n
n

n
n

n
n

ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

− − + π   = − + − +   + + 
−− + ∈ π +=  − + π− + ∈ π π

 +
′

= − + ′∈ −π π
+

极

 

由于 [ ]0,2ϕ∈ π ，同(18)式的证明可知 

( ) ( ), ,min minn ng x g xϕ ϕ ′   <   极 极
 

于是(5)式，(6)式得证。 

4.2.3. 定理 1.2 证明思路分析 
对于定理 1.2 的证明，第一个想法是直接求出像定理 1.1 那样的 ( ),ng xϕ 的解析式，再求最小的最大

值，但由于 n +∈ ，依然沿着之前的做法在技术上有一定难度，主要原因就是此时计算出的极值点组，

即(11)式相对复杂，分类较多，无法对单位圆进行有效划分。以{ }kx 组为例，首先求解包含 π的区域，即 

( ) ( )2 1 2 2 3 2k p p k p p
p q p q

+ π− π + π− π
≤ π ≤

+ +
 

解得 1
2 2
q qk
p p
≤ ≤ + ，且 k∈ .注意到此时需要对

2
q
p
是否取整进行讨论，若

*

2
q
p
∈ ，则令 1 2

qk
p

=

和 2 1
2
qk
p

= + 代入 ( ),n kg xϕ 进行比较即可，若
*

2
q
p
∉ ，则令 3 2

qk
p

 
=  
 

和 4 1
2
qk
p

 
= + 
 

，此时还需考虑 π  

所在的 y 轴到区域
3 4k kx x 两端端弧度大小，并基于此进行分类，显然处理难度已经很大，故此想法可

以搁置。 
第二个想法便是利用第(3)小问的角度 1 (先猜后证)的思想，可以先对条件进行化简，在化简中寻找

可能的最值。在化简推导的过程中，首先依然是对 ( ),ng xϕ 进行求导，得出(11)式。结合之前的推导，不

难发现算最大值，选择的极值点组为{ }kx 组，当然选另一组也可以，在处理上并无本质区别，只不过最

后取最大的而已。将 kx 代入式子得到 

( ) ( ) ( ) ( )
,

2 1
1 cos 1 cosn k k

k p p
g x n x n

p qϕ

ϕ+ π− 
= + = +  + 

                    (19) 

但在(19)式中，有两大问题需要注意，其一便是 pϕ的范围不可得知，其二是 kx 的解析式相对复杂，

不易处理。对于第一个问题，由于 [ ]0,2ϕ∈ π ，故可对整个实数集以 2π为周期进行划分，即必存在 t 使
得 ( )2 , 2 2 ,p t t tϕ∈ π + π ∈   

，从而相对控制了 pϕ的范围。对于第二个问题此时可利用三角函数周期性将
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重复的 2π去掉，于是将 kx 的分子部分写成如下形式，即 

( ) ( )2 1 2 , ,k p p p q y u p k yϕ ϕ+ π− = − + π+ π− ∈ ∈                     (20) 

再将(20)式代入(19)式，不难发现，起作用的是 u pπ ϕ− 部分，于是很自然的想法是让 u 和 pϕ产生联

系，于是进一步化简得 

( ) ( )2 1 2 , ,k p p q y u k y+ + + = ∈ ∈                            (21) 

但在(21)式中，若是先给定 k 的值，去计算 u 和 y 的值，则并无大的意义，仅仅是换了一个表达形式，

且此时 u 和 pϕ并无联系。故可以反向思考，可以先给定 u 的值，且假定与 pϕ有关，去计算 k 与 y 的值，

于是将(21)式进一步化简得 

( ) ( )2 2 , ,p k p q y u p k y+ + = − ∈ ∈                           (22) 

不难发现，此时(22)式是一个关于 k ， y 的不定方程，且由于 ( )( ) ( )2 ,2 2 , 2p p q p p q+ = + = ，故此不

定方程若有解，由引理 2.7 可知，u p− 为偶数。故将 p分为奇数和偶数，不妨以奇数为例，若 p为奇数，

则 u 也为奇数，而 ( )2 , 2 2p t tϕ∈ π + π  ，故不妨设 2 1u t= + ，其中 t 建立了 u 和 pϕ 之间的联系，它们和

( ),n kg xϕ 之间的联系可以用以下的箭头表示，即 

( ),2 1 n kp t u t k g xϕϕ → → = + → →决定 决定 决定 决定  

于是将 2 1u t= + 代入(20)式进行计算得到化简的(23)式，即对确定的 1t ，有： 

( ) ( )
1

1
1 1

2 1
cos cos , 2 , 2 2k

t p
x p t t

p q
ϕ

ϕ
+ π− 

= ∈ π + π    + 
                    (23) 

从(23)式得到
1

,kx
p q p q

 −π π
∈ + + 

，但需注意，此处的 1k 并不能遍历，即计算出的(24)式中的 

( )1,n kg xϕ 为极大值，并非一定为最大值。但由引理 1.3 便可知 

( ) ( ) ( )
10, , ,max maxmaxn n k ng x g x g xϕ ϕ

     ≤ ≤    极
 

而引理 1.3 的证明思路也是如此，但由于引理 1.3 的ϕ 是确定的，故用引理 2.6 会更加简便。同样当

p为偶数时也相同，此处不再赘述。 

4.2.4. 定理 1.2 证明 
对定理 1.2 的证明，对于给定的ϕ ，由(11)式可得 ( ), 0ng xϕ′ = 的根。由引理 2.5 可知 ( ),ng xϕ 最大值必

在 ( ), 0ng xϕ′ = 的根处取到，则当 p为奇数时，设 ( )2 , 2 2 ,p t t tϕ∈ π + π ∈   
时，考虑以下不定方程的整数解 

( ) ( )2 2 2 1p x p q y t p+ + = + −  

对于确定的 1t ，结合 p为奇数，则存在 z∈使得 12 2 1z t p= + − ，于是有 

( )( ) 12 , 2 2 1p p q t p+ + −  

则由引理 2.7 得，存在整数 1 1,x k y m= = 使得 

( ) ( ) ( )1 1 12 1 2 2 1k p p q m t+ π+ + π = + π  

于是有 
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( ) ( ) ( )

( )

( )

1 1 1
1

1
1

1

2 1 2 1 2
cos cos cos

2 1
cos 2

2 1
cos

k
k p p t p q m p

x
p q p q

t p
m

p q

t p
p q

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

+ π− + π− + π−   
= =   + +   

+ π− 
= − π + 

+ π− 
=  + 

 

由于 ( )1 12 , 2 2p t tϕ∈ π + π  ，则 

( )12 1
,

t p
p q p q p q

ϕ+ π−  −π π
∈ + + + 

 

从而 

( ) ( ) ( )
1 1, max

1 cos 1 cosn k kg x n x n
p qϕ
π  = + ≥ +  +极

                     (24) 

即对任意给定的 [ ]0,2ϕ∈ π ，有 

( ) ( ), max
1 cosng x n

p qϕ
π  ≥ +  +

 

由引理 1.3 可知 

( ) ( ) ( ), 0, maxmax
1 cosn ng x n g x

p qϕ
π   ≥ + =    +

 

当 p为偶数时，设 ( ) ( )2 1 , 2 1 ,pϕ µ µ µ∈ − π + π ∈   
，考虑以下不定方程的整数解 

( ) ( )2 2 2p x p q y pµ+ + = −  

结合 p为奇数时的证明思路由引理 2.7 得，存在整数 5 2,x k y m= = 使得 

( ) ( )5 22 1 2 2k p p q m µ+ π+ + π = π  

于是有 

( ) ( )
5

5 22 1 2 2 2cos cos cos cosk
k p p p q m p px

p q p q p q
ϕ µ ϕ µ ϕ + π− π− + π−   π −

= = =     + + +   
 

由于 ( ) ( )2 1 , 2 1pϕ µ µ∈ − π + π  ，则 

2 ,p
p q p q p q
µ ϕ  π− −π π

∈ + + + 
 

从而 

( ) ( ) ( )
5 5, max

1 cos 1 cosn k kg x n x n
p qϕ
π  = + ≥ +  +极

 

即对任意给定的 [ ]0,2ϕ∈ π ，有 

( ) ( ), max
1 cosng x n

p qϕ
π  ≥ +  +

 

由引理 1.3 可知 

https://doi.org/10.12677/pm.2025.1512305


殷雄 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2025.1512305 190 理论数学 
 

( ) ( ) ( ), max ,
max

1 cosn n
p

g x n g x
p qϕ π

 π  ≥ + =    +   
 

于是(7)式得证。 
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