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摘  要 

本文利用高等数学的洛必达法则与单调洛必达法则，讨论了一类高考数学导数压轴题的一个完整解答。 
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Abstract 
This article discusses a complete solution to a kind of high school entrance exam mathematical de-
rivative finale questions by using the L’Hospital’s rule and monotonic L’Hospital’s rule in advance 
mathematics. 
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1. 问题重现与分离参数法 

2023 年全国甲卷高考数学导数压轴如下： 

题 1：已知 ( ) 3
sin , 0,

2cos
xf x ax x
x

π = − ∈ 
 

。 

(1) 若 8a = ，讨论 ( )f x 的单调性； 
(2) 若 ( ) sin 2f x x< 恒成立，求 a 的取值范围。 

在此我们只讨论第(2)问。标准答案对于第(2)问所给的方法为分类讨论，过程有点复杂，所得到的结

果为 ( ],3a∈ −∞ ，具体过程可参见参考文献[1]。此外，文献[1]也利用导数的极限定义对其进行求解，但是

求解的答案是 3a < ，这离标准答案 3a ≤ 还差一个 3a = 的情形。于是对于 3a = ，文献[1]再次将 3a = 代入

原不等式，然后证明其亦符合不等式，因此最终得到 3a ≤ 的答案。那么能不能有其他方法绕开分类讨论

呢？由于此问是求参数 a 的范围。因此，我们自然而然地想到了分离参数法。具体探索过程如下：首先，

由于不等式 ( ) sin 2f x x< 对于所有 ( )0, 2x π∈ 恒成立，所以有 

3
sin sin 2

cos .

x x
xa

x

+
<

                                    (*) 

引入函数： 

( ) ( )
3

sin sin 2
cos ,  0, 2 .

x x
xx x

x
φ π

+
= ∈

 

因此，为了求 a 的取值范围，我们需要求 ( )xφ 在 ( )0, 2π 上的最小值。为此，对 ( )xφ 求导可得 

( )

2

4 3

2

3 2cos sin2cos 2 sin 2
cos cos

.

x xx x x
x x

x
x

φ

 −  + ⋅ − +   
  ′ =

 

显然，不能直接判断 ( )xφ′ 在 ( )0, 2π 的符号。因此，再次引入函数 

( )
2

4 3
3 2cos sin2cos 2 sin 2 ,

cos cos
x xF x x x x

x x
 −  = + ⋅ − +   

  
 

并且求导可得 
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( )
2 2

4 4 3

2 2 2

4 4 4

6 2

5

3 2cos 3 2cos sin2cos 2 2cos 2 sin 2
cos cos cos

3 2cos 3 2cos 3 2cos2cos 2 2cos 2 2cos 2
cos cos cos

2cos cos 34 sin 0.
cos

x x xF x x x x x
x x x

x x xx x x x
x x x

x xx x
x

′ ′   − −  ′ = + ⋅ + + − +     
    

′     − − −
= + ⋅ + + − +     
     

+ −
= − ⋅ ⋅ >

 

这说明了函数 ( )F x 在 ( )0, 2π 是单调增函数，从而有 ( ) ( )0 0F x F +> = ；故 ( )xφ′ 在 ( )0, 2π 恒正。因

此，函数 ( )xφ 在 ( )0, 2π 是单调增的。从而可知， ( )xφ 在 ( )0, 2π 上的最小值在 0x = 处取得。 

2. 分离参数法所引发的问题 

但是， ( )xφ 在 0x = 处没有定义。于是，利用经典的分离参数法解决文首的题型时，会产生如下的问

题 1： 
问题 1：如何计算 ( )xφ 在 0x = 处的值？ 
根据高等数学[2]的知识可知，可用极限计算 ( )xφ 在 0x = 处的值。实际上由洛必达法则可得 

( ) ( )

2

3 4

0 0 0

sin 3 2cossin 2 2cos 2
cos cos0 lim lim lim 3.

1x x x

x xx x
x xx

x
φ φ

+ + +

+

→ → →

−
+ +

= = = =
 

因此，问题 1利用洛必达法则即可解决。但是，利用分离参数法和洛必达法则我们似乎只得到了 3a < ，

这离标准答案 3a ≤ 还差一个 3a = 的情形。于是，利用洛必达法则，我们又产生如下的问题 2： 
问题 2：为何利用洛必达法则，会漏掉 3a = 的情形？ 
其实并不是由于我们使用了洛必达法则而导致了漏掉 3a = 的情形，而是我们使用洛必达法则时，只

是在(*)式右边取了极限。这当然有所不妥。准确的做法应该是对(*)式两边取极限。再结合极限的保不等

式性我们即可得到正确答案。所谓函数极限的保不等式性指的是如下的一个结果： 
命题 1 [2] [3]：设极限 ( )lim

x a
f x

→
和 ( )lim

x a
g x

→
都存在，且存在 0δ > 使得当 0 x a δ< − < 时恒有

( ) ( )f x g x< ，则 ( ) ( )lim lim
x a x a

f x g x
→ →

≤ 。 

命题 1 告诉我们，如果两个函数局部上存在严格不等号，若它们极限存在，则极限严格保号的同时，

其结果亦可取等式。对于可以取等号的情形，一个简单的例子就是当 0x > 时，恒有 

( ) ( ) ( )1 1 1f x x g x x= + < = . 

但是， ( ) ( )lim lim 0
x x

f x g x
→+∞ →+∞

= = 。 

现在我们对(*)式两边取极限，并且由极限的保不等式性，可得 

( )
3

0 0 0

sin sin 2
coslim lim lim 3.

x x x

x x
xa a x

x
φ

+ + +→ → →

+
= ≤ = =

 

因此，利用极限的保不等式性，可以保证问题 2 的解决。 

从上述计算过程可知，为了求参数 a 的范围，我们构造了两次函数以及求了两次导数，以判断某个

函数的单调性。这种判断函数的单调性，其所涉及到的计算量无疑也是复杂的。因此，自然地提出如下

的问题 3： 
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问题 3：是否有其他快速判断函数单调性方法，以替代上述计算中所出现的多次构造函数和多次求

导的繁杂过程？ 

3. 单调洛必达法则 

问题 3 的答案是肯定的。单调洛必达法则正是解决这一困难的一个有效工具。所谓判断函数单调性

的单调洛必达法则，指的是如下的一个结果。 

单调洛必达法则[4] [5] 若函数 ( ) ( ),f x g x 在 ( ),a b 上可导，且 ( ) ( ) 0f a g a+ += = 或 ( ) ( ) 0f b g b= =－ － ， 

且 ( )g x′ 在 ( ),a b 不为零。若
( )
( )

f x
g x
′
′

在 ( ),a b 单调递增(或者单调递减)，则
( )
( )

f x
g x

也在 ( ),a b 单调递增(或者单

调递减)。 

一般来说，判断两个可导函数 ( ) ( ),f x g x 的商
( )
( )

f x
g x

的单调性，需要对
( )
( )

f x
g x

求导，可得其导数为

( ) ( ) ( ) ( )
( )2

f x g x f x g x
g x

′ ′−
；然后再判断函数 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x′ ′− 的符号即可。上述法则表明，欲判断

( )
( )

f x
g x

的单调性，我们只需要考察
( )
( )

f x
g x
′
′

的单调性即可。这往往比判断 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x′ ′− 的符号来得

容易。现在我们利用该法则以判断函数 

( )
3

sin sin 2
cos , 0,

2

x x
xx x

x
πφ

+
 = ∈ 
 

 

的单调性。为此，引入函数： 

( ) ( )1 23
sin sin 2 , , 0, .

2cos
xf x x f x x x
x

π = + = ∈ 
 

 

显然 ( ) ( )1 2,f x f x 在 ( )0, 2x π∈ 内可导，且满足 ( )2 1 0f x′ = > ， ( ) ( )1 20 0 0f f+ += = 。因此可用上述的

单调洛必达法则。通过计算，可得 

( )
( )

( )4 2

61

2

2 2
2

4

2
2

4

2
4 2

cos sin 3cos sin
2cos 2

cos
1

cos 3sin 4cos 2
cos

3 2cos 4cos 2
cos
3 2 4cos 2.

cos cos

x x x x
xf x x

f x

x x x
x
x x

x

x
x x

 − ⋅ ⋅ −  +′
=

′

+
= + −

−
= + −

= − + −

 

考察函数 ( ) ( )2
4 2
3 2 4 2,  0,1t t t
t t

γ = − + − ∈ 。则 

( )
( )2 6

5 3
5

4 3 2
12 4 8 0.

t t
t t t t

t
γ − −

− + +
′ = − + + = <  

而余弦函数 cos x在 ( )0, 2x π∈ 内单调递减。因此，根据复合函数的单调性法则可知，函数 
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( )
( )

1 2
4 2

2

3 2 4cos 2
cos cos

f x
x

f x x x
′

= − + −
′

 

在 ( )0, 2x π∈ 上单调递增。所以，根据单调洛必达法则可知， ( )xφ 在 ( )0, 2x π∈ 上单调递增。 

4. 单调洛必达法则的应用再一举例 

貌似上述例子还看不出单调洛必达法则在求解高中数学这类题型的快速应用，为此我们再看看如下

一个例子： 

题 2：(2010 年新课标全国卷理科数学第 21 题)设函数 ( ) 21xf x e x ax= − − − 。 
(1) 若 0a = ，求 ( )f x 的单调区间； 
(2) 若当 0x ≥ 时 ( ) 0f x ≥ ，求 a 的取值范围。 
我们只看第(2)问。显然，当 0x = 时，对于所有的实数 a ，恒有 ( ) 0f x ≥ 。因此，我们仅讨论 0x > 的

情形。此时，因为 ( ) 0f x ≥ 对于所有的 0x > 恒成立。所以，分离参数可得 

2
1.

xe xa
x
− −

≤  

所以 

2(0, )

1min .
x

x

e xa
x∈ +∞

− −
≤  

接下来，我们采用单调洛必达法则，以求 a 的最大值。为此，考虑函数 ( ) 2
1f x x= ， ( )2 1xf x e x= − − 。

显然，对于所有的 0x > ，有 ( )1 2 0f x x′ = ≠ 。且 ( ) ( )1 20 0 0f f+ += = 。使用单调洛必达法则，可得 

( )
( )

2

1

1
2

xf x e
f x x
′ −

=
′

. 

又因为 ( )2 2 0f x′′ = ≠ ，且 ( ) ( )1 20 0 0f f+ +′ ′= = ，因此再次使用单调洛必达法则，可得 

( )
( )

2

1

.
2

xf x e
f x
′′

=
′′

 

而函数
( )
( )

2

1

f x
f x
′′
′′

显然在 0x > 是单调递增的，所以由单调洛必达法则，可知函数
( )
( )

2

1

f x
f x
′
′

在 0x > 是单调

递增的；从而，再次根据单调洛必达法则，可得函数
( )
( )

2

1

f x
f x

在 0x > 是单调递增的。所以，a 的取值范围

满足： 

20 0 0

1 1 1lim lim lim .
2 2 2

x x x

x x x

e x e ea
xx+ + +→ → →

− − −
≤ = = =  

5. 求解过程的归纳总结 

总之，对于上述类型的高考题，我们的处理方法是：先分离参数；然后利用单调洛必达法则判断函

数的单调性，这里可能会多次用到该法则；最后用洛必达法则。这样即可完整求解这类求参数题目的解，

而且做到不重不漏。在此，我们将上述讨论的两道高考题及其结果化为如下一般的命题： 

命题 1 设函数 ( ) ( )1 2,f x f x 在区间 ( ),a b 上连续可导(其中 b 可能为 +∞ )，且满足 ( ) ( ) 0f a g a+ += = 和 
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( ),x a b∀ ∈ ， ( )2 0f x′ ≠ 。若对于所有的 ( ),x a b∈ ，不等式
( )
( )

1

2

f x
M

f x
< (或

( )
( )

1

2

f x
M

f x
≤ )恒成立。则当函数

( )
( )

1

2

f x
f x
′
′

在 ( ),a b 上单调递增，有 

( )
( )

1

2

, lim .
x a

f x
M

f x+→

 
∈ −∞ 
 

 

命题 2 设函数 ( ) ( )1 2,f x f x 在区间 ( ),a b 上连续可导(其中 b 可能为 +∞ )，且满足 ( ) ( )1 2 0f b f b− −= =  

和 ( ),x a b∀ ∈ ， ( )2 0f x′ ≠ 。若对于所有的 ( ),x a b∈ ，不等式
( )
( )

1

2

f x
M

f x
<  (或

( )
( )

1

2

f x
M

f x
≤ )恒成立。则当函数

( )
( )

1

2

f x
f x
′
′

在 ( ),a b 上单调递减，有 

( )
( )

1

2

, lim .
x b

f x
M

f x−→

 
∈ −∞ 
 
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