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摘  要 

本文利用由高阶切集所构建的高阶导数，建立了向量优化准则下集值优化问题弱极小元的最优性充分条

件和必要条件，在上集合少序关系下分别介绍了集值优化问题在集优化准则下弱极大元和严格弱极大元

的一些性质，并得到了严格弱极大元的最优性充分条件和必要条件。 
 
关键词 

广义高阶弱切上图导数，最优性条件，向量优化，集优化 
 

 

Higher-Order Optimality Conditions for  
Set-Valued Optimization Problems 
Junzhe Zhu1, Xiaowei Xue2* 
1College of Mathematics and Statistics, Chongqing Jiaotong University, Chongqing 
2School of Mathematics and Artificial Intelligence, Chongqing University of Arts and Sciences, Chongqing 
 
Received: November 13, 2025; accepted: December 9, 2025; published: December 17, 2025   

 
 

 
Abstract 
This article establishes the sufficient and necessary optimality conditions for weakly minimal ele-
ments of set-valued optimization problems under the vector optimization criterion, using the higher-
order derivatives constructed by higher-order tangent sets. Under the upper set less order relation, 
it introduces some properties of weakly maximal elements and strictly weakly maximal solutions 
of set-valued optimization problems under the set optimization criterion respectively, and obtains 
the sufficient and necessary optimality conditions for strictly weakly maximal elements. 
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1. 引言 

集值优化是优化理论的一个重要分支，主要研究目标函数或约束条件为集值映射的优化问题。关于

集值优化的理论研究主要包括解的概念、标量化、解的存在性、最优性条件、解集的适定性、连通性、对

偶理论等方面[1]-[10]。目前，主要有两种准则定义集值优化问题的解，一种是向量优化准则，另一种是

集优化准则。向量优化准则[11]寻找的是集值目标函数在可行域内所有像集的并集的有效点，集优化准则

[12]是基于集合之间的某种序关系，寻找的是集值目标函数在可行域内所有像集组成的集合的有效元。 
高阶切集[13]和借助高阶切集建立的高阶导数是研究集值优化问题的一个重要工具，文献[14]借助高

阶切集提出了集值映射的高阶切上图导数并研究其性质，讨论了该导数在集值优化问题对偶理论中的应

用，文献[15]进一步研究了高阶切上图导数的性质，并分析了其灵敏性和稳定性，文献[16]借助高阶切集

提出一类集值映射广义高阶切上图导数，对其灵敏性进行了分析并将其应用于无约束复合集值优化问题

最优性条件的研究，文献[17]利用高阶切集建立了向量变分不等式问题间隙函数的一类高阶导数。 
本文受文献[13]-[17]工作的启发，利用由高阶切集所构建的高阶导数，研究了向量优化准则下一类集

值优化问题弱有效解的导数型最优性条件，在集值映射 C 凸的假设下得到了弱有效解的导数型最优性充

分条件；分析了集优化准则下集值优化问题弱极大解的一些重要性质，并研究了集优化准则下一类集值

优化问题在上集合少序关系下的 u -严格弱极大解的导数型最优性必要条件，在集值映射 C 凸的假设下得

到了 u -严格弱极大解的导数型最优性充分条件。 

2. 预备知识 

设 X 和Y 是实线性赋范空间，C Y⊆ 是具有非空内部的闭点凸锥， int C 表示集合 C 的内部，Y 中由

锥 C 诱导出的偏序关系 C≤ ， C< ，定义为： 

1 2 2 1 ;Cy y y y C≤ ⇔ − ∈  

1 2 2 1 int .Cy y y y C< ⇔ − ∈  

对于集值映射 : 2YF X → ，其有效域、图像和上图分别为： 

( ){ }: | ;domF x X F x= ∈ ≠ ∅  

( ) ( ){ }: , | ;grF x y X Y y F x= ∈ × ∈  

( ) ( ){ }: , | .Cepi F x y X Y y F x C= ∈ × ∈ +  

定义 2.1 [2] 令集合 A Y⊆ ， 0a Y∈ ， 
1) 在 int C 非空时，如果满足 ( )0 intA a C∩ − =∅，则称 0a 为 A 的一个弱极小点，记为 0 Ca WMin A∈ ； 
2) 在 int C 非空时，如果满足 { }int 0CA WMin A C⊆ + ∪ ，则称 A 具有弱极小性。 
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注 2.1 对于集合 A Y⊆ ，点 0a Y∈ ， 
1) 在 int C 非空时，如果满足 ( )0 intA a C∩ + =∅，则称 0a 为 A 的一个弱极大点，记为 0 Ca WMax A∈ ； 
2) 在 int C 非空时，如果满足 { }int 0CA WMax A C⊆ − ∪ ，则称 A 具有弱极大性。 
定义 2.2 [2]给定集值映射 : 2YF X → ，若对任意的 1x ， 2x X∈ ， 1λ ， [ ]2 0,1λ ∈ ， 1 2 1λ λ+ = ，有 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2 ,F x F x F x x Cλ λ λ λ+ ⊆ + +  

那么称 F 是 C 凸的。 
注 2.2 对集值映射 : 2YF X → ， F 是C 凸的当且仅当 Cepi F 是凸集。 
定义 2.3 [13] 设 S X⊂ 是一个非空集合， 0x clS∈ ， 1u X∈ ， [ )0r∈ +∞ ， 
1) S 在 0x 处沿方向 1u 关于 r 的高阶切集定义为： 

( ) { }1
0 1 0 1, , : | , 0 , 2 , , , ;h

r n n n n n n n n nT S x u u X t s t s r u u x t u t s u S n+ −= ∈ ∃ → → ∃ → + + ∈ ∀ ∈  

2) S 在 0x 处沿方向 1u 关于 r 的邻接高阶切集定义为： 

( ) { }1
0 1 0 1, , : | , 0 , 2 , , , .hi

r n n n n n n n n nT S x u u X t s t s r u u x t u t s u S n+ −= ∈ ∀ → → ∃ → + + ∈ ∀ ∈  

注 2.3 [14] 设 S X⊂ 是一个非空集合， 0x clS∈ ， 1u X∈ ， [ )0r∈ +∞ ，如果集合 S 是凸集且 1u S∈ ，

那么 ( ) ( )0 1 0 0 1 0, , , ,h hi
r rT S x u x T S x u x− = − 。 

注 2.4 高阶切集和邻接高阶切集的另一种定义方式： 

1) ( ) ( )
1

0 1 0 1
, 0 , 2

1, , : limsuph
r

s t ts r
T S x u S x tu

st+ −→ →

= − − ； 

2) ( ) ( )
10 1 0 1

, 0 , 2

1, , : liminfhi
r

s t ts r
T S x u S x tu

st+ −→ →
= − − 。 

定义 2.4 [14] 给定集值映射 : 2YF X → ， ( )0 0,x y grF∈ ， ( )1 1,u v X Y∈ × ， F 在 ( )0 0,x y 处沿方向

( )1 1,u v 关于 r 的高阶切导数定义为： 

( ) ( ) ( )( )0 0 1 1 0 0 1 1, , , : , , , , ,h h
r rgrD F x y u v T grF x y u v=  

即 

( )( ) ( ) ( ){
( ) }

1
0 0 1 1

0 1 0 1

, , , | , 0 : 2 , , , ,

, .

h
r n n n n n n

n n n n n n n n

D F x y u v u v Y t s t s r u v u v

y t v t s v F x t u t s u n

+ −= ∈ ∃ → → ∃ →

+ + ∈ + + ∀ ∈
 

定义 2.5 [16] 给定集值映射 : 2YF X → ， ( )0 0,x y grF∈ ， ( )1 1,u v X Y∈ × ， F 在 ( )0 0,x y 处沿方向

( )1 1,u v 关于 r 的广义高阶弱切上图导数定义为： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }0 0 1 1 0 0 1 1, , , : | , , , , , .h h
C r C r CG WE D F x y u v u WMin v Y u v T epi F x y u v− = ∈ ∈  

定义 2.6 [13] 给定集值映射 : 2YF X → ， ( )0 0,x y grF∈ ， ( )1 1,u v X Y∈ × ，如果对任意的 , 0n nt s +→ ，

1 2n nt s r− → ， nu u→ ，存在 nv v→ 使得 

( )0 1 0 1 ,n n n n n n n ny t v t s v F x t u t s u+ + ∈ + +  

那么称 F 在 ( )0 0,x y 处沿方向 ( )1 1,u v 关于 r 高阶半可微。 
引理 2.1 [16] 如果集值映射 : 2YF X → 是 C -凸的， ( )0 0,x y grF∈ ， ( )1 1,u v epiF∈ ，且 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }0 0 1 1| , , , , ,h
F r CP v Y u v T epi F x y uu v= ∈ ∈ 具有弱极小性，那么 

( ) ( )( )0 0 0 1 0 1 0 0, , , , .h
C rF u y G WE D F x y u x v y u x C u X− ⊆ − − − − + ∀ ∈  
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3. 集值优化问题在向量准则下的最优性条件 

本节讨论集值优化问题在向量准则下的导数型高阶最优性条件。 
令 : 2YF X → 是一个集值映射，设 M X⊆ 非空，那么向量准则下的集值优化问题可写成如下形式： 

( ) ( )min s.t. .
C

VOP F x x M≤ ∈  

定义 3.1 给定点 ( )0 0,x y grF∈ ，如果对任意的 x M∈ ，有 

( )( ) ( )0 int ,F x y C− ∩ − =∅  

即 ( )0 Cy WMin F M∈ ，那么称点 ( )0 0,x y 为VOP 的一个弱极小元，称 0x 为为VOP 的一个弱极小解。 
定理 3.1 和定理 3.2 将分别给出VOP 弱极小解的必要条件和充分条件。 
定理 3.1 设 ( ) ( )0 0 0 0, ,x y grF x y∈ ，如果满足以下条件： 
1) 点 ( )0 0,x y 是VOP 的一个弱极小元； 
2) ( ) ( )1 1,u v M C∈ × − ； 
3) Cepi F 在 ( )0 0,x y 处沿方向 ( )1 1,u v 关于 r 高阶半可微， 
那么 

( )( )( ) ( ) ( )0 0 1 1 0 1, , , int , , , .h h
C r rG WE D F x y u v u C u T M x u− ∩ − =∅ ∀ ∈  

证明：假设结论不成立，那么存在 ( )0 1, ,h
ru T M x u∈ ，使得 

( )( )( ) ( )0 0 1 1, , , int .h
C rG WE D F x y u v u C− ∩ − =∅  

从而存在 ( )( ) ( )( )0 0 1 1 0 0 1 1, , , , , ,h h
C r r Cv G WE D F x y u v u D epi F x y u v u∈ − ⊆ 且 intv C∈− 。 

由 ( )0 1, ,h
ru T M x u∈ ，存在 , 0n nt s +→ ， 1 2n nt s r− → 及 nu u→ ，使得对所有的 n， 

0 1 .n n n nx t u t s u M+ + ∈                                   (1) 

又由于 Cepi F 在 ( )0 0,x y 处沿方向 ( )1 1,u v 关于 r 高阶半可微，因此对上述的 , ,n n nt s u ，存在 nv v→ ，

使得 

( )0 1 0 1 .n n n n n n n ny t v t s v F x t u t s u C+ + ∈ + + +  

从而存在 0c C∈ ，使得 

( )1 0 0 1 0.n n n n n n n nt v t s v c F x t u t s u y+ − ∈ + + −                           (2) 

由于 intv C∈− ，对于充分大的 n，有 intnv C∈− ，又 1v C∈− ，且 int intC C C C− − − ⊆ − ，故 

1 0 int .n n n nt v t s v c C+ − ∈−                                 (3) 

通过(2)和(3)可得 

( )( ) ( )0 1 0 int ,n n n nF x t u t s u y C+ + − ∩ − ≠ ∅  

再由(1)可得，存在 u M∈ ，使得 ( )( ) ( )0 intF u y C− ∩ − ≠ ∅，与点 ( )0 0,x y 是VOP 的弱极小元矛盾。 
下面举出一个例子来说明定理 3.1。 
例 3.1 令 X R= ， 2Y R= ， 2C R+= ， [ ]1,1M = − ，定义集值映射 : 2YF X → 为 

( )
( ){ } [ )
( ){ } [ ]

2
1 2 1 2 1

1 2 1 2

, 2 , , 1,0 ,

, 2 , 0 , 0,1 .

y y y x y y x
F x

y y y x y x

 = ≥ ∈ −= 
= ≥ ∈
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不难得到，集值映射 F 的一个弱有效元为 ( ) ( )( )0 0, 0, 0,0x y = 。令起始方向 ( ) ( )( )1 1, 1, 1,0u v = − − ，那

么它的高阶切集为： 

( ) ( )( )( ) ( )( ){ }1 2 1 2, 1,0 , 0, 1,0 , , | , , 0 .h
r CT epi F x y y x R y R y− − = ∈ ∈ ≥  

它的高阶弱切上图导数为： 

( ) ( )( )( ) ( ){ }1 2 1 20, 0,0 , 1, 1,0 , | , 0 .h
C rG WE D F u y y y R y− − − = ∈ =  

我们得到 ( )( )( ) ( )0 0 1 1, , , inth
C rG WE D F x y u v u C− ∩ − =∅， ( )0 1, ,h

ru T M x u∀ ∈ 。 
定理 3.2 设 F 是 C 凸的， ( )0 0,x y grF∈ ， ( )1 1,u v epiF∈ ，如果以下条件均满足： 
1) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }0 0 1 1| , , , , ,h

F r CP v Y u v T epi F x y uu v= ∈ ∈ 满足弱极小性； 
2) ( )( )( ) ( )0 0 1 0 1 0 0, , , inth

C rG WE D F x y u x v y u x C C− − − − + ∩ − =∅ , u M∀ ∈ ， 
那么 ( )0 0,x y 是VOP 的一个弱极小元。 
证明：假设 ( )0 0,x y 不是VOP 的弱极小元，那么存在 u M∈ ，使得 

( )( ) ( )0 int ,F u y C− ∩ − ≠ ∅                                  (4) 

由于 F 是 C 凸的，且 ( )FP u 满足弱极小性，故根据引理 2.1 可以得到 

( ) ( )( )0 0 0 1 0 1 0 0, , , ,h
C rF u y G WE D F x y u x v y u x C− ⊆ − − − − +                 (5) 

由(4)和(5)可得 

( )( )( ) ( )0 0 1 0 1 0 0, , , int ,h
C rG WE D F x y u x v y u x C C− − − − + ∩ − ≠ ∅  

与条件 2)相矛盾。 

4. 集值优化问题在集优化准则下的最优性条件 

本节讨论集值优化问题在集优化准则下的高阶最优性条件。 
定义 4.1 [18] 设集合 ,A B Y⊆ ， 
1) 如果满足 a A∀ ∈ ， b B∃ ∈ 使得 Ca b≤ ，即 A B C⊆ − ，那么称这种集合关系为上集合少序关系，记

为 u
CA B≤ ； 

2) 如果满足 a A∀ ∈ ， b B∃ ∈ 使得 Ca b< ，即 intA B C⊆ − ，那么称这种集合关系为上集合弱少序关系，

记为 u
CA B< 。 

定义 4.2 设 'A 是包含Y 中子集的一个集合族， 
1) 对任意的 B A′∈ ，如果 u

CA B≤ ，则有 u
CB A≤ ，那么称 A 是 A′的一个 u -极大集； 

2) 对任意的 B A′∈ ，如果 u
CA B< ，则有 u

CB A< ，那么称 A 是 A′的一个 u -弱极大集。 
令 : 2YF X → 是一个集值映射，设 M X⊆ 非空，那么集优化准则下的集值优化问题可写成如下形式： 

( ) ( ){ }max s.t. .u
C

SOP F x x M
≤

∈  

定义 4.3 设像集 ( ){ }:F F x x M′ = ∈ ， 
1)如果 ( )0F x 是 F ′的一个 u -极大集，那么称 0x 是 SOP 的一个 u -极大解，记为 Cu Max F− ，称 
( )( )0 0,x F x 为 SOP 的一个 u -极大元； 

2)如果 ( )0F x 是 F ′的一个 u -弱极大集，那么称 0x 是 SOP 的一个 u -弱极大解，记为 Cu WMax F− ，称 
( )( )0 0,x F x 为 SOP 的一个 u -弱极大元。 
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定义 4.4 设 0x M∈ ，如果存在点 0x 的邻域 ( )0U x 使得对任意的 ( )0x U x M∈ ∩ ， ( ) ( )0
u
CF x F x≮ ，那

么称 ( )( )0 0,x F x 是 SOP 的一个 u -严格弱极大元。 
引理 4.1 令 0x M∈ ，那么 0 Cx u WMax F∈ − 当且仅当对任意的 x M∈ ，下列条件之一成立： 
1) ( ) ( )0

u
CF x F x< 且 ( ) ( )0

u
CF x F x< ； 

2) 存在 ( )0 0y F x∈ ，使得 ( )( )0 intF x y C− ∩ =∅。 
证明：假设条件 1)和 2)均不成立，那么存在 x M∈ ，对所有的 ( )0 0y F x∈ ，存在 ( )y F x∈ ，使得

0 inty y C− ∈ 。从而 ( ) ( )0 intF x F x C⊆ − ，即 ( ) ( )0
u
CF x F x< ，由于 1)不成立，故 ( ) ( )0

u
CF x F x≮ ，与

0 Cx u WMax F∈ − 矛盾。 
相反地，假设 0 Cx u WMax F∉ − ，那么存在 x M∈ 使得 ( ) ( )0

u
CF x F x< ，且 ( ) ( )0

u
CF x F x≮ ，与条件 1)

矛盾，并且对任意的 ( )0 0y F x∈ ，存在 ( )y F x∈ ，使得 0 inty y C∈ − 即 0 inty y C− ∈ ，因此 
( )( )0 intF x y C− ∩ ≠∅，与条件 2)矛盾。  
引理 4.2 令 0 ,x x M∈ ，如果以下条件均满足： 
1) ( ) ( )0

u
CF x F x≮ ； 

2) ( )0F x 具有弱极大性且 ( ) { }0 0CWmax F x y= 。 
那么 ( )( )0 intF x y C− ∩ =∅。 
证明：假设 ( )( )0 intF x y C− ∩ ≠∅，那么存在 ( )y F x∈ ，使得 0 inty y C− ∈ ，即 ( )0 inty F x C∈ − 。

由于 ( )0F x 具有弱极大性且 ( ) { }0 0CWmax F x y= ，因此对任意的 ( )0 0y F x′ ∈ ，存在 { }int 0c C∈ ∪ 使得

0 0y y c′ = − ，可以得到 ( )0 inty F x C′ ∈ − ，因此 ( ) ( )0 intF x F x C⊆ − ，即 ( ) ( )0
u
CF x F x< ，与条件 1)相矛盾。 

定理 4.1 和定理 4.2 将分别给出 SOP 弱极小解的必要条件和充分条件。 
定理 4.1 对于 0x M∈ ，如果以下条件均满足： 
1) ( )( )0 0,x F x 是 SOP 的一个 u -严格弱极大元； 
2) ( )1 1,u v M C∈ × ； 
3) ( )0F x 具有弱极大性且 ( ) { }0 0CWmax F x y= ； 
4) F 在 ( )0 0,x y 处，沿方向 ( )1 1,u v 关于 r 高阶半可微， 
那么 

( )( ) ( )0 0 1 1 0 1, , , int , , , .h h
r rD F x y u v u C u T M x u∩ =∅ ∀ ∈  

证明：已知 ( )( )0 0,x F x 是 SOP 的一个 u -严格弱极大元，由定义 4.4 可得，存在点 0x 的邻域 ( )0U x ，

对任意的 ( )0x U x M∈ ∩ ，使得 ( ) ( )0
u
CF x F x≮ 。 

由于 ( )0 1, ,h
ru T M x u∈ ，因此存在 nt ， 0ns +→ ， 1 2n nt s r− → ，存在 nu u→ ，对充分大的 n，有 

0 1 .n n n nx t u t s u M+ + ∈  

设 ( )( )0 0 1 1, , ,h
rv D F x y u v u∈ ，由于 F 在 ( )0 0,x y 处，沿方向 ( )1 1,u v 关于 r 高阶半可微，因此对上述的 nt ，

ns ， nu ，存在 nv v→ 使得 

( )0 1 0 1 ,n n n n n n n ny t v t s v F x t u t s u+ + ∈ + +  

记 0 1n n n n nw y t v t s v= + + ，当 n充分大时，有 ( )0 1 0n n n nx t u t s u U x M+ + ∈ ∩ ，由 ( )( )0 0,x F x 是 SOP 的一个

u -严格弱极大元知 ( ) ( )0 0 1
u
C n n n nF x F x t u t s u+ +≮ ，又由于 ( )0F x 具有弱极大性且 ( ) { }0 0CWmax F x y= ，因此

根据引理 4.2， 

( )( )0 1 0 int .n n n nF x t u t s u y C+ + − ∩ =∅                            (6) 
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假设 intv C∈ ，由于 nv v→ ，因此当 n充分大时， intnv C∈ 。注意到 nt ， 0ns +→ ， 1v C∈ ，可以得到 

0 1 int int .n n n n nw y t v t s v C C C− = + ∈ + ⊆  

因此 

( )( )0 0 1 0 int ,n n n n nw y F x t u t s u y C− ∈ + + − ∩  

与(6)矛盾，我们得到对于任意的 ( )0 1, ,h
ru T M x u∈ ， 

( )( )0 0 1 1, , , int .h
rD F x y u v u C∩ =∅  

下面举出一个例子来说明定理 4.1。 
例 4.1 考虑集优化问题 ( ){ }F x ，令 X R= ， 2Y R= ， 2C R+= ， [ ]1,1M = − 。定义集值映射 

( ){ } ( ) ( ){ }22 2
1 2 1 2, | 1 1F x y y y y x= + + + ≤ ， x M∈ 。 

不难得出，该集优化问题的 u -严格弱极大元为 ( )( )0, 0F ， ( ) ( )0 0,0CWmax F = ，那么 grF 在点

( )( )0, 0,0 处沿方向 ( )( )0, 1,0 的高阶切集为： 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ){ }1 2 1 2, 0, 0,0 , 0, 1,0 , , | , 0, .h
rT grF x y y y R y x R= ∈ = ∈  

高阶弱切上图导数为： 

( ) ( )( )( ) ( ){ } [ ]1 2 1 20, 0,0 ,0, 1,0 , | , 0 , 1,1 .h
rD F u y y y R y u= ∈ = ∈ −  

我们得到 ( ) ( )( )( )0, 0,0 ,0, 1,0 inth
rD F u C∩ =∅。 

定理 4.2 设 F 是 C 凸的， ( )0 0y F x∈ ， ( )1 1,u v epiF∈ 。如果以下条件均满足： 
1) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }0 0 1 1| , , , , ,h

F r CP v Y u v T epi F x y uu v= ∈ ∈ 满足弱极小性； 
2) ( )( )( )0 0 1 0 1 0 0, , , inth

C rG WE D F x y u x v y u x C C− − − − + ∩ ≠∅ , u M∀ ∈ ， 
那么 ( )( )0 0,x F x 是 SOP 的的 u -弱极大元。 
证明：假设 ( )( )0 0,x F x 不是 SOP 的 u -弱极大元，根据引理 4.1 可得，存在 u M∈ ，使得对任意的

( )0 0y F x∈ ，都有 ( )( )0 intF u y C− ∩ ≠∅，即存在 ( )v F u′∈ ，使得 

0 int .v y C′ − ∈  

由于 F 是 C 凸的，且 ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }0 0 1 1| , , , , ,h
F r CP v Y u v T epi F x y uu v= ∈ ∈ 满足弱极小性，故根据引理 2.1

可得 

( ) ( )( )0 0 0 1 0 1 0 0, , , ,h
C rF u y G WE D F x y u x v y u x C− ⊆ − − − − +  

从而 

( )( )0 0 0 1 0 1 0 0, , , ,h
C rv y G WE D F x y u x v y u x C C′ − ∈ − − − − + +  

因此 

( )( )( )0 0 1 0 1 0 0, , , int ,h
C rG WE D F x y u x v y u x C C− − − − + ∩ ≠∅  

与定理条件 2)矛盾。 
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