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摘  要 

本研究建立了一个随机速度的Lévy游走模型，通过引入Gamma和Beta分布来描述随机速度的统计特性，

当游走时间服从指数分布时，系统会经历从短时超扩散到长时正常扩散的转变；而当游走时间服从幂律

分布时，系统则始终保持超扩散状态。研究发现，Gamma分布参数 ( )k,θ 和Beta分布参数 ( ),α α+ − 决定

了扩散过程的强度和各向异性程度。该研究不仅为理解复杂系统中的反常扩散现象提供了新的理论框架，

也为相关领域的定量分析和预测建模奠定了重要基础。 
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Abstract 
This study establishes a Lévy walk model with random speeds by introducing Gamma and Beta dis-
tributions to characterize the statistical properties of stochastic velocities. When the walking time 
follows an exponential distribution, the system undergoes a transition from short-term super- 
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diffusion to long-term normal diffusion. In contrast, when the walking time follows a power-law 
distribution, the system persistently exhibits superdiffusive behavior. The research reveals that the 
parameters of the Gamma and Beta distributions determine the intensity and anisotropy of the dif-
fusion process. This work not only provides a new theoretical framework for understanding anom-
alous diffusion in complex systems but also lays an important foundation for quantitative analysis 
and predictive modeling in related fields. 
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1. 引言 

随机运动现象在自然界和人类社会中普遍存在，其动力学特征往往呈现出非高斯和非平衡的统计特

性[1] [2]。从微观尺度看，布朗运动展现了粒子在流体中的随机游走[3]；在介观尺度，动物的觅食行为表

现出复杂的空间探索模式[4] [5]；而在宏观层面，人类迁移和金融市场波动同样显示出非平凡的动力学行

为[6] [7]。这些现象的扩散特性通常通过均方位移(MSD) ( ) ( )2 2 , dx t x P x t x= ∫ 与时间 t 的标度关系

( )2 ~x t tδ 来表征[1] [2] [8]：当 1δ ≠ 时表现为反常扩散，其中 0 1δ< < 对应亚扩散， 1δ > 则对应超扩散。

经典的布朗运动 ( )1δ = [3]因其马尔可夫性和高斯性，难以刻画实际系统中的复杂扩散行为。 
在诸多反常扩散模型中，Lévy walk 因其物理上的合理性而备受关注[9]。与连续时间随机游走(CTRW)

不同，Lévy walk 通过耦合跳跃长度与等待时间，保证了有限的传播速率和均方位移，这一特性使其成为

描述反常热传导、无序介质中光传输等物理过程的理想模型[10]-[12]。研究表明，Lévy walk 不仅是一种

高效的搜索策略，其首次通过时间特性也与多种生物运动模式相符[13] [14]。从分子运动到癌细胞迁移

[15]，从原始部落的觅食行为到现代城市中的人类移动[16] [17]，Lévy walk 动力学特征在多个尺度上被

观测到。特别是在 COVID-19 疫情期间，病毒传播模式展现出与 Lévy walk 相似的时空关联特性[18]。 
在速率分布模型的选择上，我们采用 Beta 分布描述速率的方向相关性，Gamma 分布刻画速率的幅

度涨落，这一设计具有明确的物理合理性。Beta 分布在[0, 1]区间上的灵活性使其能够精确刻画速率的方

向偏好性：当形状参数α β= 时，系统呈现各向同性扩散；当α β≠ 时，则产生方向偏好性，这与生物趋

化性、颗粒在势场中的定向运动等物理情景高度吻合。同时，Gamma 分布通过形状参数 k 和尺度参数 θ
的调节，能够更好地描述速率幅度的涨落特性。传统的均匀分布模型[18]无法刻画实际系统中观测到的非

均匀速率特性，本工作采用的 Beta 和 Gamma 分布框架，既保留了数学上的简洁性，又能够通过参数调

节生成丰富分布形态，从而更精确地拟合实验观测数据。特别地，Gamma 分布在 1k = 时退化为指数分布，

与热力学系统中 Maxwell 速度分布的高速率尾部具有相似特性，为连接微观粒子运动与宏观统计力学提

供了自然桥梁。 
值得注意的是，实际系统中的运动速率往往不是恒定值。近期研究表明，速率大小可能与游走步长、

持续时间或当前位置存在复杂的依赖关系[19]。这一发现促使我们重新思考传统 Lévy walk 模型的基本假

设。基于此，本文提出了一种改进的 Lévy walk 模型，通过引入随机速率分布来更真实地刻画粒子运动特

性。具体而言，我们采用 Beta 分布描述速率的方向相关性，Gamma 分布刻画速率的幅度涨落，并系统研

究了游走时间服从指数分布和幂律分布两种情形下的动力学行为。这一建模框架不仅保留了传统 LW 在
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描述反常扩散方面的优势，更重要的是能够反映实际系统中速率的统计特性，为理解复杂环境下的输运

现象提供了新的理论视角。 

2. 带有随机速率的 Lévy Walk 

2.1. 随机速率模型介绍 

考虑一维空间中具有随机速率的 Lévy walk 过程，其具有联合分布 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1, d ,
2

x x v h v vϕ τ ϕ τ δ τ
∞

= −∫                             (1) 

其中 ( )ϕ τ 为游走时间的概率密度函数， ( )h v 为随机速率的概率密度函数。 
令 ( ),q x t 为莱维游走粒子在 t 时刻完成一次更新，恰好位于位置 x 的概率密度函数，基于随机游走理

论[20]，与上一更新时刻建立关系，可以写成以下形式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00 0

1, , d d d ,
2

t
q x t q x y t y v h v v y t P xτ ϕ τ δ τ τ δ

∞ ∞

−∞
= − − − +∫ ∫ ∫          (2) 

上式右边第一项表示在时刻 t τ− 位于位置 x y− ，由概率密度函数 ( )ϕ τ 生成新的游走时间τ ，更新一次恰 

好在时刻 t 位于位置 x 处，第二项表示初始分布。首项因子
1
2
表示粒子向左和向右运动的概率是一样的， 

这与 Lévy walk 是一样的。 
令 ( ),P x t 为在时间 t 粒子位于位置 x 的概率密度函数，与上一更新时刻建立联系， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1, , d d d ,
2

t
P x t q x y t y v h v v yτ ψ τ δ τ τ

∞ ∞

−∞
= − − −∫ ∫ ∫               (3) 

其中 ( )ψ τ 为存活概率，于是 

( ) ( )d .
τ

ψ τ ϕ τ τ
∞

′ ′= ∫                                (4) 

方程(3)意味着在 t τ− 时刻完成最后一次更新位于位置 x y− ，此时尚未到观测时间 t 且生成的游走时

间大于τ ，随后粒子在这一段存活时间τ 内将以 v± 的速率游走 y vτ= 的位移，因此 t 时刻粒子到达位置

x 处。 
基于方程(2)和(3)，借助狄拉克函数的性质 ( ) ( )x xδ δ= − 及 ( ) ( ) ( )df x x y x f yδ − =∫ 化简可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00 0 0 0

1 1, , d d , d d ,
2 2

t t
q x t q x v t h v v q x v t h v v t P xϕ τ τ τ τ ϕ τ τ τ τ δ

∞ ∞
= − − + + − +∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

1 1, , d d , d d .
2 2

t t
P x t q x v t h v v q x v t h v vψ τ τ τ τ ψ τ τ τ τ

∞ ∞
= − − + + −∫ ∫ ∫ ∫  

对上述两式关于 x 作傅里叶变换至 k ，结合其卷积定理和欧拉公式[21]可得 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )

00 0

00 0

1, e e d , d
2

cos d , d ,

t ikv ikv

t

q k t h v v q k t t P k

kv h v v q k t t P k

τ τϕ τ τ τ δ

ϕ τ τ τ τ δ

∞ −

∞

= + − +

= − +

∫ ∫

∫ ∫



 





 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )
0 0

, cos d , d .
t

P k t kv h v v q k tψ τ τ τ τ
∞

= −∫ ∫

  

再此对上述两式关于 t 作拉普拉斯变换至 s ，结合其卷积定理[21]可得 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )00
ˆ ˆ, cos d , ,sq k s kv h v v q k s P kτ ϕ τ τ

∞

→= +∫ 

   
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( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )
0

ˆ ˆ, cos d , .sP k s kv h v v q k sτ ψ τ τ
∞

→= ∫

  

对上面两式进行整理，则在傅里叶–拉普拉斯空间下的概率密度函数为 

( )
( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }
0 0

0

cos dˆ ,
1 cos d

s

s

P k kv h v v
P k s

kv h v v

τ

τ

ψ τ τ

ϕ τ τ

→

→

∞

∞
=

−

∫

∫








                       (5) 

2.2. 统计矩计算及分析 

为了计算 Lévy walk 过程中粒子位置的统计矩，我们对 ( )cos kvτ 进行 Taylor 展开，即 

( ) ( ) ( )
2

4cos 1
2

kv
kv O k

τ
τ − + ，则 

( ) ( ) ( )
2 2 22 2

2
0 0

cos d 1 d 1 ,
2 2

k vkkv h v v h v v
τττ τ

∞ ∞
− = −∫ ∫  

其中 2v 表示随机速率的二阶矩。 
根据上式化简(5)式可得 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
0

2 2

ˆ ˆ2ˆ , ,
ˆ ˆ2 2

P k s v k s
P k s

s v k s

ψ ψ

ϕ ϕ

 ′′− 
′′− +





                           (6) 

其中 ( )ˆ sψ 为存活概率在频域空间的表达式，根据(4)有 ( ) ( )ˆ1ˆ s
s

s
ϕ

ψ
−

= 。 

根据 ( ) ( )
0

ˆ ,nn
n

k

x i P k s
k =

∂
= −

∂
 可得 

0.x   

进一步可以得到频域空间下的二阶矩为 

( ) ( )
( )

( )
( )( )

2 2 ˆ ˆ
ˆ .

ˆ ˆ1 1
s s

x s v
s s s

ψ ϕ
ϕ ϕ

 ′′ ′′
+ 

− −  
                          (7) 

2.2.1. 游走时间服从指数分布 
当游走时间服从指数分布： 

( ) e ,λτϕ τ λ −=                                     (8) 

我们有 

( )ˆ s
s

λϕ
λ

=
+

, ( ) 1ˆ s
s

ψ
λ

=
+

 

将上面两式代入(7)并对 s 关于 t 进行拉普拉斯变换逆变换，得到 

( ) ( )2 2
2

1 12 e 1 .tx t v t λ

λ λ
− + −  

                              (9) 

上式展示了粒子均方位移(MSD)随时间演化的规律，其动力学行为呈现两段式特征，短时间 ( )1t λ−
 时， 

将指数项 Taylor 展开，
( )2

e 1
2

t t
tλ λ

λ− ≈ − + ，代入上式可得 ( )2 2 2~x t v t ，对应于弹道扩散；长时间
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( )1t λ−
 时，指数项 e 0tλ− → ，主导项为线性项，即 ( )

2
2

2
~

v
x t t

λ
，此时粒子运动趋近于布朗运动， 

MSD 随时间线性增长。特征时间尺度 1λ− 决定了两种机制的过渡，这一模型广泛应用于生物运动和异常

输运现象的研究[13] [14]。 

2.2.2. 游走时间服从幂律分布 
当游走时间服从幂律分布： 

( ) 0
1 ,
α

α

ατϕ τ
τ +=                                     (10) 

其中 0 0τ > ， 0 1α< < ，当时间充分长时经过拉普拉斯变换后的渐进形式为[22] 

( ) ( )0ˆ ~ 1 1s sα αϕ τ α− Γ − , ( ) ( ) 1
0ˆ ~ 1s sα αψ τ α −Γ −  

将上面两式代入(7)并对 s 关于 t 进行拉普拉斯变换逆变换，得到 

( ) ( )2 2 21 .x t v tα−                                 (11) 

上式揭示了 Lévy 游走在幂律游走时间分布 ( )0 1α< < 下的核心特征：粒子均方位移随时间呈二次增长，

表现出典型的弹道超扩散行为。这一结果源于游走时间分布的长尾特性 ( )1 ατ − − 使粒子频繁保持长时间定

向运动，其中参数α 调控扩散强度，α 越小，扩散越接近理想弹道运动。该结论不仅解释了生物觅食等

自然现象中的高效迁移策略，还为设计基于超扩散的优化搜索算法提供了理论依据，突显了幂律统计在

非平衡系统中的关键作用[16] [17]。 

2.3. 具体随机速率分布分析 

2.3.1. 随机速率服从 Beta 分布 
当随机速率服从 Beta 分布： 

( ) ( )
( )

11 1
,

,
v v

h v
B

αα

α α

−+ −−

+ −

−
=                                  (12) 

其中 ( ) ( )
( ) ( )

,B
α α

α α
α α

+ −
+ −

+ −

Γ +
=
Γ Γ

为 Beta 函数， , 0α α+ − > ， 0 1v≤ ≤ ，Beta 分布的均值与方差分别为 

v α
α α

+

+ −

=
+

, ( )
( ) ( )2 .

1
Var v α α

α α α α
+ −

+ − + −

=
+ + +

 

进一步可得到速率的二阶矩为 

( )
( )( )

2 1
.

1
v

α α
α α α α

+ +

+ − + −

+
=

+ + +
                               (13) 

(1) 游走时间服从指数分布 
将(13)代入(9)中，可得指数分布游走时间的二阶矩表达式为 

( ) ( )
( )( ) ( )2

2

2 1 1 1 e 1 .
1

tx t t λα α
α α α α λ λ

+ + −

+ − + −

+  + − + + +  
                       (14) 

Lévy 游走中，当游走时间服从指数分布时，其均方位移(MSD)呈现跨时间尺度的动力学行为：长时

扩散由线性项主导，短时超扩散行为则由指数修正项决定。图 1 通过 Beta 分布刻画了不同的速率分布特
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性，进而对应不同的扩散行为：第一组 U 型速率分布 ( )0.5α α+ −= = 速率集中在低值与高值两端，呈现间

歇性爆发运动(低速率段的“停滞”与高速率段的“爆发”交替)，扩散涨落最大； 
 

 
Figure 1. Evolution of the mean squared displacement (MSD) over time for a random walk with waiting times following an 
exponential distribution and rates following a Beta distribution under different Beta distribution parameters, where λ = 0.5 
图 1. 不同 Beta 分布参数下游走时间服从指数分布，速率服从 Beta 分布时 MSD 随时间的演化行为。其中 0.5λ =  
 

第二组均匀速率分布 ( )1α α+ −= = 速率在取值范围内均匀分布，代表无明显快慢偏好的对称扩散，扩

散涨落处于中等水平；第三组左偏速率分布 ( )1, 2α α+ −= = 速率集中在低值区域，描述受阻尼抑制的运动

状态。 
这种速率分布的形状调控直接影响扩散强度：对称且分散的速率分布(如 U 型)会因高速率段的“爆

发运动”增强扩散；集中于低值的偏态分布(如左偏)则因速率整体偏低而削弱扩散；均匀分布的扩散强度

则介于两者之间。这一参数化的速率分布调控方法，可系统模拟不同物理场景(如生物个体的间歇性运动、

平衡态下的对称扩散、介质阻尼中的沉降过程等)的扩散行为[15]-[17]。 
(2) 游走时间服从幂律分布 
类似地，将(13)代入(11)中，可得幂律分布游走时间的二阶矩表达式为 

( ) ( )( )
( )( )

2 21 1
.

1
x t t

α α α
α α α α

+ +

+ − + −

+ −
+ + +

                             (15) 

图 2 中展示了三种不同参数组合下 Lévy 游走的均方位移(MSD)随时间演化的理论预测与实验结果。

幂律分布游走时间导致的 MSD 表现为典型的超扩散行为 ( )2MSD t∝ ，其中参数α+ 和α− 通过系数 
( )( )

( )( )
1 1

1
C

α α α
α α α α

+ +

+ − + −

+ −
=

+ + +
调控扩散强度：当 0.5α α+ −= = 时扩散最强 ( )0.1875C = ， 1α α+ −= = 时次之 

( )0.1667C ≈ ，而 1, 2α α+ −= = 时最弱 ( )0.0556C ≈ 。实验数据与理论曲线的高度吻合验证了该模型对幂

律游走时间系统的适用性，特别是能准确描述从对称扩散 ( )α α+ −= 到非对称阻尼扩散 ( )α α+ −≠ 的连续过

渡行为。 
从上面可以看出，游走时间分布的选择决定了系统的扩散特性：当游走时间服从指数分布时，系统

表现出从短时弹道扩散 ( )2MSD t∝ 到长时正常扩散 ( )MSD t∝ 的过渡行为，由转向率 λ 控制过渡时间尺

度；而当游走时间服从幂律分布 ( )0 1α< < 时，系统则始终维持超扩散状态 ( )2MSD t∝ ，这是由于幂律分

布的长尾特性允许粒子保持极长时间的定向运动。当随机速率服从 Beta 分布时，两个参数α+ 和α− 共同
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调控速率分布的不对称性和扩散强度，其中指数分布情形适用于具有特征时间尺度的有限记忆系统，而

幂律分布则更适合描述具有长程关联的爆发性运动。这两种情况共同构成了 Lévy 游走模型描述从局部扩

散到全局输运的完整理论框架。 
 

 
Figure 2. Evolution of MSD over time in a random walk with power-law distributed waiting times and Beta distributed rates 
under different Beta distribution parameters. Here, α = 0.5 
图 2. 不同 Beta 分布参数下游走时间服从幂律分布，速率服从 Beta 分布时 MSD 随时间的演化行为。其中 0.5α =  

2.3.2. 随机速率服从 Gamma 分布 
当随机速率服从 Gamma 分布： 

( ) ( )
1ek v

k
vh v

k

θ

θ

− −

=
Γ

,                                   (16) 

其中 0v ≥ ，Gamma 分布的均值与方差分别为 

v kθ= , ( ) 2Var v kθ= . 

进一步得到速率的二阶矩为 

( )2 21 .v k k θ= +                                    (17) 

(3) 游走时间服从指数分布 
将(17)代入(9)中，可得指数分布游走时间的二阶矩表达式为 

( ) ( ) ( )2 2
2

1 12 1 e 1 .tx t k k t λθ
λ λ

− + + −  
                          (18) 

图 3 中展示的三组不同参数 ( ),k θ 下的 MSD 曲线，在双对数坐标下均呈现出从短时 2t 依赖到长时线

性增长的典型跨尺度转变，与理论预测完美吻合。特别值得注意的是，系数 ( ) 22 1k k θ+ 定量反映了 Gamma
分布参数对扩散强度的调控作用，较大的形状参数 k 和尺度参数θ 会导致更显著的扩散增强，这在不同参

数组的曲线间距差异中得到了直观体现。当 0.5k = 时，系统表现出最强的初始超扩散(曲线初始斜率最

大)，而随着 k 增大，扩散行为逐渐趋近于正常扩散。这种理论与实验的一致性，不仅验证了模型的正确

性，更为理解复杂系统中反常扩散的微观机制提供了重要依据。 
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Figure 3. Evolution of the mean squared displacement (MSD) over time for a random walk with exponentially distributed 
waiting times and Gamma distributed rates, under different Gamma distribution parameters. Here, λ = 0.5 
图 3. 不同 Gamma 分布参数下游走时间服从指数分布，速率服从 Gamma 分布时 MSD 随时间的演化行为。其中 0.5λ =  
 

(4) 游走时间服从幂律分布 
将(17)代入(11)中，可得幂律分布游走时间的二阶矩表达式为 

( ) ( ) ( )2 2 21 1 .x t k k tθ α+ −                               (19) 

上述理论预测表明，系统的均方位移呈现典型的超扩散行为 ( )2MSD t∝ ，其扩散强度由系数

( ) ( )21 1k k θ α+ − 综合调控：Gamma 分布参数 k 和θ 决定速率涨落的幅度，而幂律指数 ( )0,1α ∈ 则通过

( )1 α− 项反映长尾游走时间对持续超扩散的贡献。图 4 中不同参数组的曲线在双对数坐标下均保持斜率

为 2 的线性增长，与理论预测的 2t 标度律完美吻合。特别值得注意的是，当α 趋近于 0 时(游走时间分布

尾部的幂律衰减越缓慢)，系统的超扩散行为越显著(曲线整体上移)；而随着α 增大，扩散强度逐渐减弱，

这与公式(19)中 ( )1 α− 项的减小趋势一致。这种严格的标度行为证实了幂律记忆效应在维持持续超扩散

中的关键作用。 
 

 
Figure 4. Evolution of the mean squared displacement (MSD) over time for a random walk with power-law distributed waiting 
times and Gamma distributed rates under different Gamma distribution parameters, where α = 0.5 
图 4. 不同 Gamma 分布参数下游走时间服从幂律分布，速率服从 Gamma 分布时 MSD 随时间的演化行为。其中 0.5α =  
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图 3 和图 4 的对比分析完整揭示了 Lévy 游走在不同游走时间分布下的扩散动力学特征。两组实验结

果与理论预测的高度一致，不仅验证了模型参数 ( ), , ,k θ α λ 对扩散行为的精确调控能力，更建立了从有限

记忆(指数分布)到长程记忆(幂律分布)系统的统一理论框架，为解释生物迁移、非平衡输运等复杂系统中

的反常扩散现象提供了定量依据[15]-[17]。 

3. 结论 

本研究对随机速率 Lévy 游走模型进行了系统的参数化建模与动力学分析，通过严格数学推导获得了

均方位移的解析表达式，揭示了不同游走时间分布条件下系统的扩散特性。研究结果表明，系统的扩散

行为主要取决于游走时间分布的选择：在指数分布情形下，系统由初始的弹道扩散逐渐过渡至正常扩散，

其过渡时标由系统的转向率决定；而在幂律分布情形下，系统因长程记忆效应而持续呈现超扩散状态。

理论分析进一步指出，Gamma 分布参数通过特定系数关系调控扩散强度，而 Beta 分布参数则主导速率

分布的非对称性与各向异性程度。本文特别阐述了选择 Gamma 与 Beta 分布作为速率建模基础的物理合

理性，并通过与文献中其他速率分布模型的比较，凸显了本模型在同时刻画速率幅度与方向特性方面的

独特价值。该研究构建了一个能够统一描述从短时记忆至长程关联系统的理论框架，为阐释生物运动、

非平衡输运等复杂现象中的反常扩散机制提供了新的视角。数值模拟结果与理论预测高度一致，验证了

模型参数对系统动力学行为的有效调控能力，展现出在跨尺度复杂输运现象研究中广泛的应用潜力。 
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