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摘  要 

复值b-距离空间是比复值距离空间和b-距离空间更一般的空间。本文在复值b-距离空间建立ϕ-压缩不动

点定理和Geraghty压缩不动点定理。这两类非线性压缩不动点定理是b-距离空间相应结果的推广，同时

也为研究复值距离空间和非线性问题提供了新的工具。 
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Abstract 
Complex-valued b-metric spaces are more general spaces than both complex-valued metric spaces 
and b-metric spaces. The ϕ-contractive fixed point theorems and the Geraghty contractive fixed 
point theorems are established in complex-valued b-metric spaces. These two types of nonlinear 
contraction fixed point theorems are generalizations of the corresponding results in b-metric 
spaces, and they also provide new tools for studying complex-valued metric spaces and nonlinear 
problems. 
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1. 引言 

距离型空间的相关概念最初由 Bakhtin [1]提出，随后在 1993 年，Czerwik [2]将这类空间正式命名为

b-距离空间。作为经典距离空间的一种推广，b-距离空间构建了更为一般的空间框架。2011 年，Azam 等

人[3]。 
通过对距离空间的推广研究，引入了复值距离空间的概念。2013 年，Rao 等人[4]进一步开展研究，

提出了复值 b-距离空间。相较于复值距离空间与 b-距离空间，复值 b-距离空间具备更强的一般性，例如

见[5] [6]。 
1969 年，Boyd 和 Wong [7]首次提出ϕ-压缩的经典定义。1975 年，Matkowski [8]对ϕ-压缩的比较函

数的条件进行了弱化与推广，同时证明在完备距离空间中ϕ-压缩映射仍存在唯一不动点。这一推广进一

步扩大了ϕ-压缩的应用范围，成为后续非线性压缩理论研究的重要基础。2018 年，shahi 等人[9]将α-ϕ压
缩映射推广到复值距离空间中并给出了复值距离空间α-ϕ压缩映射不动点定理。2021 年，Berinde [10]提
出了增强型压缩以及增强型ϕ压缩的概念，将其推广到了凸距离空间中，并给出了凸距离空间下的增强型

压缩以及增强型ϕ压缩不动点定理。2023 年，Rossafi 和 Kari 等人[11]将θ-ϕ压缩条件的定义推广到了 b-距
离空间，并给出了 b-距离空间下的θ-ϕ压缩不动点定理。2025 年，Qawaqneh [12]通过引入模拟函数等新

的辅助工具，在 b-距离空间中建立了更精细的 Istratescu 型广义压缩条件，进一步弱化了ϕ-压缩的限制。 
1973 年，Geraghty [13]首次提出 Geraghty 压缩的定义，同时证明了在完备距离空间中 Geraghty 压缩

映射存在唯一不动点。该结果将 Banach 压缩映射定理中的压缩系数由常数形式弱化为特定函数形式，实

现对经典不动点定理的推广。之后，许多学者考虑了关于此类非线性压缩映射不动点定理的推广形式。

2016 年，Arshad 等人[14]给出距离空间下的 a-Geraghty 型压缩不动点定理。2019 年，Aydi 等人[15]将α-
βE-Geraghty 压缩映射推广到 b-距离空间中，并给出 b-距离空间α-βE-Geraghty 压缩映射不动点定理。2020
年，Afshari 等人[16]将广义α-ϕ-Geraghty 压缩映射推广到 b-距离空间中，并给出 b-距离空间广义α-ϕ-
Geraghty 压缩映射不动点定理。2023 年，Choudhury 和 Chakraborty 等人[17]通过 w-距离给出距离空间下

的多值 Kannan-Geraghty 型压缩不动点定理。 
复值 b-距离空间上的不动点理论为解决特定类型的数学模型提供了有力的工具。以下我们以 Urysohn

型积分方程为例。 
令空间 [ ]( )0,1 ,X C=  ，距离 ( ) ( ) ( )* * *, , ,d u u h u u ih u u= + ，其中 ( ) ( ) ( )* *

[0 1]
, sup

t
h u u u t u t

∈
= −

,
，则 ( ),X d

构成一个完备复值距离空间，当然也是一个完备复值 b-距离空间。 
Urysohn 型积分方程 ( ) ( )( )1

0
, , du t K t s u s s= ∫ 的解的存在唯一性等价于以下映射不动点的存在唯一性，

定义 :T X X→ 为 

( )( ) ( )( )1

0
, , dTu t K t s u s s= ∫ ， 

其中积分核 [ ] [ ]: 0,1 0,1K × × → 是一个连续的复值核函数。 

2. 预备知识 

首先给出一些符号的表述：表示所有自然数的集合， *
 表示所有正整数的集合，表示所有实数
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的集合，表示所有复数的集合， +
 表示所有正实数的集合，i +

 表示实部为零且虚部为正实数的集合，
+
 表示实部和虚部均为正实数的集合， *

 i+ + +=    。 
下面先回顾一些基本概念。 
定 义 2.1. [4] 设 1 2z z ∈, . 定 义 1 2z z 为 ( ) ( )1 2Re Rez z≤ 且 ( ) ( )1 2Im Imz z≤ ， 定 义 1 2z z 为

( ) ( )1 2Re Rez z< 且 ( ) ( )1 2Im Imz z< ，其中 Re 表示复数的实部， Im 表示复数的虚部。 
引理 2.1. 设数列{ } 1n n

z ∞

=
， nz ∈，满足以下条件： 

(i) 对任意 n∈，均有 1n nz z+ ； 
(ii) 存在α ∈，对任意 n∈，均有 nzα ， 
则存在 0z ∈，使得 0lim nn

z z
→∞

= 。 

证明：令 ( ) ( )Re Imn n nz z z i= + ， ( ) ( )Re Im iα α α= + 。由 1n nz z+ 可得， ( ) ( )1Re Ren nz z+ ≤ 且

( ) ( )1Im Imn nz z+ ≤ 。由 ( ) ( )1Re Ren nz z+ ≤ 可得， ( )Re nz 单调递减。由(ii)可得， ( )Re α 为 ( )Re nz 的下界。 
由实数的单调有界定理可得，存在 0a ∈ ，使得 ( )lim Re nn

z
→∞ 0a= 。同理可得存在 0b ∈ ，使得

( ) 0lim Im nn
z b

→∞
= 。记

0 0 0z a b i= + ，则 0 0 0lim nn
z a b i z

→∞
= + = 。 

引理 2.2. 若 u v w∈, , ， u v w  且 v w≠ ，则 u w≠ 。 
证明：设   u a bi v c di w e fi= + = + = +, , ，其中 a b c d e f ∈, , , , , ，由 u v w  可得，a c e≤ ≤ ，b d f≤ ≤ 。

由 v w≠ 可得 c e≠ 或 d f≠ 。因此 c e< 或 d f< 。当 c e< 时，有 a c e≤ < ，故 a e≠ 。当 d f≠ 时，有 b d f≤ < ，

故 b f≠ 。因此， u a bi e fi w= + ≠ + = 。 
定义 2.2. [4]设V 为非空集合， 1s ≥ 。若映射 :d V V× →满足对于任意的 , ,x y z V∈ ， 
(i) ( )0 ,d x y ， ( ), 0d x y = 当且仅当 x y= ； 
(ii) ( ) ( ), ,d x y d y x= ； 
(iii) ( ) ( ) ( ), , ,d x y s d x z d z y+   ， 
则称 ( ),V d 是系数为 s 的复值 b-距离空间。 
注 1 当复值 b-距离的虚部均为 0 时，复值 b-距离空间就变成了 b-距离空间。因此，b-距离空间就是

特殊的复值 b-距离空间。 
注 2 当 1s = 时，复值 b-距离空间就是复值距离空间。因此，复值距离空间是特殊的复值 b-距离空

间。 
定义 2.3. [4]设 ( ), ,V d s 是一个复值 b-距离空间 ( )1s ≥ ，{ }nv 为V 中一序列， 
(i) 对于任意 c∈，0 c ，存在 N ∈，使得对于任意 n N> ，有 ( ),nd v v c ，则称序列{ }nv 收敛于

v。记作 lim nn
v v

→∞
= 。 

(ii) 对于任意 c∈，0 c ，存在 N ∈，使得对于任意 n N> 和任意 *m∈ ，有 ( ),n n md v v c+  ，则

称序列{ }nv 为 Cauchy 列。 
(iii) 如果对于V 中每个 Cauchy 列都收敛，则称 ( )V d s, , 为完备复值 b-距离空间。 
引理 2.3. 设 ( ), ,V d s 是一个复值 b-距离空间 ( )1s ≥ ，V 中点列{ }nx 满足 ( )1lim 0n nn

d x x +→∞
=, ，且{ }nx

不 
是 Cauchy 列，则存在 00 ε 以及{ }nx 的两个子列{ }knx 和{ }kmx ，使得以下结果之一成立： 

(i) ( ) ( )( )0Re Re
k kn md x xε ≤ , 且 ( )( ) ( )1 0Re Re

k kn md x x ε− <, ； 
(ii) ( ) ( )( )0Im Im

k kn md x xε ≤ , 且 ( )( ) ( )1 0Im Im
k kn md x x ε− <, 。 

证明：由于{ }nx 不是 Cauchy 列，故存在 00 ε ，使得对任意 N ∈，存在 n m∈, 且 m n N> > 使得 
( ) ( )( )0Re Re n md x xε ≤ , 或 ( ) ( )( )0Im Im n md x xε ≤ , 。由 ( )1lim 0n nn

d x x +→∞
=, 可知，存在 0 0n > 使得对于任意
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0n n≥ 时，有 

( )1 0n nd x x ε+ ,                                    (1) 

分以下两种情形证明。 
情形 1，存在无限多整数对 ( )n m, 满足 m n N> > 且 ( ) ( )( )0Re Re n md x xε ≤ , 。下面证明在这种情形下，

存在{ }nx 的两个子列{ }knx 和{ }kmx 满足对于所有 1k > ，有 

( ) ( )( )0Re Re
k kn md x xε ≤ , 且 ( )( ) ( )1 0Re Re

k kn md x x ε− <, 。 

令 0N n= 。由存在无限多整数对 ( )n m, 满足 ( ) ( )( )0Re Re n md x xε ≤ , 可得，存在 *
1 1,m n ∈且 *

1 1 0m n n> > 使

得 ( ) ( )( )*1 1
0Re Re n m

d x xε ≤ , 。由(1)可得，在集合{ }*
1 1 1 11 2 3n n n m+ + + , , , , 中，可以找到最小下标 1m 满足

1 1 2m n≥ + 并且 

( ) ( )( )1 10Re Re n md x xε ≤ , 以及 ( )( ) ( )
1 1 1 0Re Ren md x x ε− <, 。 

令 1N m= 。由存在无限多整数对 ( )n m, 满足 ( ) ( )( )0Re Re n md x xε ≤ , 可得，存在 *
2 2,m n ∈且 *

2 2 1m n m> > 使

得 ( ) ( )( )*2 2
0Re Re n m

d x xε ≤ , 。由(1)可得，在集合{ }*
2 2 2 21 2 3n n n m+ + + , , , , 中，可以找到最小下标 2m 满足

2 2 2m n≥ + 并且 

( ) ( )( )2 20Re Re n md x xε ≤ , 以及 ( )( ) ( )
2 2 1 0Re Ren md x x ε− <, 。 

继续上述过程，归纳可以构造出{ }nx 的两个子列{ }knx 和{ }kmx ，使得满足对于所有 1k > ，有 

( ) ( )( )0Re Re
k kn md x xε ≤ , 且 ( )( ) ( )1 0Re Re

k kn md x x ε− <, 。 

情形 2，存在无限多整数对 ( )n m, 满足 m n N> > 且 ( ) ( )( )0Im Im n md x xε ≤ , 。类似于情形 1 的证明方

法，可以构造出{ }nx 的两个子列{ }knx 和{ }kmx 满足对于所有 1k > ，有 

( ) ( )( )0Im Im
k kn md x xε ≤ , 且 ( )( ) ( )1 0Im Im

k kn md x x ε− <, 。 

综上所述，存在 00 ε 以及{ }nx 的两个子列{ }knx 和{ }kmx ，使得(i)和(ii)其中之一成立。 
定义 2.4. 设函数 { } { }* *: 0 0ϕ →   

且满足 { }( ) { }1 0 0ϕ− = 及以下条件， 
(i) 对任意 { }*

1 2 0t t ∈ , ，当 1 2t t 且 1 2t t≠ 时，有 ( ) ( )1 2t tϕ ϕ 且 ( ) ( )1 2t tϕ ϕ≠ ；当 1 2t t 时，有

( ) ( )1 2t tϕ ϕ ；当 1 2t t= 时，有 ( ) ( )1 2t tϕ ϕ= ； 
(ii) 对于任意的 0 x， ( )lim 0n

n
xϕ

→∞
= ； 

(iii) 对于任意的 0 x， ( )x xϕ  ， 
则称ϕ 为复比较函数。 
注 3 若函数ϕ 是复比较函数，则当 0x ≠ 时， ( )x xϕ ≠ 。 
证明：假设存在 00 x 并且 0 0x ≠ 使得 ( )0 0x xϕ = ，故 ( ) ( ) ( )1

0 0 0 0
n nx x x xϕ ϕ ϕ−= = = =

。因此， 
( )0 0lim n

n
x xϕ

→∞
= ，与定义 2。4。(iii)矛盾。 

定义 2.5. 设函数 { } [ )*: 0 0,1β → 
且满足对于任意的数列{ }nt ，若 ( ) 1ntβ → ，有 0nt → ，则称这样

的函数为复 β 函数。记所有复 β 函数构成的集合为Θ。 

3. 主要结果 

定理 3.1. 设 ( ), ,V d s 是一个完备复值 b-距离空间 ( )1s ≥ ，映射 :T V V→ 为一个自映射，且对任意的

, Vx y∈ ，有 
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( ) ( )( ), ,d Tx Ty d x yϕ                                  (2) 

其中ϕ 为复比较函数，则T 在V 中存在唯一不动点 *x ，且对任意 x V∈ ，有 ( ) *lim n

n
T x x

→∞
= 。 

证 明 ： 由 于 ( ) ( )( ) ( )( )lim 1 lim Re 1 Im 1 0n n n

n n
i i i iϕ ϕ ϕ

→∞ →∞
+ = + + + = ， 故 ( )( )lim Re 1 0n

n
iϕ

→∞
+ = 且

( )( )lim Im 1 0n

n
iϕ

→∞
+ = ，从而存在 1 2,n n ∈使得 ( )1 1Re 1

2
n i

s
ϕ + < 且 ( )2 1Im 1

2
n i

s
ϕ + < 。令 ( )0 1 2max ,n n n= ，

由定义 2。4。(iii)可得 ( ) ( )0 11 1n ni iϕ ϕ+ + 并且 ( ) ( )0 21 1n ni iϕ ϕ+ + ，则 ( ) ( )0 1Re 1 Re 1n ni iϕ ϕ+ ≤ + 并且

( ) ( )0 2Im 1 Im 1n ni iϕ ϕ+ ≤ + ，从而 ( )0 1Re 1
2

n i
s

ϕ + < 且 ( )0 1Im 1
2

n i
s

ϕ + < 。由此可知 

( )0 11
2

n ii
s

ϕ +
+                                      (3) 

令 0nf T= ，对于任意 m∈，定义序列 
2

1 2 0
m

m m mx fx f x f x− −= = = =                              (4)  

第一步，证明 ( )1lim , 0m mm
d x x +→∞

= 。 

由(4)可得， 

( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 0 0, , ,m m
m m m md x x d fx f fx d f x f fx+ − −= = = 。 

由 0nf T= 可得， 

( )( ) ( )( )0 0
0 0 0 0, n m n mm md f x f fx d T x T fx= , 。 

由(2)可得， 

 

( ) ( )( )
( )( )( )

( )( )

0 0

0 0

0

1 0 0

1 1
0 0

0 0

,

,

, .

n m n m
m m

n m n m

n m

d x x d T x T fx

d T x T fx

d x fx

ϕ

ϕ

+

− −

=



,






 

由定义 2.4. (ii)可得 ( )( )0
0 0lim , 0n m

m
d x fxϕ

→∞
= ，故 ( )1lim , 0m mm

d x x +→∞
= 。 

第二步，证明{ }mx 为 Cauchy 列。 
由 ( )1lim , 0m mm

d x x +→∞
= 可得，对于任意 c∈，0 c ，存在 N ∈，对任意 m N> 使得 ( )1,m md x x c+  。现在

任取 0m 满足 0m m N≥ > ，使得 ( )0 0 1
1, 1
2m m

id x x i
s+
+

+  。 

下面利用数学归纳法证明对任意 k∈且 1k > 时， ( )0 0
, 1m m kd x x i+ + 。 

先证明 ( )0 0 2, 1m md x x i+ + 。由(2)，(4)， 0nf T= 以及定义 2.4. (iii)可得 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0
0 0 0 0

0
0 0 0 0

2 1 1 2

1 1

1 1

1 1

, , ,

, ,

, ,

, ,

m m m m m m

m m m m

n n
m m m m

n
m m m m

d x x s d x x d x x

s d x x d fx fx

s d x x d T x T x

s d x x d x xϕ

+ + + +

+ +

+ +

+ +

+

+

+

+












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( ) ( )( )( )

( ) ( )( )

0
0 0 0 0

0 0 0 0

1
1 1

1 1

, ,

, ,

1 1 1 .
2 2

n
m m m m

m m m m

s d x x d x x

s d x x d x x

i is i
s s

ϕ −
+ +

+ +

+

+

+ + + = + 
 









  

假设 ( )0 0 1, 1m m kd x x i+ − + 成立，下证 ( )0 0
, 1m m kd x x i+ + 。由(2)，(3)，(4)以及 0nf T= 可得 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0
0 0 0 0

0
0 0

1 1

1 1

1 1

1

, , ,

, ,

, ,

, 1

1 1 1 .
2 2

m m k m m m m k

m m m m k

n
m m m m k

n
m m

d x x s d x x d x x

s d x x d fx fx

s d x x d x x

s d x x i

i is i
s s

ϕ

ϕ

+ + + +

+ + −

+ + −

+

+

+

+

+ +

+ + + = + 
 









  

下证{ }mx 为 Cauchy 列。对任意的 0m m≥ ，当 1k ≥ 时，由(2)，(4)， 0nf T= 以及 ( )0 0
, 1m m kd x x i+ + 可得 

( ) ( )
( )

( )( )

( )( )
( )

0 0
0 0

0 0 0 0
0 0

0 0 0 0
0 0

0 0
0 0

0 0

( ) ( )

( ) 1 ( ) 1

( )

( )

, ,

,

,

,

1 .

m m m m
m m k m m k

n m m n m m
m m k

n m m n m m
m m k

n m m
m m k

n m m

d x x d f x f x

d T x T x

d T x T x

d x x

i

ϕ

ϕ

ϕ

− −
+ +

− −
+

− − − −
+

−
+

−

=

=

=

° +





 

由定义 2.4. (ii)可得 ( )0 0( )lim 1 0n m m

m
iϕ −

→∞
+ = ，故 ( )lim , 0m m km

d x x +→∞
= 。因此{ }mx 为 Cauchy 列。 

第三步，证明T 和 f 有唯一的不动点。 
由于 ( ), ,V d s 完备，则存在 *x V∈ 使得 *lim mm

x x
→∞

= 。 

下证 *x 为 f 的不动点。由 *lim mm
x x

→∞
= 可得当 m →∞时， ( )*, 0md x x → 。由(2)，(4)， 0nf T= 以及定义

2.4. (iii)可得 

( ) ( )
( )
( )
( )

( )( )

( )( )

0 0

0 0

0

* * *

*
1

*

*

1 1 *

*

, lim ,

lim ,

lim ,

lim ,

lim ,

lim ,

mm

mm

mm

n n
mm

n n
mm

n
mm

d x fx d x fx

d x fx

d fx fx

d T x T x

d T x T x

d x x

ϕ

ϕ

→∞

+→∞

→∞

→∞

− −

→∞

→∞

=

=

=

=












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( )*lim , .mm
d x x

→∞
   

由于 ( )*lim , 0mm
d x x

→∞
= ，故 ( )* *, 0d x fx = 。即 *x 为 f 的不动点。 

下证 *x 是 f 的唯一不动点。假设存在 *y V∈ 使得 * *fy y= 且 * *x y≠ ， ( )* *0 ,d x y 但 ( )* *, 0d x y ≠ 。

由(2)，(4)， 0nf T= 以及定义 2.4. (iii)可得 

( ) ( )
( )

( )( )

( )

0 0

0

* * * *

* *

* *

* *

, ,

,

,

, .

n n

n

d x y d fx fy

d T x T y

d x y

d x y

ϕ

=

=









 

即 ( ) ( )( ) ( )0* * * * * *, , ,nd x y d x y d x yϕ  。 
由注 3 可得 ( )( ) ( )( ) ( )0 * * * * * *, , ,n d x y d x y d x yϕϕ ≠ ≠ ≠ ，即 ( )( ) ( )0 * * * *, ,n d x y d x yϕ ≠ 。由引理 2.2.可

得 ( ) ( )* * * *, ,d x y d x y≠ ，矛盾。因此 * *x y= 。即 f 的不动点是唯一的。 
下证 *x 为T 的不动点。由于 

( ) ( )0 1* * * *nf Tx T x T fx Tx+= = = ， 

故 *Tx 为 f 的不动点。又由于 *x 为 f 的唯一不动点，故 * *Tx x= ，从而 *x 为T 的不动点。类似 f 的不动点

唯一性的证明可证 *x 是T 的唯一不动点。 
最后，证明对任意 x V∈ ，有 ( ) *lim n

n
T x x

→∞
= 。由 *x 是T 的唯一不动点可得 * 1 * *n nT x T x x−= = = 。由

(2)可得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )* * 1 1 * *, , , ,nn n n n nd T x x d T x T x d T x T x d x xϕ ϕ− −=   ， 

由 ( )( )*lim , 0n

n
d x xϕ

→∞
= 可得 ( )*lim , 0n

n
d T x x

→∞
= ，结论成立。 

推论 3.1.设 ( ),V d 是一个完备复值距离空间，映射 :T V V→ 为一个自映射，且对任意的 ,x y V∈ ，有 

( ) ( )( ), ,d Tx Ty d x yϕ ，  

其中ϕ 为复比较函数，则T 在V 中存在唯一不动点 *x ，且对任意 x V∈ ，有 ( ) *lim n
n

T x x
→∞

= 。 

证明：由于复值距离空间是复值 b-距离空间的特殊情形，故由定理 3.1.直接可得结论成立。 
推论 3.2.设 ( ), ,V d s 是一个完备 b-距离空间 ( )1s ≥ ，映射 :T V V→ 为一个自映射，且对任意的 ,x y V∈ ，

有 

( ) ( )( ), ,d Tx Ty d x yϕ≤ ， 

其中ϕ 为实比较函数，则T 在V 中存在唯一不动点 *x ，且对任意 x V∈ ，有 ( ) *lim n

n
T x x

→∞
= 。 

证明：由于 b-距离空间是复值 b-距离空间的特殊情形， ≤为的特殊情形，实比较函数是复比较函

数的特殊情形，故由定理 3.1.直接可得结论成立。 
定理 3.2.设 ( ), ,V d s 是完备复值 b-距离空间 ( )1s ≥ ，映射 :T V V→ 为一个自映射。若存在 β ∈Θ使得

对任意的 , Vx y∈ 且 x y≠ ，有 

( ) ( )( ) ( ), , ,d Tx Ty d x y d x yβ                               (5) 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.161001


杨宇轩，贺飞 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.161001 8 理论数学 
 

则T 在V 中存在唯一不动点 *x 。 
证明：给定 0x V∈ ，设 1 0

n
n nx Tx T x−= = ， 1 2n = , ，则有 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 10 , , , ,n n n n n n n nd x x d x x d x x d x xβ+ − − −  。 

因此， ( ){ }1,n nd x x + 为单调递减且有下界的数列。由引理 2。1。可得，存在 0 ,L L∈ 使得 

( )1lim ,n nn
d x x L+→∞

= 。 

第一步，证明 ( )1lim , 0n nn
d x x L+→∞

= = 。 

假设 0L ≠ 。则 Re 0L > 或 Im 0L > 。分以下两种情形证明。 
情形 1，当 Re 0L > 时。由(5)可得 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1Re , , Re ,n n n n n nd x x d x x d x xβ+ − −≤ ，由于 

( )( )1lim Re , Re 0n nn
d x x L+→∞

= > ，当 n 充分大时，有 

( )( )
( )( ) ( )( )1

1
1

Re ,
, 1

Re ,
n n

n n
n n

d x x
d x x

d x x
β+

−
−

≤ < ， 

由夹逼准则可得 ( )( )1lim , 1n nn
d x xβ −→∞

= 。 

情 形 2 ， 当 Im 0L > 时 。 由 (5) 可 得 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1Im , , Im ,n n n n n nd x x d x x d x xβ+ − −≤ ， 由 于

( )( )1lim Im , Im 0n nn
d x x L+→∞

= > ，当 n 充分大时，有 

( )( )
( )( ) ( )( )1

1
1

Im ,
, 1

Im ,
n n

n n
n n

d x x
d x x

d x x
β+

−
−

≤ < ， 

由夹逼准则可得 ( )( )1lim , 1n nn
d x xβ −→∞

= 。 

综上所述， ( )( )1lim , 1n nn
d x xβ −→∞

= ，从而 ( )1lim , 0n nn
d x x−→∞

= ，即 ( )1lim , 0n nn
d x x L+→∞

= = 。矛盾。因此

( )1lim , 0n nn
d x x L+→∞

= = 。 

第二步，证明{ }nx 为 Cauchy 列。首先利用数学归纳法证明 ( )lim , 0n n qn
d x x +→∞

= ， 1,2,3, ,q r=  。 

先证明 ( )2lim , 0n nn
d x x +→∞

= 。由 ( )1lim , 0n nn
d x x +→∞

= 可得， 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 1 1 2, , , 0n n n n n nd x x s d x x d x x n+ + + ++ → →∞ 。 

假设 ( )1lim , 0n n qn
d x x + −→∞

= 成立，下证 ( )lim , 0n n qn
d x x +→∞

= 。由 ( )1lim , 0n nn
d x x +→∞

= 可得， 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1, , , 0n n q n n q n q n qd x x s d x x d x x n+ + − + − ++ → →∞ 。 

然后假设{ }nx 不是 Cauchy 列。结合 ( )1lim , 0n nn
d x x +→∞

= ，由引理 2.3.可得，存在 00 ε 以及{ }nx 的两

个子列{ }knx 和{ }kmx ，使得以下结果之一成立： 

(i) ( ) ( )( )0Re Re
k kn md x xε ≤ , 且 ( )( ) ( )1 0Re Re

k kn md x x ε− <, ； 
(ii) ( ) ( )( )0Im Im

k kn md x xε ≤ , 且 ( )( ) ( )1 0Im Im
k kn md x x ε− <, 。 

分以下两种情形证明。 
情形 1，当(i)成立时，考虑集合 

{ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }* 2
0 0 00 Re Re Re 2 ReE a a s sε ε ε= ∈ ≤ ≤ +  。 
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下证 ( )sup 1Eβ < 。 
假设 ( )sup 1Eβ = ，则存在数列{ }nt E∈ ，使得 ( ) ( )lim sup 1nn

t Eβ β
→∞

= = 。由函数 β 定义可得， 

lim 0nn
t

→∞
= ， 

与{ }nt E∈ 矛盾。因此 ( )sup 1Eβ < 。故一定存在 r∈，使得 

( ) ( ) ( )( ) ( )2
0 0 0sup Re 2 Re Re

r
E s sβ ε ε ε+ <                            (6) 

下证存在 K ∈，当 k K> 时， ( )( ) ( ) ( )2
0 0Re Re 2 Re

k kn r m rd x x s sε ε− − < +, 。 
由 ( )lim , 0n n qn

d x x +→∞
= 可知，存在 K ∈，当 k K> ， 

( )( ) ( )0Re Re
k kn r nd x x ε− <, 以及 ( )( ) ( )1 0Re Re

k km m rd x x ε− − <, 。 

从而， 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2
1 1

2
0 0 0

2
0 0

Re Re Re

Re Re Re

Re Re Re

Re 2 Re ,

k k k k k k

k k k k k k

n r m r n r n n m r

n r n n m m m r

d x x s d x x d x x

s d x x s d x x d x x

s s

s s

ε ε ε

ε ε

− − − −

− − − −

 ≤ + 
 ≤ + + 

< + +

= +

, , ,

, , ,
 

故 

( )( ) ( ) ( )2
0 0Re Re 2 Re

k kn r m rd x x s sε ε− − < +,                        (7) 

由(5)，(7)可得，对任意 k K> ， 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )

0 1 1 1 1

1 1 2 2 2 2

1

2
0 0

Re Re Re

, , Re ,

Re

Re

Re 2 Re .

k k k k k k

k k k k k k

k k k k

k k

n m n m n m

n m n m n m

r

n i m i n r m r
i

n r m r

d x x d x x d x x

d x x d x x d x x

d x x d x x

d x x

s s

ε β

β β

β

ε ε

− − − −

− − − − − −

− − − −
=

− −

≤ ≤

≤

≤

≤

<

< +

∏



, , ,

, ,

,

 

因此对任意 k K> ， ( )k kn md x x E∈, 。由(5)，(6)可得， 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )

1 1 1 1

1 1 2 2 2 2

1

2
0 0

0

Re Re

Re

Re

sup Re

sup Re 2 Re

Re ,

k k k k k k

k k k k k k

k k k k

k k

n m n m n m

n m n m n m

r

n i m i n r m r
i

n r m r
r

r

d x x d x x d x x

d x x d x x d x x

d x x d x x

E d x x

E s s

β

β β

β

β

β ε ε

ε

− − − −

− − − − − −

− − − −
=

− −

≤

≤

≤

≤

≤   

≤ +  
<

∏



, , ,

, , ,

, ,

,
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最终得到存在 K ∈，当 k K> 时， ( )( ) ( )0Re Re
k kn md x x ε<, 与 ( ) ( )( )0Re Re

k kn md x xε ≤ , 矛盾。 
情形 2，当(ii)成立时。类似于情形 1 做法可得 ( )( ) ( )0Im Im

k kn md x x ε<, 与 ( ) ( )( )0Im Im
k kn md x xε ≤ , 矛盾。 

综上所述，{ }nx 为 Cauchy 列。 
第三步，证明T 在V 中有唯一的不动点。 
下证T 有不动点。由于 ( ), ,V d s 完备可得，存在 *x V∈ ，使得 *lim nn

x x
→∞

= 。由(4)可得， 

( ) ( ) ( )( ) ( )* * * *
1, , , ,n n n nd x Tx d Tx Tx d x x d x xβ+ =  。 

由 *lim nn
x x

→∞
= 可得 *

1lim nn
x Tx+→∞

= 。因此 * *
1lim limn nn n

x x x Tx+→∞ →∞
= = = ，即 *x 为V 中不动点。 

下证T 的不动点唯一。 
假设存在 *y V∈ 使得 * *Ty y= 且 * *x y≠ ，由于 ( )* *0 ,d x y 且 ( )* *, 0d x y ≠ ，故 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* * * * * * * * * *, , , , ,d x y d Tx Ty d x y d x y d x yβ=  ， 

矛盾。因此T 的不动点唯一。 
综上所述，T 在V 中有唯一的不动点。 
推论 3.3. 设 ( ),V d 是一个完备复值距离空间，映射 :T V V→ 为一个自映射，若存在 β ∈Θ使得对任

意的 , Vx y∈ 且 x y≠ ，有  

( ) ( )( ) ( ), , ,d Tx Ty d x y d x yβ  

则T 在V 中存在唯一不动点 *x 。 
证明：由于复值距离空间是复值 b-距离空间的特殊情形，故由定理 3.2.直接可得结论成立。 
推论 3.4. 设 ( ), ,V d s 是一个完备 b-距离空间，映射 :T V V→ 为一个自映射，若存在 β ∈Θ使得对任

意的  Vx y∈, 且 x y≠ ，有  

( ) ( )( ) ( ), , ,d Tx Ty d x y d x yβ≤  

其中Θ为所有满足函数 [ ) [ ): 0, 0,1β ∞ → 且对于任意的数列{ }nt ，若 ( ) 1ntβ → ，有 0nt → 的集合，则T 在

V 中存在唯一不动点 *x 。 
证明：由于 b-距离空间是复值 b-距离空间的特殊情形，≤为的特殊情形，实 β 函数是复 β 函数的

特殊情形，故由定理 3.2.直接可得结论成立。 

4. 结论 

本文在复值 b-距离空间这一广义距离空间中，成功建立了ϕ-压缩与 Geraghty 压缩这两类非线性压缩

映射不动点定理(定理 3.1 和定理 3.2)。这些结果是 b-距离空间与复值距离空间相应结果的直接推广。这

些结果丰富了复值 b-距离空间的不动点理论，并且拓宽了不动点定理的应用前景。在今后研究中，还可

以考虑复值 b-距离空间更广泛的压缩形式，例如α-ϕ型压缩，α-Geraghty 型压缩等。此外针对复值 b-距离

空间的广泛性，可以考虑类似不动点定理在分数阶微分方程或非线性动力系统的应用。 
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