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摘  要 

令G 是 n个顶点的二部图。任意图的所有特征值都是实数，并且一个图是二部图当且仅当其谱关于原点

对称。本文主要研究了二部图的无符号积和多项式的根的性质。 
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Abstract 
Let G  be a bipartite graph on n  vertices. It is well known that all eigenvalues of any graph are 
real, and that a graph is bipartite if and only if its spectrum is symmetric with respect to the origin. 
This paper mainly studies the properties of the roots of the unsigned product and sum polynomials 
of bipartite graphs. 
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1. 引言 

令G 是 n 个顶点的二部图。积和式由 Binet 和 Cauchy 分别独立提出[1]。它在组合计数和图论上有着

重要应用。积和式理论广泛渗透于量子化学、统计物理与信息科学等前沿方向，其数值求解的极端难度

也使该课题长期跻身国际数学界的核心关注之列。Agrawal [2]在 2006 年世界数学家大会的 45 分钟报告

中详细报告了积和式研究的最新进展。 
积和多项式作为积和式的衍生物，是图的一个组合不变量，涉及信息科学、网络科学、统计物理和

结构化学等。作为图论研究的关键手段，积和多项式由 Kasum 等人[3]与 Merris 团队[4]在数学和化学两

大领域分别独立引入。积和多项式在计算高精度富勒烯上的研究可参见文献[5]。学界主要围绕各类图矩

阵对应的积和多项式，对其根分布及系数结构展开深入探讨。柳顺义，张和平等人[6]指出：若一般图出

现非零实根，则必为正数；二部图则无此非零实根；只要图含至少一条边，其积和多项式必存在非实复

根。部分积和多项式的性质可参见文献[7]和[8]。与图的积和多项式相关的永久和问题研究可参见文献[9]。
柳顺义[10]对双变量积和多项式进行了系数研究并证明了路、圈、完全二部图等均由双变量积和多项式确

定。由于积和多项式的计算是#p 完全问题[11]，因此无符号积和多项式的研究也很困难。目前关于无符

号积和多项式的研究文献较少，因此无符号积和多项式的相关问题是值得关注并深入探索的问题。本文

主要研究了二部图的无符号积和多项式的根的性质，并证明了二部图的无符号积和根关于实轴和虚轴都

是对称的。 

2. 相关概念 

设G 是一个简单图。其顶点集为 ( ) { }1 2, , , nV G v v v=  。图G 的邻接矩阵 ( ) ( )ijA G a= 是一个 n 阶方阵，

其中： 1ija = ，如果 iv 与 jv 在G 中相邻； 0ija = ，如果 iv 与 jv 在G 中不相邻。 
记 nS 为 n 次对称群。一个 n 阶方阵 ( )ijM m= 的行列式定义为 

( ) ( )
( )

sgn

1
det 1 ,

n
i i

S

n

i
M mτ

τ
τ∈ =

= −∑ ∏  

这里 ( )sgn τ 代表排列τ 的奇偶符号。 
若将行列式展开式中每一项前的系数 ( ) ( )sgn1 τ− 统一替换为+1，便得到矩阵积和式的定义。设 ( )ijM m=

是一个 n 阶方阵，其积和式定义为： 

( )
1

per .
n

n

i i
S i

M mτ
τ∈ =

= ∑∏  

设G 是一个简单图。 ( )A G 是G 的邻接矩阵。图G 的特征多项式定义为 

( ) ( )( ), det nG x xI A Gφ = −  

这里 nI 表示 n 阶单位矩阵。图G 的特征多项式的根称为图G 的特征根。图G 的所有特征根构成的多

重集称为G 的谱。同样，G 的所有无符号积和根构成的多重集称为G 的无符号积和谱。对矩阵 ( )nxI GA+

求积和式运算，即可导出该图对应的无符号积和多项式。 
给定 n 个顶点的图G ，记其邻接矩阵为 ( )A G 。图G 的无符号积和多项式由下式定义： 
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( ) ( )( ), per .nG x xI A Gπ = +  

图G 的无符号积和多项式的根称为图G 的无符号积和根。 

3. 图的无符号积和多项式根的一些性质 

一个图G 被称为 Sachs 子图，如果G 的每一个组成部分是孤立边或单圈。Merris [12]得到图的积和

多项式改良 Sachs 定理。本文得到了图的无符号积和多项式改良 Sachs 定理如下： 
定理 3.1 设G 是一个简单图， ( )A G 是G 的邻接矩阵。如果 

( ) ( )( ) 0, per ,n n k
n kkG x xI A G a xπ −

=
= + =∑  

则 ( )2
k

c U
k

U
a

∈

= ∑


，1 k n≤ ≤ 。式中 kU 表示G 中所有恰好 k 个顶点的 Sachs 子图之集合， ( )c U 为子图 U 所

含圈的个数。 
该公式之所以关键，在于它把无符号积和多项式的各阶系数与图的具体结构直接挂钩。根据无符号

积和多项式的定义可得： 0 1a = ， ( )0, 1,2, ,ia i n≥ =  。通过图的无符号积和多项式改良 Sachs 定理可得：

1 0a ≡ ，图G 中孤立边数为 2a ，图G 中二倍三角形数为 3a 。 
根据积和式的定义，可得以下定理： 
定理 3.2 对于图G 的无符号积和多项式 ( ),G xπ ，如果G 在某区间内不存在任何无符号积和根，则

该区间被称为无根区间。对图簇 S 而言，若其中每张图在此区间皆无根，则该区间即称为整个图族的统

一无根区间。 
定理 3.3 设G 为 n 阶图，则其无符号积和多项式在 0 处的重数等于 n p− ，这里 p表示G 中最大 Sachs

子图所能包含的顶点数。 
定理 3.3 可由定理 3.1 得到，作为直接推论，有以下两个推论。 
推论 3.4 图G 以 0 为无符号积和根等价于G 不存在生成 Sachs 子图。 
推论 3.5 若G 是二部图，则无符号积和多项式零根的重数等于图G 的亏量(即最大匹配未能覆盖的

顶点数目[13])。 
根据 Borowiecki 在文献[14]关于积和多项式和二部图的结论，本文得到无符号积和多项式与二部图

的结论。 
定理 3.6 令G 是一个有 n 个顶点的图，且 ( ) 0, n n k

kkG x a xπ −
=

= ∑ 。则G 是二部图当且仅当对于所有的

奇数 i ，都有 0ia = 。 
证明：由定理 3.1 可知：无符号积和多项式的系数 0ia ≥ 。若图存在奇圈，则图对应的奇次项系数严

格大于 0 (因为没有像行列式那样的符号抵消)。若对于所有的奇数 i ，都有 0ia = ，则说明图不含奇圈，

为二部图。若G 是二部图，则无法构造出奇数个顶点的 Sachs 子图，因此对于所有的奇数 i ，都有 0ia = 。 

4. 二部图的无符号积和根 

由复共轭根定理，如果 z C∈ 是 ( ),G xπ 的一个复根，则 z 也是 ( ),G xπ 的一个复根。以下证明一个二

部图的所有非零无符号积和根均以纯虚根对 ( ), ,ib ib b R− ∈ 且 0b ≠ ，和四元对 , ,a ib a b R± ± ∈ 的形式出现。 

定理 4.1 令 ( ) 2 4 2
1 2

n n n n p
nQ x x a x a x a x− − −= + + + + ，这里

2
np ≤ ， ia R∈ ， 0pa ≠ 。于是，多项式 ( )Q x

的零点必然关于实轴与虚轴同时对称；换言之，所有非零的无符号积和根均成对出现，形式为：实数对

( ), ,a a a R− ∈ ，纯虚数对 ( ), ,ib ib b R− ∈ ，和四元对 , ,a ib a b R± ± ∈ 。 

证明：令 ( ) 1 2
1 2 1

p p p
p pf s s a s a s a s a− −
−= + + + + + ，则： 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.162030


王家欣 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.162030 24 理论数学 
 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 4 2 2
1 22n p p p n p

pQ x x p x a x a x a x f x− − −= − + + + + =  

显然， ( )Q x 的根由 0 和 ( )2f x 的根共同构成，其中 0 的个数为 2n p− 。因为 0pa ≠ ，则 0 不是 ( )f s
的根。 

设 ( )f s 的根为 1 1 2 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , , , ,t t l mz z z z z z a a a c c c   ，这里 ( )1, ,jz j t=  为复数， ( )1, ,ja j l= 

为正数， ( )1, ,jc j m=  为负数，且 2t l m p+ + = 。 
令 ( )e , 0, 1, 2,ji

j j jz r k kθ θ π= ≠ = ± ±  ，其中 2 1i = − ，则 e ji
j jz r θ−=  

求解方程 2
jx z= ，得： 

2
0

2
2

1

e cos sin
2 2

e cos sin
2 2

j

j

i j j
j j

i j j
j j

x r r i

x r r i

θ

θ

θ θ

θ θ+ π

 
= = + 
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 
= =






− − 
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
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求解方程 2
jx z= ，得： 

2
2

2
2

3

e cos sin
2 2

e cos sin
2 2

j

j

i j j
j j

i j j
j j

x r r i

x r r i

θ

θ

θ θ

θ θ

−

+− π
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= = − 
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 
= = − + 
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

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


 

求解方程 2
jx a= ，得： 4,5 jx a= ± 。 

求解方程 2
jx c= ，得： 6,7 jx c= ± 。 

综上所述，定理得证。 
定理 4.2 一个图G 是二部图，当且仅当其无符号积和谱在复平面上同时关于实轴与虚轴对称。 
证明：设G 为含 n 个顶点的图，且其无符号积和谱同时关于实轴与虚轴对称。设 ( ) 0, p n k

kkG x a xπ −
=

= ∑ ，

其中 p表示图G 的最大 Sachs 子图所能覆盖的顶点总数。 
令 ( ) 1 2

1 2 1
p p p

p pf s s a s a s a s a− −
−= + + + + + ，则 ( ) ( ), n pG x x f xπ −= 。显见，多项式 ( ),G xπ 的零点由 0

与 ( )f x 的根联合组成，其中 0 的个数为 2n p− 。易知G 没有正的无符号积和根。 
设G 的无符号积和根为 

{ } { } { }0, ,0 | , , 0, 0, 1, , | , 0, 1, ,j j j j j j j j ja ic a c R a c j t id d R d j l∪ ± ± ∈ > > = ∪ ± ∈ > =    

这里 4 2t l p+ = 。令 j j jz a ic= + ,则：  

( ) ( )( )( )( )( ) ( )( )( )1 1
t l

j j j j j ji jf x x z x z x z x z x id x id
= =

= − + − + − +∏ ∏  

进一步，化简得： 

( ) ( ) ( )( ) ( )24 2 2 2 2 2 2 2
1 12t l

j j j j jj jf x x a c x a c x d
= =

= − − + + +∏ ∏  

由于 ( )f x 的奇次项系数全为 0，设 ( ) 2 4 2
2 4 2

p p p
p pf x x a x a x a x a− −
−′ ′ ′ ′= + + + + + ，因此 

( ) ( )2 4 2 2 4 2
2 4 2 2 4 2, n p p p p n n n n p n p

p p p pG x x x a x a x a x a x a x a x a x a xπ − − − − − − + −
− −′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + + = + + + + +   

由定理 3.6 可得：G 是二部图。定理的充分性证明完毕。 
由定理 3.6 和定理 4.1 可得：二部图的无符号积和谱在复平面上关于坐标实轴和虚轴对称。定理的必
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要性证明完毕。 
综上所述，一个图G 是二部图，当且仅当其无符号积和谱在复平面上同时关于实轴与虚轴对称。 
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