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摘  要 

本文旨在从高等数学视角下讨论高中教师董昊雷和宋亚洲所提出的(第一)数学归纳法失效的问题，并进

一步加深探讨数学归纳法的有效性问题。 
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Abstract 
In this note, we aim to research the effectiveness of the Mathematical Induction form an advanced 
standpoint through discussing the contrary raised by two senior middle school teachers Haolei 
Dong and Yazhou Song. 
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1. 引言 

数学家华罗庚在文献[1]里说过：“从少数的事例中摸索出来规律，再从理论上证明这一规律的一

般性，是人们认识客观法则的方法之一。”事实上，这正是归纳法的通俗说法。所谓归纳法是指从特殊

到一般的科学研究方法，它包含完全归纳法和不完全归纳法。相反地，从一般到特殊的科学研究方法

称为演绎法。这两种方法在科学研究时是相辅相成的，“归纳法，没有和演绎法综合起来，就把数学变

成跟数学没有共同之点的经验，而演绎法，没有经过归纳法的授粉作用，也就使数学失去了创造的能

力”[2]。 
数学归纳法是一种归纳–演绎的方法。在数学研究里，常常要求对全体无穷对象(例如与自然数集有

关)下结论，并且希望能证明结论是正确的，而数学归纳法正是解决这种问题的一种常用方法。应用数学

归纳法，可以通过“有限”来解决“无限”的问题。数学归纳法的正确性，源自于皮亚诺(Peano)公理中

的第五条数学归纳原理：任意一个含 1 的自然数集合，如果它包含数 a ，也一定包含 a 的随从 a′，那么

这个集合包含所有的自然数[1]。基于此，数学归纳法的步骤有： 
(1) 当 1n = 时，命题是正确的； 
(2) 假设当 n k= 时，这个命题是正确的，证明当 1n k= + 时，这个命题也是正确的。 

显然，在含有 1 的自然数集里，1 是集合中的最小值，然而对于任意一个自然数集的子集，必定会存在最

小的数，这就是最小数原则[1]。因此，数学归纳法还有另一种表达形式： 
(1) 当 0 1n k= ≥ 时，命题是正确的； 
(2) 假设当 ( )0n k k k= ≥ 时，这个命题是正确的，证明当 1n k= + 时，这个命题也是正确的。 

我们称满足上述一种步骤的数学归纳法为第一数学归纳法。 
事实上，应用皮亚诺公理和最小数原则可知，数学归纳法还有其他形式。下面我们仅列举常用的形式。 
(A) 第二数学归纳法[1]-[3]： 
(1) 当 1n = 时，命题是正确的； 
(2) 假设当 ( )1n k k≤ ≥ 时，命题是正确的，证明当 1n k= + 时，命题也是正确的。 
(B) 跳跃数学归纳法[1]-[3]： 
(1) 当 1, 2, ,n m=  时，命题是正确的； 
(2) 假设当 ( )n k k m= ≥ 时，命题是正确的，证明当 n k m= + 时，命题也是正确的。 
(C) 反向(倒推)数学归纳法[1]-[3]： 
(1) 当 2n = 时，命题是正确的； 
(2) 假设当 n k= 时，命题是正确的，证明当 2n k= 时，命题也是正确的； 
(3) 假设当 n r= 时，命题是正确的，证明当 1n r= − 时，命题也是正确的。 

不难看出，在反向数学归纳法里，当 2k = 时，存在当 22, 2 , , 2 ,kn =  时，命题是正确的。因此可以将第

(1)步和第(2)步合并成一步：当存在无穷多个自然数 ,n 命题是正确的。 
数学归纳法，不管是中学阶段还是大学阶段的数学学习，均是不可或缺的重要知识点。近两年，两

位高中教师分别在文献[4] [5]列举一例来研究数学归纳法的应用效果。他们指出：(第一)数学归纳法在不

等式应用的有效条件是：从“ n k= ”到“ 1n k= + ”跳跃时，不等式两边的增量保持不等关系不变。他
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们在文献里的论证方法基于中学数学的知识，然而这种情况如何通过高等数学的视角解析呢？本文旨在

应用高等数学的知识，分析文献[4] [5]所出现的异常现象，进而加深探讨数学归纳法的有效性问题。 

2. 不等式是最优不等式吗？ 

保持不等式中不等关系成立的最合适的量，我们称为最优量。含有最优量的不等式称为最优不等式。

正所谓“增之一分则嫌长，减之一分则嫌短”，哪怕变化了一点点，不等关系很可能会逆转。因此一个不

等式是不是最优的，与所选论证方法是否有效存在密切的联系。为了具体地说明这个问题，我们先以文

献[4]中的目标不等式开始： 

 
( )2

1

1 2 1 .
3 21

n

n n
i

S B
ni=

= < − =
++

∑    (1) 

当应用数学归纳法证明它时，作者在文献里指出：(第一)数学归纳法的第二步不能成立。具体地，在

(第一)数学归纳法的归纳假设下，当 1n k= + 时，有 
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1
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但是不等式(2)的右侧不能推导出 

( ) 12
2 1 1 2 1 ,
3 2 3 32

kB
k kk

+− + ≤ − =
+ ++

 

是因为“ kS 从 k 到 1k + 的增加量要大于 kB 从 k 到 1k + 的增加量”，进而断言(第一)数学归纳法失效。 
由高等数学的知识可知， 1nS + 是著名的巴塞尔级数的部分和，并且数学家欧拉已经证明了巴塞尔级

数是收敛的，即
2

lim 1
6n nS→+∞ =
π

− 。另一方面，显然有 10π < ，我们知道下式成立， 
2 2 2 1lim 1 lim lim .

6 3 3 2n nn n n
S B

n→+∞ →+∞ →+∞

 = − < = − = + 
π


 

它暗示着不等式(1)里 2n + 中的 2 与不等式的成立与否关系不大。在文献[4]中，作者用面积法证明 

( )
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再对上述不等式两边求和， 

( )
3 3
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1 1
2 2

2 2 21
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1 1 1 2 1d d .331
2
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i
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x x
x xi n

+ +
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+ +

∑ ∑∫ ∫  

于是便有一个疑问，将不等式(1)中的 2n + 替换成
3
2

n + 后，我们能应用(第一)数学归纳法证明它吗？ 

例 1 应用(第一)数学归纳法证明 

 
( )2

1

1 2 1 .331
2

n

i i n=

< −
+ +

∑   (3) 

证明：当 1n = 时，
1 2 1 4
4 3 1 1.5 15
< − =

+
。假设当 n k= 时，上述不等式成立。当 1n k= + 时，由归纳假

设， 
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( ) ( ) ( )2 2 2
1

1 1 2 1 1 .331 2 2
2

k

i i k kk=

+ < − +
+ + ++

∑  

为了使得(第一)数学归纳法能成功应用，须有 

( )2
2 1 1 2 1 .3 33 32 1

2 2
kk k

− + < −
++ + +

 

事实上，上式等价于 

( )2
1 1 1 1 .3 3 3 52 1

2 2 2 2
k k k k k

< − =
  + + + + + +  
  

 

显然它是成立的，那是因为 

( )2 2 2 15 3 52 4 4 4 .
4 2 2

k k k k k k k  + = + + > + + = + +  
  

 

所以(第一)数学归纳法成功应用于不等式(3)。                                                  □ 
结合例 1 的结果，我们可以应用(第一)数学归纳法和放缩法证明不等式(1)，即 

( )2
1

1 2 1 2 1 .33 3 21
2

n

i ni n=

< − < −
++ +

∑  

显然不等式(1)中的 nB 不是最优量呢？上述分析激发我们寻找类似
3
2
的其他常数的欲望。 

例 2 求，使得下列不等式成立，并能应用(第一)数学归纳法证明的实常数 x 的取值范围， 

( )
( )2

1

1 2 1 1 .
31

n

i
x

n xi=

< − > −
++

∑  

解：题意要求能应用(第一)数学归纳法，我们须成立如下各个步骤：当 1n = 时，
1 2 1
4 3 1 x
< −

+
，即

7
5

x > 。

假设当 1n k= ≥ 时，上述不等式成立，则当 1n k= + 时，由归纳假设， 

( ) ( ) ( )2 2 2
1

1 1 2 1 1 .
31 2 2

k

i k xi k k=

+ < − +
++ + +

∑  

为了使得(第一)数学归纳法能成功应用，须有 

( )2
2 1 1 2 1 .
3 3 12k x k xk
− + ≤ −

+ + ++
 

事实上，上式等价于 

( ) ( )( )22 1 .k k x k x+ ≥ + + +  

记函数 ( ) ( ) ( )2 2 1 3 4f x x k x k= + + − + 。上述分析告诉我们，须满足“对于任意 1k ≥ ，都有不等式

( ) 0f x ≤ 成立”。由一元二次方程的求根公式，不等式 ( ) 0f x ≤ 可解得 

2 21 17 1 174 4 .
2 4 2 4

k k k x k k k   − + − + + ≤ ≤ − + + + +   
   
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为了使得(第一)数学归纳法能够成功应用，实常数 x 的取值范围是 

2 2

1

1 17 1 17 74 , 4 , .
2 4 2 4 5k

k k k k k k
+∞

=
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      





 

接着，我们求上述开集列的可数交。根据海涅定理，不失一般性，此时不妨假设 k 是一个连续变量，

则 

2

2
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d 2 4 174
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k

k k
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所以函数 ( ) 21 174
2 4

g k k k k = − + ± + + 
 

是一个定义在 [ )1,+∞ 上的单调递减函数，其中显然有 

2 17 1lim 4 .
4 2k

k k k
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另一方面， 

2

2
2

17 1 3 4 3lim 4 lim .
4 2 217 14
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综上所述，实常数 x 的取值范围是 

 ( ) 3 37 3 7 7 31, , , , .
2 2 2 5 5 2

     − +∞ − − +∞ =         
             □ 

由例 2 的分析，为了能够应用(第一)数学归纳法，巴塞尔级数的部分和最优的估计是 

( )2
1

1 2 1 ,731
5

n

i i n=

≤ −
+ +

∑  

最后再结合放缩法便可完整证明不等式(1)。 
注 1：由于(第一)数学归纳法的首步骤可以从 ( )0 1n k= ≥ 开始验证，此时实常数 x 的取值范围是 

0

2 21 17 1 17 74 , 4 , .
2 4 2 4 5k k

k k k k k k
+∞

=
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巴塞尔级数是一个收敛级数，对于发散级数是否会出现类似的问题呢？以下不等式来源于文献[5]。 

 
1

1 32 .
2

n

i
n

i=

> −∑    (4) 

在文献[5]里，作者的分析思路和结论与文献[4]的类似，然而同样的疑问，这个不等式是最优的吗？ 
首先我们知道 
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1
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n
x

n x n
+
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对不等式(5)两边求和，得到 
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1 1

1
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1 1 1d d 2 1 2.
n n i n

i
i i

x x n
i x x

+ +

= =

> = = + −∑ ∑∫ ∫  

它们暗示着，当 n →+∞时，
1

1n
i i=∑ 与 1n + 是同阶无穷大。应用待定系数法和 Stolz 定理，从 

1
1 1 1

1 1 1
1 1 2 1 21 lim lim lim ,

1 2 1 1

n n n
i i i

n n n

n ni i i
a a aa n b n n n

+

= = =

→∞ →∞ →∞

−
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= = = =
+ + + − + +

∑ ∑ ∑
 

(其中常数 ,a b 为两个待定系数)可知 2a = 。故不等式(4)右边的乘子 2 是最优的，但是减数
3
2
是不是最优

呢？能否将
3
2

− 增加或减少一点点，使得它变成最优的呢？让我们先考察将它减少一点点的情形。 

例 3 应用(第一)数学归纳法证明 

 
1

1 12 2.
n

i
n

i n=

≥ + −∑   (6) 

证明：当 1n = 时，
11 2 1 2
1

≥ + − 。假设当 n k= 时，不等式(6)成立，当 1n k= + 时，由归纳假设， 

1

1 1 1 12 2 .
1 1

k

i
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i k k k=

+ ≥ − + +
+ +

∑  

为了使得数学归纳法能成功应用，须有 

1 1 12 2 2 1 2 .
1 1

k k
k k k

− + + ≥ + − +
+ +

 

事实上，上式等价于 

12 2 1.k k
k

+ ≥ +  

显然它是成立的，那是因为 

2 1 .
1k k k

≤
+ +

 

所以(第一)数学归纳法能成功应用于不等式(6)。                                                □ 
从例 3 可以看出，当 4n ≥ 时， 

1

1 3 12 2 2,
2

n

i
n n

i n=

> − ≥ + −∑  

所以相对于不等式(4)，不等式(6)过分放缩了，但它却提供了寻找不等式(4)最优形式的线索。接下来我们

考察将
3
2

− 增加一点点的情形。 

例 4 应用(第一)数学归纳法证明：当自然数 n 充分大时， 

 
1

1 1 32 .
2

n

i
n

i n=

≥ + −∑   (7) 

证明：通过验算，当 160n = 时，不等式(7)成立。假设 ( )160n k= ≥ 时，不等式(7)也成立。当 1n k= +

时，由归纳假设， 
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1

1 1 1 1 32 ,
21 1

k

i
k

i k k k=

+ ≥ + + −
+ +

∑  

为了使得数学归纳法能成功应用，须要验证 
1 1 3 1 32 2 1 .

2 21 1
k k

k k k
+ + − ≥ + + −

+ +
 

事实上，上式等价于 
12 2 1.k k
k

+ ≥ +  

显然它是成立的，所以(第一)数学归纳法能成功地应用于不等式(7)。                               □ 
从例 4 可以看出，当 160n ≥ 时， 

1

1 1 3 32 2 .
2 2

n

i
n n

i n=

≥ + − > −∑  

值得注意的是，仔细观察例 3 和例 4 的证明，我们发现常数
3
2
在应用(第一)数学归纳法证明的过程

中并未起到关键作用。它激发我们寻找不等式(4)最优形式的兴趣。 
例 5 求，使得下列不等式成立，并能应用(第一)数学归纳法证明的实常数 x 的取值范围 

 ( )
1

1 2 0, 1 .
n

i
n x a x a

i=

> + + ≥ <∑   (8) 

解：题意要求能应用(第一)数学归纳法，我们须成立如下各个步骤：当 1n = 时，1 2 1 x a> + + ，即

( )21
1 1

4
a

x
−

− ≤ < − 。假设当 1n k= ≥ 时，上述不等式成立。当 1n k= + 时，由归纳假设， 
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i
k x a
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∑  

为了使得数学归纳法能成功应用，须要验证 
12 2 1 .

1
k x a k x a

k
+ + + ≥ + + +

+
 

事实上，上式等价于 

1 2 1.k x k x k+ + + + ≥ +  

解之，
( )

9
8

2 1

k
x

k

+
≥

+
。为了使得(第一)数学归纳法能成功应用，实常数 x 的取值范围是 

 
( )

( ) ( )2 29
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1
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2 1 4 32 4k

a ak
k

+∞

=

     − −+     +∞ − − = +∞ − −     +       
 



   (9) 

为了上述的取值范围不是空集，须满足
( )21 171

4 32
a−

− > ， 1a < ，所以 a 的取值范围是
7,1 2
4

 −∞ − 
 

。 

总之，为了能够应用(第一)数学归纳法证明不等式(8)，必须满足 

 7,1 2
4

a  ∈ −∞ − 
 

 且 
( )2117 , 1 .

32 4
a

x
 −

∈ −  
     □ 
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注 2：(1) 根据例 5 的分析，特别地，当
3 71 2
2 4

a = − < − 时，
17 9,
32 16

x  ∈  
。所以我们可以用(第一)

数学归纳法和放缩法证明 

1

1 17 3 32 2 .
32 2 2

n

i
n n

i=

> + − > −∑  

(2) 由于(第一)数学归纳法首步骤可以从 ( )0 1n k= ≥ 开始验证，此时对实常数 x 的取值范围讨论，只

需要将等式(9)替换为 

( )
( )

0

29
8 1

, 1, 1 .
2 1 4k k

ak
k

+∞

=

   −+
 +∞ − −   +   





 

最后再模仿例 5 的方法，保证取值范围是非空集即可。在此省略。 
通过本节的分析，我们发现不等式是否最优的与(第一)数学归纳法是否有效存在密切的联系。或者，

通俗地讲，如果先将放缩法不恰当地应用在不等式上，则(第一)数学归纳法的应用往往失效。 

3. 它是一个充要条件吗？ 

当 ( )0 1nS n≥ ≥ 时，记 1 1 1, .n n nS S S S S−∆ = − ∆ = 在文献[4] [5]中，作者给出了(第一)数学归纳法失效的

原因：那是因为“ 1 1k kS B+ +∆ > ∆ ”。那么这个条件对于(第一)数学归纳法的有效性而言是充要条件吗？下

面的性质说明条件“ n nS B∆ ≤ ∆ ”是“能够应用(第一)数学归纳法证明 n nS B≤ ”的充分性条件。 
性质 1 对于任意的 1n ≥ ，都有 n nS B∆ ≤ ∆ ，则能够应用(第一)数学归纳法证明 ( )1n nS B n≤ ≥ 。 
证明：我们直接应用(第一)数学归纳法：当 1n = 时，条件保证 1 1S B≤ 成立。假设当 n k= 时， k kS B≤

成立，当 1n k= + 时， 

1 1 1 1,k k k k k kS S S B B B+ + + += + ∆ ≤ + ∆ =  

所以我们有 ( )1n nS B n≤ ≥ 。                                                                 □ 
自然而然地问：条件“ n nS B∆ ≤ ∆ ”是一个必要性条件吗？为了回答这个问题，我们先考察文献[2]第

37 页的一个例子。 
例 6 当 10n ≥ 时，应用(第一)数学归纳法证明不等式 32 .n n>  
此例的证明比较简单，我们省略不证！但是我们不妨在表 1 里看看1 9n≤ ≤ 的情况。 

 
Table 1. The analysis of the inequality 32n n>  when 1 9n≤ ≤  
表 1. 当1 9n≤ ≤ 时，不等式 32n n> 的正确性分析 

 2n  3n  32n n> ? 

1n =  2 1 正确 

2n =  4 8 错误 

3n =  8 27 错误 

4n =  16 64 错误 

5n =  32 125 错误 

6n =  64 216 错误 

7n =  128 343 错误 

8n =  256 512 错误 

9n =  512 729 错误 
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不难看出，这个例子有一定的特点，仅仅当 2,3,4,5,6,7,8,9n = 时，不等式 32n n> 不成立，于是我们

利用这个特点构造不等式如下。 
例 7 对于哪些自然数 n ，能够应用(第一)数学归纳法证明不等式 3

1 12n n i
i ii− −
= =

>∑ ∑ ？ 
解：显然这个不等式与例 6 有关，所以在证明前，我们在表 2 里讨论一下前几项的结果。 

 
Table 2. The analysis of the inequality 3

1 12n n i
i ii− −
= =

>∑ ∑  when 1 9n≤ ≤  

表 2. 当1 9n≤ ≤ 时，不等式 3
1 12n n i

i ii− −
= =

>∑ ∑ 的正确性分析 

 3
1

n
i i−
=∑  12n i

i
−

=∑  3
1 12n n i

i ii− −
= =

>∑ ∑ ？ 

1n =  1 0.5 正确 

2n =  1.25 0.75 正确 

3n =  1.16203703703704 0.875 正确 

4n =  1.17766203703704 0.9375 正确 

5n =  1.18566203703704 0.96875 正确 

6n =  1.19029166666667 0.984375 正确 

7n =  1.19320711856171 0.9921875 正确 

8n =  1.19516024356171 0.99609375 正确 

9n =  1.19653198567419 0.998046875 正确 

 
此时我们应用(第一)数学归纳法证明。当 9n = 时，不等式是成立的。假设当 9n k= ≥ 时，原不等式

也成立。当 1 10n k= + ≥ 时，由归纳假设， 

( ) ( )
1

3 3 3 3
1 1 1

1 1 1 1 1 .
21 1

k k k

i
i i ii i k k

+

= = =

= + > +
+ +

∑ ∑ ∑  

由例 6 可知 

( )3 1
1 1

1 1 1 1
2 2 21

k k

i i k
i ik +
= =

+ ≥ +
+

∑ ∑  

等价于 ( )312 1k k+ ≥ + ，故当 9n ≥ 时，能够应用(第一)数学归纳法证明原不等式。                      □ 
例 6 和例 7 告诉我们，能够应用(第一)数学归纳法证明“当 9n ≥ 时，不等式 n nS B≤ ”，却不能推导

出“当 2 8n≤ ≤ 时， n nS B∆ ≤ ∆ ”成立。进而，极端地思考，对于所有的自然数 n ，都不能成立 1 11n n +> 。

于是我们继续提出疑问：会不会存在更多的自然数 ,n 能够应用(第一)数学归纳法证明不等式 n nS B≤ ，但

是不能推导出 n nS B∆ ≤ ∆ 呢？为此，我们考察例 6 的一般情形如下： 
例 8 对于哪些自然数 n ，能够应用(第一)数学归纳法证明不等式 1n aa n +> ，其中 ( ]1,2a∈ ？ 
解：我们先考察对于哪些自然数 n ，不等式 1n aa n +> 成立，其中 ( ]1,2a∈ 。事实上我们需要解方

程 ( ]( )1 1, 1, 2x aa x x a+= ≥ ∈  。将等式变形并化简如下： 
1 1 ln1 e .a x a x ax a x+ − + −= =  

由于 ( ]1,2a∈ ，所以等式两边同时开 1a + 次方，即 

 ( )
1

1 ln 1 ln1 e exp .
1

a x a a x ax x
a

+ − +  = = − + 
   (10) 
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接着，等式两边同时乘以
ln

1
a

a
−

+
，得到 

ln ln lnexp .
1 1 1
a x a x a

a a a
 − = − − + + + 

 

因为 ( )1ln e ,0
1
a

a
−− ∈ −

+
，所以原方程的解为： 

1 0
1 ln

ln 1
a ax W

a a
+  = − − + 

或 2 1
1 ln .

ln 1
a ax W

a a−
+  = − − + 

 

由于当 x →+∞时， xa 是 1ax + 的高阶无穷大。所以，当 [ ] [ ]( )1 2max 1, 1,1n x x≥ + + 时，不等式 1n aa n +> 成立，

其中 [ ]x 表示对 x 取整数部分。 
最后，我们记集合 A 为 

1

1

1 1| 1 | .
1

a

a
A n a n n

n a

+

+

     = ∈ ≥ + = ∈ ≥     −     
   

由最小数原则，集合 A 存在最小整数 minN 。故当 [ ] [ ]( )1 2 minmax 1, 1, 1n x x N= + + + 时，不等式 1n aa n +>  成
立，假设当 [ ] [ ]( )1 2 minmax 1, 1, 1n k x x N= ≥ + + + 时，不等式 1n aa n +> 成立。当 1n k= + 时，由归纳假设，有

1 1k k aa a a ak+ += ⋅ > 。为了完成归纳步骤，必须有 ( ) 11 1 aaak k ++ ≥ + ，即 

( ) 1 1

1

1 11 ,
a a

a

k
a

kk

+ +

+

+  ≥ = + 
 

 

而它是成立的。故当 [ ] [ ]( )1 2 minmax 1, 1, 1n x x N≥ + + + 时，能够应用(第一)数学归纳法证明原不等式。      □ 
接下来，我们模仿例 7，利用例 8 的结论，得到下面不等式。 
例 9 对于哪些自然数 n ，能够应用(第一)数学归纳法证明不等式 ( )1

1 1
n na i
i ii a− + −
= =

>∑ ∑ ，其中 

[ ]2 ,2a ε∈ − ， 0ε > 是一个充分小的数。 
解：先证明原不等式成立。由于 

1 1 1 1
1

1 1 1 11 1,
2 3

n

a a a a
i i n+ + + +
=

 = + + + + ≥ 
 

∑   

另一方面，根据等比数列的前 n 项和公式，当
1log

2an
a

<
−

时，有 

2 3
1

1 1 1 1 1 1 11 1.
1

n

i n n
i a aa a a a a=

 = + + + + = − < −  
∑   

由上述讨论，当 1n = 时，原不等式成立。设当 n k= 时，原不等式成立，当 1n k= + 时， 

( ) ( )
1

1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 1 .
1 1

k k k

a a a i a
i i ii i ak k

+

+ + + +
= = =

= + > +
+ +

∑ ∑ ∑  

为了完成归纳步骤，我们的目标是验证 

( ) 1 1
1 1

1 1 1 1 .
1

k k

i a i k
i ia a ak + +
= =

+ ≥ +
+

∑ ∑  

事实上它等价于 ( ) 11 1 aka k ++ ≥ + 。由例 8 的结论，当 [ ] [ ]( )1 2 minmax 1, 1, 1k x x N≥ + + + 时，有 ( ) 11 1 aka k ++ ≥ +

成立，于是只需在首步里用 [ ] [ ]( )1 2 min
1max , , log

2an x x N
a

=
−


替换 1n = 即可完成(第一)数学归纳法的

证明。                                                                                    □ 
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注 3：(1) 在例 9 里，我们选取充分小的 0ε > 是有必要的，同时也是可以实现的。首先由于数学归

纳法不考察 n →+∞的情形，只要 ε 是一个充分小的常数，能够保证自然数 n 有足够多，至少能远远大于

[ ] [ ]( )1 2 minmax , ,x x N ，所以只需要取 ε 充分小，使得 [ ] [ ]( )1 2 min
1max , , log

2ax x N
a−


。根据例 7 中的不等

式可知， ε 的充分小性是可以实现的，比如取 300 10ε −< < 时，有 100n > 。 
(2) 在例 8 和例 9 里，我们取参数 a 为有理数，是为了保证等式(10)的计算不需要考虑复数的情形。

如果参数 a 为无理数，则需要把 1 看成一个复数，等式(10)的计算需要重新考虑，如等式(10)左边变为 

( ) ( )
1

1 11 exp ln 1 arg1 2 ,
1

a i k i k
a

+  = + + ∈ 
 

π
+

  

最后再结合复数情形的朗伯 W 函数公式 ( ) ( )eW zW z z= [6]，同样可以得到例 9 所需要的结论。 
(3) 至此，根据例 6 与例 7，例 8 与例 9 两组例子的结论，我们可以总结如下： 
如果有 1 1S B≤ ，并且存在一个最小的自然数 min 3k ≥ ，能够应用(第一)数学归纳法证明“当 minn k≥ 时，

n nS B≤ ”，则不能断言“当 min2 1n k≤ ≤ − 时， n nS B∆ ≤ ∆ ”。 
上述结论讨论了不等式“ n nS B∆ ≤ ∆ ”前几项的性质，而对于余下的项，我们有： 
性质 2 如果有 1 1S B≤ ，并且存在一个最小的自然数 min 1k ≥ ，能够应用(第一)数学归纳法证明“当

minn k≥ 时， n nS B≤ ”，则能够推导出“当 min 1n k≥ + 时， n nS B∆ ≤ ∆ ”。 
证明：假设存在某个自然数 0 min 1n k≥ + ，有

0 0n nS B∆ > ∆ 。我们验证(第一)数学归纳法的证明失效。 
由题目条件，当 minn k= 时，有

min mink kS B≤ 成立。假设当 ( )minn k k= ≥ 时， k kS B≤ 成立，则当 1n k= +

时，由归纳假设， 

1 1 1,k k k k kS S S B S+ + += + ∆ ≤ + ∆  

为了完成归纳步骤，必须有 1 1k kS B+ +∆ ≤ ∆ 。然而当 0 min1k n k= − ≥ 时，却有 1 1k kS B+ +∆ > ∆ 成立。所以此时(第
一)数学归纳法失效，不能证明“当 minn k≥ 时， n nS B≤ ”。                                          □ 

注 4：在性质 2 中，我们不能判断
min mink kS B≤ 是否成立，只有当 min 1k = 时，由条件才知道 1 1S B≤ 。不

过无论
min mink kS B≤ 是否正确，我们都可以得到如下集合的包含关系： 

{ } ( ){ }
min min1

| | 0 .n n n n
k n k

n S B n S B
+∞ +∞

= =

∅ ≠ ∈ ∆ ≤ ∆ ⊆ ∈ ≤ ≤ ⊆
 

能应用 第一 数学归纳法证明    

4. 数学归纳法真的失效吗？ 

经过上面的分析，我们发现不等式(1)和不等式(4)不能应用(第一)数学归纳法的原因是没有满足第二

节所述的充分不必要条件。从条件可以看出，它只考虑不等式两边“增量”的关系，这也暗示着第二数

学归纳法和跳跃数学归纳法不能应用。但是数学归纳法的内容不止是“向前”归纳，我们可以避开考察

“增量”的问题，选择“向后”递减式归纳法。 
例 10 应用反向数学归纳法证明不等式(1)。 

证明：显然，当 2
6 2 1 45

10
n  ≥ − + = π− 

时，
2 2 11

6 3 2n
π

− < −
+

。所以当 6k ≥ 时，有 

( ) ( )

22

2 2
1 1

1 1 2 11 .
6 3 2 21 1

k

k
i ii i

+∞

= =

< = − < −
+ +

π
+∑ ∑  

这说明不等式(1)对于无穷多个自然数{ }
6

2k

k≥
成立。 

假设当 1n r= + 时，不等式(1)成立。下证：当 n r= 时，不等式(1)也成立。事实上，由归纳假设，
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1 1 0r rS B+ +− < ，所以 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1 1 1 1 1
2 2

1 1

1 1 1 1
2 2

0

,

r r

r r i i i i
i i

r r

i i i i
i i

S B S S S B B B

S B S S B B

+ +

+ + − −
= =

+ +

− −
= =

   > − = + − − + −      
 = − + − − −  

∑ ∑

∑ ∑
 

整理可得： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

r

1 1 1 1 1 1
2 2

1 1 1 1
2 2

1 1 2
2 2

1 1
2 2

1
2 3

.

r

i i k k i i k k
i i

r r

i i i i r r r r
i i

r r

i i i i
i i

r r

i i i i
i i

B S S S S S B B B B

S S B B S S B B

S S B B
r r

S S B B

− + − +
= =

− − + +
= =

− −
= =

− −
= =

   − > − + − − − + −      
 = − − − + − − −    
 = − − − +  + + 

> − − −

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

 

最后移项并整理，可得当 n r= 时，不等式(1)也成立。                                             □ 
不等式(4)不同于不等式(1)，其中的级数是发散的，因此它的证明与例 10 中的证明不尽相同，我们

须在例 10 的基础上做一定的修改。 
例 11 应用反向数学归纳法证明不等式(4)。 
证明：首先对于任意的自然数 n ，有 

1 9 72 .
16 16

n n
n

 
≥ + − −  

 
 

应用错位相减法，可得 

2 2

1 1

1 9 7 9 3 32 2 2 2 2 .
16 16 16 2 2

k k
k k

i i
i i

i= =

 
≥ + − − = + − > −  

 
∑ ∑  

这说明不等式(4)对于无穷多个自然数{ }
1

2k

k≥
是成立的。 

最后一步的归纳证明类似于例 10 中的证明，这里省略不证。                                  □ 
注 5：在例 11 的证明中，事实上我们得到了不等式 

1

1 9 32 .
16 2

n

i
n

i=

> + −∑  

然而，从注 2(1)可以知道，这个不等式是不能应用(第一)数学归纳法证明，因为
9 17 9,

16 32 16
 ∉  

。这是一个

很有趣的现象，说明例 11 中的反证法与(第一)数学归纳法没有任何关系。 

5. 总结 

本文以不等式(1)和不等式(4)为起点，讨论第一数学归纳法的有效性问题。首先我们考察目标不等式

是不是一种最优不等式。事实上，如果不等式在应用第一数学归纳法之前，不恰当地使用放缩法，往往

导致第一数学归纳法失效。然后我们在第二节中讨论文献[4] [5]所给出第一数学归纳法失效的原因，并得

到性质 1，2 和注 3(3)。最后我们发现若第一数学归纳法失效了，可以改用反向数学归纳法，并给出相应
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的证明。 
细心地发现，我们在第二节里实际上只考察了非负项的数列{ } ( )1

0n nn
S S

≥
≥ 的性质，对于一般的情形，

所得的注 3(3)和性质 2 是不对的。例如，根据莱布尼兹判别法可知，级数 ( )1

11 n
n n
+∞

=
− < +∞∑ ，相应地

1

1
n n
+∞

=
= +∞∑ 。利用这个事实，考察能否应用第一数学归纳法证明“不等式 ( )1 1

1 11 in n
i ii i= =

− <∑ ∑ ”？为了文

章的完整性，我们给出证明：当 1n = 时， 1 1− < ，假设当 n k= 时，不等式成立，则当 1n k= + 时，  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 11 1 1 1 ,
1 1

k k ki i k k

i i ii i k i k

+
+ +

= = =

− = − + − < + −
+ +∑ ∑ ∑  

为了完成归纳步骤，必须有 ( ) 1 1 11
1 1

k

k k
+− ≤

+ +
，它显然是成立的，所以第一数学归纳法有效。但是当 n 为

偶数时，都有 ( ) 1 11 n

n n
− = ，而不是 ( ) 1 11 n

n n
− < ，所以此时注 3(3)和性质 2 不成立。 

由于数学归纳法的内容非常丰富，除了本文提到的归纳法外，还有诸如螺旋数学归纳法，多元数学

归纳法等等其他形式。我们不禁产生疑问：在证明数学式子时，若存在一种或多种数学归纳法形式失效

了，能否用其他形式代替呢？  
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