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摘  要 

Drazin逆是矩阵理论中不可或缺的一部分，在众多应用领域中具有重要的作用。本文通过应用两个矩阵

乘积的Drazin逆的正序律，研究了秩可加性条件下一类2 × 2分块矩阵的Drazin逆，给出了其Drazin逆的

若干新表达式。 
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Abstract 
Drazin inverse is an indispensable part of matrix theory and plays an important role in many appli-
cation fields. This article studies the Drazin inverse of a class 2 × 2 block matrix under rank addi-
tivity conditions, by applying the forward order law for Drazin inverse of the product of two matri-
ces. In addition, we present some new representations of the Drazin inverse of these 2 × 2 block 
matrices with some rank additivity conditions. 
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1. 引言及预备知识 

在本文中， m nC × 表示复数域C 上所有 m n× 矩阵的集合。 kI 表示 k 阶单位矩阵， m nO × 表示 m n× 阶零

矩阵的全体(若无歧义，下标可省略)。对于矩阵 m nA C ×∈ 来说， ( ) ( )* , ,A R A r A 分别表示其共轭转置矩阵、

值域和秩，参见文献[1]-[3]。 
若 A 是 n n× 复矩阵，则存在唯一的矩阵 X 满足以下等式： 

1k kA X A+ = ， XAX X= ， AX XA= 。 

此时称 X 为 A 的 Drazin 逆记为 DX A= ，其中 k 是满足 ( ) ( )1k kr A r A += 的最小非负整数，称为 A 的

指标(记为 ( )k Ind A= )。特别地，当 1k = 时，矩阵 X 称为 A 的群逆，记为 gX A= 。若 A 非奇异，则显然

有 1DA A−= ，参见文献[4]。 
Drazin 逆的理论在过去几十年间取得长足发展。矩阵的 Drazin 逆广泛地应用于矩阵方程近似求解、

微分方程数值解、应用统计学、马尔可夫链、密码学、迭代方法以及多体系统动力学等领域的大规模科

学计算当中，相关研究可参见文献[1]-[3]。 
尽管 Drazin 逆的理论与应用研究取得了较大的进步，但关于 Drazin 逆的许多基本问题仍需进一步探

究。众所周知，Drazin 逆的应用中，往往涉及到一个关键问题：即下述 2 × 2 分块矩阵 
A B
C D
 

Φ =  
 

 

的 Drazin 逆的表达式研究。在早期文献[5] [6]中，学者们通过矩阵Φ 的分块形式推导了Φ 的条件逆、

Moore-Penros 逆或{1}-逆的通用表达式。20 世纪 60 年代中期以来，Φ 的广义逆的应用受到诸多学者关

注，例如：Nobel [7]、Miao [8]等相关文献。近年来，Φ 的 Drazin 逆理论与应用研究得到了长足的发展，

逐渐成为了一个热点的前沿研究课题，参见文献[1]-[3]。 
在本文中，通过利用两个矩阵乘积的 Drazin 逆的正序律，我们将在适当条件下揭示特定的 2 × 2 分

块矩阵的 Drazin 逆与其各个子块的 Drazin 逆之间的关系。 
以下的引理在文章后面的讨论起着关键作用。 
引理 1 [1] 设 m m

iA C ×∈ ， 1,2i = ，且 1 2A A A= ，且 ( ) ( ){ }max ,  1,  ik Ind A Ind A= ，再设 1 2
D DX A A= 。

则下列表述等价： 
(1) ( )1 2 1 2

DD D DA A A A A X= = = ， 

(2) ( ) ( ) ( )
2 1

1
1 2

2

k k
k k k

k

A A E
r r A r A r A

E A N

+ 
= + + 

 
， 

其中 ( ) ( )*1 2,     m mE O O I E O O I= = 且

2 1
2 2

2 1
1 1 2

1

k k

k k k

k

O A A
N A A A O

A O O

+

+

 
 

=  
 
 

。 

2. 主要结果 

本节通过利用两个矩阵乘积的 Drazin 逆的正序律，研究了在适当条件下特定 2 × 2 分块矩阵的 Drazin
逆与其各组子块的 Drazin 逆之间的关系。相关结论如下： 
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定理 1 设 , m mA B C ×∈ 和 ( ) ( )max ,  ,  1,  
A B

k Ind A Ind B Ind
O O

   =   
   

。则下列表述等价： 

(1) ;
D D DA B A B

O O O O
  

=   
   

 

(2) ( ) ( )
2 1 2 1

2 1 1

1

, .

k k k

k k k k k

k k k

A A B O A B
r O O B B r A A B r B

A A B B O

+ −

+ −

−

 
 

= + 
 − 

 

证明：由矩阵的性质可知 

 .
DD

m mA B I I A O
O O O O O B

     
=      

     
                (2.1) 

利用引理 1，令 1 2,  m mI I A O
A A

O O O B
   

= =   
   

和 1 2

A B
W A A

O O
 

= =  
 

，可得 

 ( )
1

1 2

k k
kk A A B

W A A
O O

− 
= =  

 
  (2.2) 

同时，可知下列正序律： 

 ( )1 2

D D D
D m m m mD I I A O I I A O

W A A
O O O B O O O B

       
= = =       

       
    (2.3) 

成立，当且仅当                                            

 ( ) ( ) ( )

2 1 2 1

2 1

2 1

1

1

2 1 2 1

2 1 1

1

,

,

k k k k

k k

k k

k k
m m

k k
m m

k k k k

k k k

k k k k

k k k

A A B O O O O A A B
O O O O O O O O
O O O O A O A O
O O O O O B O B

r
O O I I A B O O
O O O O O O O O
A A B I I O O O O
O O O O O O O O

r A A B r A r B m

A A B O A B
r O O B B r A A

A A B B O

+ −

+

+

−

−

+ −

+ −

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= + + +

 
 

⇔ = 
 − 

( ) ( ).kB r B+

  (2.4) 

另一方面，因为 

 ,
D

m m m mI I I I
O O O O

   
=   

   
  (2.5) 

且 

 .
D D

D

A O A O
O B O B

  
=   

   
  (2.6) 
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最终，由(2.1)~(2.6)及引理 1，可得公式(2.4)成立的充要条件为 

( )1 2

     

     .

DD
D m mD

D D D
m m m m

D

D D

A B I I A O
W A A

O O O O O B

I I A O I I A O
O O O B O O O B

A B
O O

     
= = =      

     

      
= =       
      
 

=  
 

 

根据引理 1 和定理 1，很容易得出下列推论。 
推论 1 设 m mA C ×∈ 和 m mB C ×∈ 。则下列表述等价： 

(1) ;
g g gA B A B

O O O O
  

=   
   

 

(2) 2 3.A B B=  
设 I 为适当阶数的单位矩阵，可知 

 ,
DDO O O O A O O O O O A O

A B I I O B A B I I O B
          

= =           
          

和    (2.7) 

 ,
DDA O A O I O A O A O I O

B O O B I O B O O B I O
          

= =           
          

和    (2.8) 

 .
DDO A A O O I O A A O O I

O B O B O I O B O B O I
          

= =           
          

和     (2.9) 

且 

   , ,
D D DO O O O I O I O O I O I

I I I I I O I O O I O I
           

= = =           
           

.    (2.10) 

依照定理 1 的类似方法及(2.7)~(2.10)，我们可以给出以下结论。 

定理 2 设 , m mA B C ×∈ 和 ( ) ( )max ,  ,  1,  
O O

k Ind A Ind B Ind
A B

   =   
   

。则下列表述等价： 

(1) ;
D

D D

O O O O
A B A B

   
=   

   
 

(2) ( ) ( )
2 2 1 1

2 1 1

1

,  .

k k k

k k k k k

k k k

B A B O B A
r O O A A r B A B r A

B A B A O

+ −

+ −

−

 
 

= + 
 − 

 

证明：由矩阵的性质可知 
DDO O O O A O

A B I I O B
     

=      
     

。 

令 1

O O
A

I I
 

=  
 

， 2

A O
A

O B
 

=  
 

，可得 ( )1 2 1
k

k K

O O
A A

BA B−

 
=  
 

。 

类似于定理 1 的证明，并结合引理 1 和(2.7)和(2.10)可知定理 2 中的(1)等价与(2)。 
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推论 2 设 m mA C ×∈ 和 m mB C ×∈ 。则下列表述等价： 

(1) ;
g

g g

O O O O
A B A B

   
=   

   
 

(2) 2 3.B A A=  

定理 3 设 ,  m mA B C ×∈ 和 ( ) ( )max ,  ,  1,  
A O

k Ind A Ind B Ind
B O

   =   
   

。则下列表述等价： 

(1) ;
D D

D

A O A O
B O B O

  
=   

   
 

(2) ( )

2 1

2 1

2 1 1

1

.

k k

k k k
k

k k k

k k

A O A
BA O BA Ar r r B

O B B BA
BA B O

+

−

+ −

−

 
     = +  −    
 

 

证明：由矩阵的性质可知 
DDA O A O I O

B O O B I O
     

=      
     

。 

令 1

A O
A

O B
 

=  
 

， 2

I O
A

I O
 

=  
 

，可得 ( )1 2 1

K
k

k

A O
A A

BA O−

 
=  
 

。 

类似于定理 1 的证明，并结合引理 1 和(2.8)和(2.10)可知定理 3 中的(1)等价与(2)。 
推论 3 设 m mA C ×∈ 和 m mB C ×∈ 。则下列表述等价： 

(1) ;
g g

g

A O A O
B O B O

  
=   

   
 

(2) 2 3.BA B=  

定理 4 设 , m mA B C ×∈ 和 ( ) ( )max ,  ,  1,  
O A

k Ind A Ind B Ind
O B

   =   
   

。则下列表述等价： 

(1) ;
D D

D

O A O A
O B O B

  
=   

   
 

(2) ( )

2 1

2 1 1

2 1

1

.

k k

k k k
k

k k k

k k

AB O AB
B O B AB

r r r A
O A A B

AB A O

−

+ −

+

−

 
     = +  −    
 

 

证明：由矩阵的性质可知 
DDO A A O O I

O B O B O I
     

=      
     

。 

令 1

A O
A

O B
 

=  
 

， 2

O I
A

O I
 

=  
 

，可得 ( )
1

1 2

k
k

K

O AB
A A

O B

− 
=  
 

。 

类似于定理 1 的证明，并结合引理 1 和(2.9)和(2.10)可知定理 4 中的(1)等价与(2)。 
推论 4 设 m mA C ×∈ 和 m mB C ×∈ 。则下列表述等价： 
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(1) ;
g g

g

O A O A
O B O B

  
=   

   
 

(2) 2 3.AB A=  
数值例子 

假设矩阵
1 0
0 1

A  
=  
 

，
1 0
0 0

B  
=  
 

。 

可以验证 ( ) ( )0,  1,  1
A B

Ind A Ind B Ind
O O
 

= = = 
 

，即  

( ) ( )max , , 1, 1   
A B

k Ind A Ind B Ind
O O

   = =  
   

。 

在 1k = 的条件下，容易验证 3 2 0A A A A= = = ， 3B B= 且 

( ) ( )

( ) ( )

2 1 2 1

2 1 1

1 ?     

3 2

          
    , ?

  
  

, .

k k k

k k k k k

k k k

A A B O A B
r O O B B r A A B r B

A A B B O

A A B O B
r O O B B

A B B O

r A B r B

+ −

+ −

−

 
 

= + 
 − 

 
 

=  
 − 

= +

 

又因为 DA A= ， DB B= ，且 1
A B

Ind
O O
 

= 
 

，可得 

 
D D DA B A B A B

O O O O O O
    

= =     
     

。 

3. 结论 

利用矩阵秩或值域的若干经典等式，本文列出了两个矩阵乘积 Drazin 逆正序律成立的充要条件。利

用该正序律，在满足秩可加性条件的前提下，论文推导出了若干 2 × 2 分块矩阵 Drazin 逆的新表达式。

特别地，将本文的特例结果与文献[5]中 Meyer 关于上三角分块矩阵 Drazin 逆的通用公式进行代数对比，

可以证明在C O= 且 D O= 的条件下，文献[5]中的公式退化为本文提出的定理。 
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