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摘  要 

设G H 和G H⋅ 分别表示图G 和 H 的笛卡尔积和字典积。本文研究了图积中的子式问题。特别地，我们

通过构造方法证明，对任意简单图G 和连通图 H ，图G H⋅ 是图 kG H 的一个子式，其中 kH 是 H 的 k
重笛卡尔积且 ( )k G= χ 。这一结论推广了Wood的早期结果。此外，我们还改进了Wood中 ( )tG Sη 的下

界，其中 1,t tS k= 。 
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Abstract 
Let G H  and G H⋅  denote the Cartesian product and the lexicographic product of graphs G  
and H , respectively. In this note, we investigate the graph minor in products of graphs. In particu-
lar, we show that, for any simple graph G  and any connected graph H , the graph G H⋅  is a mi-
nor of the graph kG H , where kH  is the k-fold Cartesian product of H  and ( )k G= χ . This gen-

eralizes an earlier result of Wood. Moreover, we improve the lower bound of ( )tG Sη  in Wood, 
where 1,t tS k= . 
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1. 引言 

本文所考虑的图均为无向简单图。未定义的术语和记号参见文献[1]。 
定义 1.1 设 ,G H 为图， *G H 表示G 和 H 的一种特定图乘积。 *G H 定义在顶点集上： 

( ) ( ) ( )* .V G H V G V H= ×  

对于 ( )*V G H 中的两个顶点 ( )1 2,u u u= 和 ( )1 2,v v v= ，它们在 *G H 中相邻当且仅当： 
 笛卡尔积G H ： 1 1u v= 且 ( )2 2u v E H∈ ，或 2 2u v= 且 ( )1 1u v E G∈ ； 
 强积G H ： 1 1u v= 且 ( )2 2u v E H∈ ，或 2 2u v= 且 ( )1 1u v E G∈ ，或 ( )1 1u v E G∈ 且 ( )2 2u v E H∈ ； 
 字典积G H⋅ ： ( )1 1u v E G∈ 或 1 1u v= 且 ( )2 2u v E H∈ 。 

G H 是从G 的一个副本出发，将G 中的每个顶点替换为 H 的一个副本而得到的，并且当 

( )1 1u v E G∈ 且 ( )2 2u v E H∈ 时，( )( ) ( )1 2 1 2, ,u u v v E G H∈  。G H⋅ 则是从G 的一个副本出发，将G 中的每

个顶点替换为 H 的一个副本而得到的，对于G 中的每条边 ( )1 1u v E G∈ ，在对应的两个 H 副本之间添加

所有可能的边，即对于任意 ( )2 2,u v V H∈ ，连接 ( )1 2,u u 和 ( )1 2,v v 。 
在图同构意义下，图笛卡尔积运算满足交换律与结合律。因此，对任意有限个图 1 2, , , kG G G ，图

1 2 kG G G  是良定义的。此时我们定义图 1 2: kG G G G=   的顶点集为 

( ) ( ) ( ) [ ]{ }1 2, , , : , .k i iV G v v v v V G i k= ∈ ∈  

对于两个不同的顶点 ( )1, , ku u u=  与 ( )1, , kv v v=  ，我们有 ( )uv E G∈ 当且仅当存在唯一的指 [ ]i k∈ ，

使得 

( )  .i i i j ju v E G u v j i∈ = ≠所有且 成立对  

在此情形下，称边uv 位于第 i 维。对于任意图G 及整数 1k ≥ ，记 

 :k

k

G G G G=  



 

为G 的 k 重笛卡尔积图。 
定义 1.2 设 H 是一个顶点集为{ }1,2, , n 的图。若存在G 的 n 个两两不交的非空顶点子集 

( )1 2, , , nX X X V G⊆ ，满足： 
(1) 对每个 [ ]i n∈ ， [ ]iG X 是连通的； 
(2) 对任意边 ( )ij E H∈ ，图G 中存在一条边连接 iX 与 jX ，即存在 iu X∈ 与 jv X∈ 使得 ( )uv E G∈ ； 
则称 H 是G 的一个子式，记为 H G 。当 tH K= 为完全图时，称 H 为G 的一个团子式。此时，上

述定义等价于：G 中存在 t 个两两不交的连通子图，且任意两个子图之间均存在至少一条边相连。 
给定图 G ，称 G 中最大团子式所对应的完全图的顶点数，即满足 tK G 的最大整数 t 为图 G 的

Hadwiger 数，记作 ( )Gη 。Hadwiger 数是图结构复杂性的主要度量之一。图乘积结构研究为描述复杂图
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类提供了基于简单构建块的强大框架[2]-[4]。Kotlov [5]开创了对图积中子式的研究，并证明，对任意二分

图G ，强积 2G K 是 4G C 的一个子式。该结果的推论给出了 ( )2
kKη 最好的下界。Chandran 和 Sivadasan 

[6]研究了笛卡尔积图中的团子式。随后，Wood [7]以及 Chandran、Kostochka 和 Raju [8]继续研究了笛卡

尔积图中的团子式。特别地，Wood [7]证明了以下结果： 
定理 1.3 [7] 设 H 为一个连通图，G 为一个二分图，则G H G H H⋅   。 
给定图G ，若存在一个映射 { }: 1, 2, ,f V k→  使得对任意边 uv E∈ 有 ( ) ( )f u f v≠ ，则称G 是 k -可

着色的。色数 ( )Gχ 是满足该条件的最小正整数 k 。在本文中，我们延续了关于笛卡尔积图中字典积子式

的研究，将 Wood [7]的结果推广到了更一般的情况： 
定理 1.4 设 H 为一个连通图，G 为一个 ( )G kχ = 的图，则 kG H G H⋅  。 
Wu、Yang 和 Yu [9]证明了，对任意连通图G ，强积 nG K 是 ( )G

nG K χ
 的一个子式。由强积和字典

积的定义易知 nG K⋅ 和 nG K 同构，故该结果也可以写成：对任意连通图G ， nG K⋅ 是 ( )G
nG K χ

 的一个子

式。因此，定理 1.4 也是 Wu、Yang 和 Yu [9]结果的推广。 
此外，我们还改进了 Wood [7]中 ( )tG Sη  的下界，且改进后的下界是紧的： 
命题 1.5 对任意 n 个顶点的连通图G 和任意整数 1t ≥ ，有 

 ( ) ( ) ( ){ }min , .tG S V G t Gη ω≥ +
 

2. 预备知识 

设 ( ) ( )( ),G V G E G= 是一个连通图。设 S 是 ( )V G 的一个非空子集。以 S 为顶点集，以G 中两个端

点均在 S 中的所有边为边集所组成的子图称为G 的由 S 导出的子图，记为 [ ]G S ，这时，也称 [ ]G S 为G
的导出子图。称G 中最大团所含的顶点数为图G 的团数，记作 ( )Gω 。叶子是指度为 1 的顶点，记 tS 为

具有 t 个叶子的星图，即 1,t tS K= 。对任意整数 ,m n∈ 且 m n< ，定义 [ ] { }, : , 1, ,m n m m n= +  ，并记

[ ] [ ]: 1,n n= 。 
若 { }1 2, , , kP V V V=  是图G 的非空顶点子集的一个集合，且满足G 的每个顶点恰好属于 P 中的一个

元素，即 iV ≠ ∅， ( )
1

k

i
i

V V G
=

=


，且对任意 i j≠ 有 i jV V = ∅ ，则称 P 是图G 的一个划分，P 中的每个元

素称为一个部。若 P 和 'P 是图G 的两个不同的划分，且 P 的每个部都与 'P 的每个部有非空交，则称 P
和 'P 是交叉的。划分 P 的商图(关于G )记为G P ，其顶点集为 P 中的非空部，其中两个不同的部 ,A B P∈

在 /G P 中相邻，当且仅当存在 u A∈ 与 v B∈ ，使得u 与 v在G 中相邻。 

3. 证明 

引理 3.1 对每个连通图 H 及任意整数 1k ≥ ，均存在 kH 的 k 个两两交叉的划分，使得 
(a) 每个划分的每个部都在 kH 中导出一个连通子图； 
(b) 对每个划分 P ，商图 kH P 均同构于 H 。 
证明 设 ( ) { }1,2, ,V H n=  。对任意 [ ]i k∈ 和 [ ]j n∈ ，定义 

( ) [ ]{ }, 1 1 1, , , , , , : , .i j i i k iA l l j l l l n i i′− + ′= ∈ ≠   

则对每个 [ ]i k∈ ，集合{ },1 ,2 ,, , ,i i i nA A A 构成 kH 的一个划分，从而得到 k 个划分。 
我们首先证明这 k 个划分两两交叉。任取来自两个不同划分的两个部，不妨设为

1 ,i xA 和
2 ,i yA ，其中

1 2i i≠ 且 [ ],x y n∈ 。取顶点 

( )
1 21, , , ,  1k i i rl l l x l y l= = = ,其中 其余  
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则该顶点同时属于
1 ,i xA 与

2 ,i yA ，因此任意两个不同划分是交叉的。 
接下来证明(a)。注意到 ,

k
i jH A  同构于 1kH − ，而 H 连通蕴含 1kH − 连通，故每个部在 kH 中诱导的子

图是连通的。 
下面证明(b)。任取一个划分 P ，不妨设 { },1 ,2 ,, , ,i i i nP A A A=  。显然 ( ) ( )kV H P n V H= = 。 
首先证明：若 ( )s tj j E H∈ ，则 , si jA 与 , ti jA 在 kH P 中相邻。取任意 

( )1 1 1 ,, , , , , ,
si s i k i jl l j l l A− + ∈   

和 

( )1 1 1 ,, , , , , ,
ti t i k i jl l j l l A− + ∈   

由于仅在第 i 个坐标处不同，且 ( )s tj j E H∈ ，根据 k 重笛卡尔积图的定义，上述两个顶点在 kH 中相

邻，从而对应的两个部在商图中相邻。 
反之，设 , si jA 与 , ti jA 在 kH P 中相邻，其中 s tj j≠ 。则存在 

( )1 1 1 ,, , , , , ,
si s i k i ju l l j l l A− += ∈   

和 

( )1 1 1 ,, , , , , , ,
ti t i k i jv l l j l l A− +′ ′ ′ ′= ∈   

使得 u 与 v在 kH 中相邻。由于 u 与 v在 kH 中相邻，根据笛卡尔积的定义，存在唯一的指标 [ ]r k∈ ，

使得 ( )r rl l E H′ ∈ ，且对所有 l r≠ 有 l ll l′= 。又由于 s tj j≠ ，可知u 与 v在第 i 个坐标上不同，从而必有 r i= ，

并且 ( )s tj j E H∈ 。 
因此， kH P 与 H 的边集一一对应，从而 kH P H≅ 。 

 
定理 1.4 设 H 为一个连通图，G 为一个满足 ( )G kχ = 的图，则 kG H G H⋅  。 
证明 由于G 是 k-可着色的，存在一个正常的 k-着色 

( ) [ ]: ,c V G k→  

使得对任意 [ ]i k∈ ，集合 ( ) ( ){ }:v V G c v i∈ = 在G 中诱导一个独立集。 
设 ( ) { }1,2, ,V H n=  。由引理 3.1，图 kH 存在 k 个两两交叉的划分，并且满足条件(a)与(b)。记这些

划分为 

{ } [ ],1 ,2 ,, , , , .i i i nA A A i k∈  

对G H⋅ 的每个顶点 ( ),v j ，定义 kG H 中的顶点子集 

( ){ }, ( ),, : .v j c v jX v u u A= ∈  

由于对每个 [ ]i k∈ ，{ },1 ,, ,i i nA A 是 kH 的一个划分，可知 

( ) [ ]{ }, : ,v jX v V G j n∈ ∈  

构成了 kG H 顶点集的一个划分。 
下面验证子式关系。由引理 3.1(a)，每个 ( ),c v jA 在 kH 中诱导的子图是连通的，从而根据笛卡尔积的定

义，每个 ,v jX 在 kG H 中诱导的子图亦是连通的。 
设 ( )1,v j 与 ( )2,v j′ 是G H⋅ 中的两个相邻顶点，我们证明其对应的点集

1,v jX 与
2,v jX ′ 在 kG H 中相邻。

根据字典积的定义，要么 ( )vv E G′∈ ，要么 v v′= 且 ( )1 2j j E H∈ 。 
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情形 1 ( )vv E G′∈ 。 
由于 c是一个正常着色，必有 ( ) ( )c v c v′≠ 。因此，划分{ }( ),1 ( ),, ,c v c v nA A 与{ }( ),1 ( ),, ,c v c v nA A′ ′ 是交叉

的，从而存在顶点 

1 2( ), ( ), .c v j c v ju A A ′∈   

于是 ( )
1,, v jv u X∈ 与 ( )

2,, v jv u X ′′ ∈ 在 kG H 中相邻。 
情形 2 v v′= 且 ( )1 2j j E H∈ 。 
此时，任取 

( ) 11 ( ) 1 1 ( ) 1 ( ),, , , , , ,c v c v k c v ju l l j l l A− += ∈   

和 

( ) 21 ( ) 1 2 ( ) 1 ( ),, , , , , , ,c v c v k c v ju l l j l l A− +′ = ∈   

由于u 与 'u 仅在第 ( )c v 个坐标处不同，且 ( )1 2j j E H∈ ，可知 ( )
1,, v jv u X∈ 与 ( )

2,, v jv u X′ ∈ 在 kG H 中

相邻。 
综上，在两种情形下，G H⋅ 中的相邻顶点对应于 kG H 中相邻的连通子图，因此由子式的定义可得

kG H G H⋅  。 
 

下面的结果在 Wood [7]的下界基础上作了改进。具体而言，我们将 tG S 的 Hadwiger 数下界从

( ){ }min , 1V G t + 提升到 ( ) ( ){ }min ,V G t Gω+ 。 
命题 1.5 对任意 n 个顶点的连通图G 和任意整数 1t ≥ ，有 

( ) ( ) ( ){ }min , .tG S V G t Gη ω≥ +
 

证明 设 H 是G 的一个最大团，记 ( )G cω = ，并令 ( ) { }1, ,n c nV H v v− +=  。相应地，设 
( ) ( ) { } ( ) { } [ ]1, , ,  n c tV G V H v v V S r t−= = \ 。令 { }min ,k n t c= + 。下面构造 tG S 的 k 个两两互不相交的

顶点子集。 
首先，对每个 [ ]1,i n c n∈ − + ，定义 

( ){ },i iX v r= , 

这些点集两两不交。且由于 H 是团，对任意不同的 [ ], 1,i j n c n∈ − + ，顶点 ( ),iv r 与 ( ),jv r 在 tG S 中

相邻。 
接下来，对每个 [ ] [ ]a k c t∈ − ⊆ (由于 { }min ,k n t c= + ，所以 k c t− ≤ )，定义 

( ){ } ( ) [ ]{ }, , : .a a jX v r v a j n= ∈
 

我们断言 aX 在 tG S 中诱导一个连通子图。事实上，由于G 是连通图，又因为 ( ),av a 与 ( ),av r 在 tG S
中相邻，可知 aX 所诱导的子图是连通的。 

对于不同的 [ ],a b k c∈ − ，点集 aX 与 bX 不相交，且顶点 ( ),b av a X∈ 与 ( ),b bv r X∈ 相邻，因此 aX 与 bX
之间存在边相连。此外，对任意 [ ]a k c∈ − 和 [ ]1,i n c n∈ − + ，点集 aX 与 iX 不相交，且顶点 ( ),i iv r X∈ 与

( ),i av a X∈ 相邻。 
综上所述，集合{ } { }1 1, , , ,k c n c nX X X X− − +   给出了 tG S 中的 k 个两两不交的顶点集，其诱导子图

均连通，且任意两个诱导子图之间均存在边相连。因此 k tK G S ，从而 
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( ) ( ) ( ){ }min , .tG S k V G t Gη ω≥ = +
 

 
当G 为一个至少含 2t + 个顶点的树图时，有 ( ) 2Gω = ，从而由上述命题可得 

( ) ( ) ( ){ }min , 2.tG S V G t G tη ω≥ + = +
 

另一方面，由于 tS 是 1tK + 的子图，有 ( ) ( )1t tG S G Kη η +≤  。而 Wood 在[7]的定理 10.1 中证明了

( )1 2tG K tη + = + ，因此 ( ) 2tG S tη ≤ + 。综上可知 ( ) 2tG S tη = + ，从而命题 1.5 中给出的下界在该情形

下是紧的。 
命题 1.5 在 Wood [7]的结果基础上给出了实质性的改进，将常数 1 提升为 ( )Gω 能够有效刻画G 中

团结构对笛卡尔积图 Hadwiger 数的贡献。为说明这一点，取 nG K= ，其中 2n ≥ 。此时 ( )G nω = 且

( )V G n= 。由 Wood 的下界只能得到 ( ) 1n tK S tη ≥ + ，该下界与 n 无关。而由命题 1.5 可得 

( ) ( ){ }min ,n t nK S n t K nη ω≥ + = 。当 n t 时，新下界相较于 1t + 有显著提升。 
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