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摘  要 

设G 是一个有限群， ( )U G 表示群G 的共轭类长相同的元素个数的集合。证明了若 

( ) { }U G pq r q r p2 31, , ,=  ( p q r, , 为素数)，则 p q r, , 是互不相同的素数。进一步，若G 是有限单群，则

( )G PSL 2,5≅ 。 
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Abstract 
Let G  be a finite group and ( )U G  be the set of numbers of elements with the same conjugacy class 

size of G . In this paper, we proved that if ( ) { }U G pq r q r p2 31, , ,=  ( p q r, , are prime numbers), then 

p q r, , are distinct prime numbers. Moreover, if G  is a finite simple group, then ( )G PSL 2,5≅ . 
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1. 引言 

本文讨论的单群均为有限非交换单群。对于有限群G ， G 表示G 的阶， ( )Gπ 表示 G 所有素因子

构成的集合， Gg 表示元素 g 在G 中的共轭类的长， ( )cs G 表示G 的所有共轭类长的集合。将 ( )cs G 按

升序排列，记为 ( ) ( )1 2, , , rV G n n n=  (其中当 i j< 时 i jn n< )，称为G 的共轭型向量， 1r − 称为G 的共轭

型秩。再记 ( ) { }| G
G i iu n x G x n= ∈ = 表示G 中所有共轭类长为 in 的元素的集合， ( ) ( ){ }  |G iU G u n i Z += ∈

表示G 中共轭类长相同的元素个数的集合。 ( ),PSL n q 表示有限域 qF 上的特殊射影线性群。若G 为有限

单群且 ( ) ( ),G n n Zπ += ∈ ，则称G 为 nk -单群。比如 ( )( ) { }2,7 3PSLπ = ，所以 ( )2,7PSL 是 3k -单群。其

他符号都是标准的，详见文献[1] [2]。 
有限群的数量刻画是对群从局部性质到整体性质的研究方法，这种方法对群论研究有窥一斑而知全

豹、事半而功倍的效果。正因如此，群的数量特征与其结构特征之间的问题不断被国内外学者提出并研

究，形成了丰富的研究成果，尤其是在利用群的共轭类长去刻画有限单群。最著名一个问题是 1988 年 J. 
Thompson 在给施武杰的回信中提出的猜想： 

猜想 1.1 设G 是中心平凡的有限群， M 是有限单群，则G M≅ 的充分必要条件是 ( ) ( )cs G cs M= 。 
猜想 1.1 经过数名群论学者分类验证，历经 21 年，终于在 2009 年得到了完整的证明(见文献[3])。 
继这些研究之后，在 2019 年，M. Zarrin 与 N. Ahmadkhah 在文献[4]中基于群的共轭类长引入了一种

新的等价关系：对有限群G ，定义 ~ , ,G Gg h h g g h G⇔ = ∀ ∈ 。在该等价关系下，显然所有等价类元素

个数的集合为 ( )U G 。他们利用 ( )U G 并设G 是有限单群条件下，成功刻画了 3k -单群中所有特殊射影线

性群，获得结论：设G 为有限单群， ( )3,3S PSL= 或 ( ) { }2, , 5,7,8,9,17S PSL q q= ∈ ，则 

( ) ( )G S U G U S≅ ⇔ = 。基于此，他们提出猜想： 
猜想 1.2 设G 为有限群， S 为有限单群，则G S≅ 的充分必要条件是 ( ) ( )U G U S= 。 
特别地，他们通过泛化 ( )( ) { }2,5 1,15,20,24U PSL = 中元素的奇素数因子，证明了若有限单群G 满足

( ) { }1, , 4 ,8U G pq p q=  ( ,p q 为素数)，则 ,p q 为互不相同的奇素数且 ( )2,5G PSL≅ 。值得说明的是，这个

猜想 1.2 还没有找到一个反例。事实上，仅对“ ,G S 均为有限单群，是否有 ( ) ( )G S U G U S≅ ⇔ = ？”这

样一个问题都还没得到解决。 
基于猜想 1.2 和它的已有研究，我们不难发现共轭类长相同的元素个数是有限群十分重要的数量特

征，对有限单群的结构有着重要影响。于是在本文中将 ( )( ) { }2,5 1,15,20,24U PSL = 泛化成形式为 

( ) { }2 31, , ,U G pq r q r p=  ( , ,p q r 为素数)，讨论 ( )U G 满足这样形式的群有什么好的性质，以便我们能对单

群有更深刻认识。 
本文将集合 ( )( )2,5U PSL 中元素的素因子全部泛化，形成更一般的形式{ }2 31, , ,pq r q r p  ( , ,p q r 为素

数)，并证明了满足 ( ) { }2 31, , ,U G pq r q r p= 有限单群G 唯一的同构于 ( )2,5PSL ，推广了文献[4]的结果。 
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2. 预备知识 

下面给出几个简单的引理，这些引理对本文主要定理的证明是必须的。 
引理 2.1 ([4]，命题 2.8)设G 为有限群， n 为G 的一个共轭类长，则 ( )| Gn u n 。 
引理 2.2 ([4]，引理 3.7)设 ( ) 1Z G = ，则 ( ) ( )1

r
ii

G nπ π
=

=


，其中 ( ) ( )1 2, , , rV G n n n=  。 
引理 2.3 ([5]，定理 1)若G 为 3k -单群，则G 同构于以下单群之一： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,5 , 2,7 , 2,8 , 2,9 , 2,17 , 3,3 , 3,3 , 4,2PSL PSL PSL PSL PSL PSL U U 。 

引理 2.4 ([5]，定理 8.2)若有限群G 存在长为素数幂的共轭类，则G 不是单群。 
引理 2.5 3k -单群的共轭类长相同的元素个数的集合如下： 

( )( ) { }2,5 1,15,20,24U PSL = ， 

( )( ) { }2,7 1,21,42,48,56U PSL = ， 

( )( ) { }2,8 1,63,216,224U PSL = ， 

( )( ) { }2,9 1,45,80,90,144U PSL = ， 

( )( ) { }2,17 1,153,288,918,1088U PSL = ， 

( )( ) { }3,3 1,104,117,624,936,1728,2106U PSL = ， 

( )( ) { }3,3 1,56,189,378,672,1512,1728U U = ， 

( )( ) { }4,2 1,45,80,240,270,480,540,720,1440,3240,5184,5760,6480U U = 。 

证明 以 ( )( )2,5U PSL 的计算为例，其余 3k -单群的 ( )U G 类似可得。由 ( )2,5PSL 的 Atlas 表可知，

( )2,5PSL 有 5 个共轭类，其代表元中心化子的阶分别为 60，4，3，5，5。由公式 ( ): GC G C g= 可得这

5 个共轭类长分别为 1，15，20，12，12，再合并相同长度的共轭类得 1，15，20，24。据共轭类长相同

的元素个数的集合 ( )U G 的定义， ( )( ) { }2,5 1,15,20,24U PSL = 。 

3. 主要定理及证明 

本文将用分类讨论的方法对主要定理进行证明。 
定理 3.1 设G 为有限群， , ,p q r 为素数。若 ( ) { }2 31, , ,U G pq r q r p= ，则 , ,p q r 为互不相同的素数。 
证明 由 ( )U G 的定义知，G 的中心平凡且可设 2 31G apq br q cr p= + + + ，其中 , ,a b c 分别为共轭类

长相同元素个数是 2 3, ,pq r q r p 的类数。再由引理 2.1 和引理 2.2 可得 ( ) { }, ,G p q rπ ⊆ 。若 p q r= = ，则

( ) { }G pπ ⊆ 。于是G 是 p −群，但 p −群的中心不为 1，矛盾。于是 , ,p q r 中至少有一个数与其余的数不

同。 
若 p q r= ≠ ，则 ( ) { }2 2 31, , ,U G p r p r p= 。令 ( )1 1Gu n = ， ( ) 2

2Gu n p= ， ( ) 2
3Gu n r p= ， ( ) 3

4Gu n r p= 。

由引理 2.1 可得 { }2
2 ,n p p∈ ，从而 |p G 。又 2 2 31G ap br p cr p= + + + ，所以 ( )2 31 G p ap br cr= − + + ，

从而 |1p ，这与 p是素数矛盾。于是 p q≠ 。 
若 p r q= ≠ ，则 ( ) { }2 41, , ,U G rq r q r= 。令 ( )1 1Gu n = ， ( )2Gu n rq= ， ( ) 2

3Gu n r q= ， ( ) 4
4Gu n r= 。则

由引理 2.1 可得 { }2 3 4
4 , , ,n r r r r∈ ，从而 |r G 。又 2 41G arq br q cr= + + + ，所以 ( )31 G r aq brq cr= − + + ，

从而 |1r ，这与 r 是素数矛盾。于是 p r≠ 。 
若 q r p= ≠ ，则 ( ) { }3 31, , ,U G pq q pq= 。令 ( )1 1Gu n = ， ( )2Gu n pq= ， ( ) 3

3Gu n q= ， ( ) 3
4Gu n pq= 。
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则由引理 2.1 可得 { }2 3
3 , ,n q q q∈ ，从而 |q G 。又 3 31G apq bq cpq= + + + ，所以 ( )2 21 G q ap bq cpq= − + + ，

从而 |1q ，与 q 是素数矛盾。于是 q r≠ 。 
综上， , ,p q r 是互不相同的素数。 
定理 3.2 设G 是有限单群， , ,p q r 为素数。若 ( ) { }2 31, , ,U G pq r q r p= ，则 ( )2,5G PSL≅ 。 
证明 令 ( )1 1Gu n = ， ( )2Gu n pq= ， ( ) 2

3Gu n r q= ， ( ) 3
4Gu n r p= 。则由引理 2.1 可得， { }2 , ,n p q pq∈ ，

若 2n p= 或 2n q= ，则由引理 2.4 可得G 不是单群，与题设矛盾，故而 2n pq= ，同理可得 { }2
3 ,n rq r q∈ 。

再由引理 2.1 得 |pq G ， |rq G 。结合定理 3.1 和引理 2.2 可得 ( ) { }, ,G p q rπ = ，从而G 是一个 3k −单群。

再由引理 2.4 得G 同构于 ( )2,PSL q ， { }5,7,8,9,17q∈ 、 ( )3,3PSL 、 ( )3,3U 、 ( )4,2U 之一。 
于是 ( )U G 必与引理 2.5 中的某个集合相等。由于 ( ) 4U G = ，对比可得G 只可能同构于 ( )2,5PSL 、

( )2,8PSL 之一，但 ( )( ) { }2,8 1,63,216,224U PSL = 中没有一个元素可以表示成 pq的形式，故只能 

( )2,5G PSL≅ 。 
进一步可得： 
推论 3.1 设G 是有限群且 ( ) { }2 31, , ,U G pq r q r p=  ( , ,p q r 为素数)。若 3p ≠ 或 5q ≠ 或 2r ≠ ，则G 一

定不是单群。 
证明 如若不然，G 为单群。则由定理 3.2 可得， ( )2,5G PSL≅ ，从而 ( ) { }1,15,20,24U G = 。又由定

理 3.1 知， , ,p q r 是互不相同的素数，从而 15pq = 且 2r = 。若 5, 3p q= = ，则 3 40r p = ，矛盾。于是 
3, 5p q= = ，与假设矛盾。于是原命题成立。 
由定理 3.2 立得： 
推论 3.2 若有限单群 G 满足 ( ) { }1, , 4 ,8U G pq p q=  ( ,p q 为素数)，则 ,p q 为互不相同的奇素数且

( )2,5G PSL≅ 。 
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