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摘  要 

本文从Roth消去法则出发，给出了Jordan标准形定理的一个纯矩阵证明。 
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1. 引言 

1952 年，Roth 在[1]中给出了两个定理，其中一个称为 Roth 消去法则。 
Roth 消去法则 设 A 和 B 分别是 m 阶和 n 阶方阵，C 是m n× 矩阵，矩阵方程 

AX XB C− = , 

有解当且仅当分块矩阵
0
A C

B
 
 
 

与
0

0
A

B
 
 
 

相似，其中 0 是零矩阵。 

如果m n× 矩阵 X 满足矩阵方程 
AX XB C− = , 

那么 
1 0

0 00 0
m m

n n

I X I XA C A
I IB B

−− −      
=      

      
, 

其中 mI 和 nI 分别是m 阶和 n 阶单位矩阵。因此，矩阵方程 AX XB C− = 的求解是至关重要的。 
众所周知，Jordan 标准形定理是矩阵分析中最重要的结论之一。 
Jordan 标准形定理 设 A 是代数闭域 F 上的 n 阶方阵，则存在 F 上的一个可逆矩阵 P ，使得 

( )
( )

( )

1

2

1

21

t

n

n

n t

J

J
P AP

J

λ

λ

λ

−

 
 
 

=  
 
 
 



, 

其中 Jordan 块 

( )

1
1

1
i

i

i

n i

i

i

J

λ
λ

λ
λ

λ

 
 
 
 =
 
 
 
 

  . 

并且 Jordan 块 ( ) ( ) ( )
1 21 2, , ,

tn n n tJ J Jλ λ λ 除排列顺序外，是由 A 唯一确定的。 
Jordan 标准形定理有许多经典的证明，见[2]-[4]。本文从 Roth 消去法则的思路出发，运用纯矩阵的

运算，给出了 Jordan 标准形定理的一个新证明。 

( ),m nM F 表示域 F 上所有m n× 矩阵的集合，特别地 ( ),n nM F 记为 ( )nM F ，其他符号都是标准的，参

考[3]。 

2. 预备知识 

定义 2.1 设 A 是 n 阶方阵，如果 0rA = ，但 1 0rA − ≠ ，则称 A 是 r 次幂零矩阵。 

引理 2.1 设 F 是一个代数闭域， A 是 F 上的m 次m 阶幂零矩阵。如果 0
0

mA C
B

 
= 

 
，则

0
A C

B
 
 
 

相
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似于
( )0 0
0

mJ
B

 
 
 

。 

证明 因为 1 0mA − ≠ ，所以存在域 F 上的列向量 x ，使得 1 2, , , ,m mA x A x Ax x− −
 线性无关。设 

( )1 2, , , ,m mP A x A x Ax x− −=  ，则 

( )1

0 1
0 1

0
0 1

0

mP AP J−

 
 
 
 = =
 
 
 
 

  . 

因此 

( )1 10 0 0
0 0 0 0

mP A C P J P C
I B I B

− −     
     

     
. 

令 1D P C−= ，只需要证明
( )0
0

mJ D
B

 
 
 

相似于
( )0 0
0

mJ
B

 
 
 

即可。根据 Roth 消去法则，我们需要证明

矩阵方程 

( )0mJ X XB D− = , 

有解。 

设

1

2

1m

m

X
X

X
X
X

−

 
 
 
 =
 
 
 
 

 ，

1

2

1m

m

D
D

D
D
D

−

 
 
 
 =
 
 
 
 

 ，则矩阵方程 ( )0mJ X XB D− = 等价于 

2 1 1

3 2 2

1 1

,
,

,
,

m m m

m m

X X B D
X X B D

X X B D
X B D

− −

− =
 − =

 − =
− =

  

即 

2 1 1
2

3 2 2 2 1 1
2 3

4 3 3 3 2 1 1

1 1

,

,

,

,
.

m m m

m m

X D X B

X D X B D D B X B

X D X B D D B D B X B

X D X B
X B D

− −

= +


= + = + +
 = + = + + +


 = +
− =



 

下面证明 1 1m m mX D X B− −= + 等价于 m mX B D− = 。注意到 
2 1

1 1 1 2 1 1
m m

m m m m mX D X B D D B D B X B− −
− − − −= + = + + + + , 

因此有 
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2 1
1 2 1 1

m m
m m mX B D B D B D B X B−

− −= + + + + . 

另一方面，因为 0
0

mA C
B

 
= 

 
，所以

( )0
0

0

m
mJ D

B
 

= 
 

，于是 

( ) ( ) ( )1 2 2 10 0 0 0m m m m
m m mJ D J DB J DB DB− − − −+ + + + = , 0mB = . 

不难验证 

( ) ( ) ( )1 2 2 10 0 0m m m m
m m mJ D J DB J DB DB− − − −+ + + + , 

的第一行是 
2 1

1 2 1
m

m m mD D B D B D B −
− −+ + + + , 

从而有 
2 1

1 2 1 0m
m m mD D B D B D B −

− −+ + + + = . 

因此 1
m

m mX B D X B= − + ，从而有 m mX B D− = 。 
所以原方程等价于 

2 1 1
2

3 2 1 1
2 3

4 3 2 1 1

2 1
1 2 1 1

,

,

,

.m m
m m m

X D X B

X D D B X B

X D D B D B X B

X D D B D B X B− −
− −

= +


= + +
 = + + +


 = + + + +





 

令 1 0X = ，则 

1

2 1
1 2 1 1

0

m m
m m

D
X

D D B D B X B− −
− −

 
 
 =
 
 

+ + + + 





. 

证毕。 
引理 2.2 设 A 是代数闭域 F 上的m 次 n 阶幂零矩阵，则存在 F 上的一个可逆矩阵 P ，使得 

( )
( )

( )

11

0
0

0
s

m

m

m

J
J

P AP

J

−

 
 
 =  
 
 
 



, 

并且 Jordan 块 ( ) ( ) ( )
1

0 , 0 , , 0
sm m mJ J J 除排列顺序外，是由 A 唯一确定的。 

证 存在一个列向量 x ，使得 1 2, , , ,m mA x A x Ax x− −
 线性无关。构造 n 阶可逆矩阵 

( )1 2
1, , , , , , ,m m

m nQ A x A x Ax x x x− −
+=   , 

则 

( )1 0
0

mJ C
Q AQ

B
−  

=  
 

, 

其中 B 是 n m− 阶方阵，C 是 ( )m n m× − 矩阵。由引理 2.1 可得，存在 F 上的一个可逆矩阵 R ，使得 
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( ) ( )1 0 0 0
0 0

m mJ C J
R R

B B
−    

=   
   

. 

因此 

( )1 1 0 0
0

mJ
R Q AQR

B
− −  

=  
 

, 

其中 B 是幂零矩阵。由归纳可知，在 F 上存在一个可逆矩阵 P ，使得 

( )
( )

( )

11

0
0

0
s

m

m

m

J
J

P AP

J

−

 
 
 =  
 
 
 



. 

下证唯一性。设存在一个可逆矩阵 S ，使得 

( )
( )

( )

1

21

0

0

0
t

k

k

k

U

U
S AS

U

−

 
 
 

=  
 
 
 



, 

则 

( )
( )

( )

1

1

1
1 1

1

0

0

0
s

m
m

m
mm

m
m

J

J
P A P

J

−

−
− −

−

 
 
 

=  
 
  
 



, 

( )
( )

( )

1

2

1

1
1 1

1

0

0

0
t

m
k

m
m k

m
k

U

U
S A S

U

−

−
− −

−

 
 
 
 =
 
 
 
 



. 

注意到 ( ) ( )1 1 1 1m mrank P A P rank S A S− − − −= ，可以得到 ( ) ( ) ( )
1

0 , 0 , , 0
sm m mJ J J 与 

( ) ( ) ( )
1 2

0 , 0 , , 0
tk k kU U U 中的m 阶方阵个数相同。类似地，由于 ( ) ( )1 2 1 2m mrank P A P rank S A S− − − −= ，得到

( ) ( ) ( )
1

0 , 0 , , 0
sm m mJ J J 与 ( ) ( ) ( )

1 2
0 , 0 , , 0

tk k kU U U 中的 1m − 阶方阵个数相同。依次类推，得到 

( ) ( ) ( )
1

0 , 0 , , 0
sm m mJ J J 与 ( ) ( ) ( )

1 2
0 , 0 , , 0

tk k kU U U 中的 i 阶方阵个数相同，其中1 i m≤ ≤ 。因此 Jordan
块 ( ) ( ) ( )

1
0 , 0 , , 0

sm m mJ J J 与 Jordan 块 ( ) ( ) ( )
1 2

0 , 0 , , 0
tk k kU U U 除排列顺序外是相同的。 

引理 2.3 设 A 和 B 分别是代数闭域 F 上的m 阶幂零矩阵、n 阶可逆矩阵，则
0
A C

B
 
 
 

相似于
0

0
A

B
 
 
 

。 

证 定义 ( ),m nM F 上的变换 

( )X AX XBα = − , 

显然，α 是一个线性变换。 
下面证明α 是满射。令 ( ),m nC M F∈ ，如果 AX XB C− = ，则 AX C XB= + 。由此得到 

( )2 2A X AC AXB AC C XB B AC CB XB= + = + + = + + , 
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( ) ( )3 2 2 2 2 3A X A A X A AC CB XB A C ACB CB XB= = + + = + + + , 

  
1 2 2 1n n n n n nA X A C A CB ACB CB XB− − − −= + + + + + . 

设 B 的特征多项式为 

( ) 1
1 1( ) det n n

B n n np I B a a aλ λ λ λ λ−
−= − = + + + + , 

则 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

1 2 2 1

2 1

1 2 2 1

2 1 .

n n n n
B

n n B

n n n n

n n

p A X A C A CB ACB CB

a AC CB a C Xp B

A C A CB ACB CB

a AC CB a C

− − − −

− −

− − − −

− −

= + + + + +

+ + + +

= + + + + +

+ + +

 

 

 

因为 ( )Ap λ 与 ( )Bp λ 互素，所以存在多项式 ( )u λ 和 ( )v λ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) 1A Bu p v pλ λ λ λ+ = , 

从而 

( ) ( ) ( ) ( )A Bu A p A v A p A I+ = . 

根据 Cayley-Hamilton 定理，可得 

( ) ( )Bv A p A I= . 

注意到 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

1 2 2 1

2 1 ,

n n n n
B

n n

v A p A X v A A C A CB ACB CB

a v A AC CB a v A C

− − − −

− −

= + + + +

+ + + +





 

所以 

( )( )
( )( ) ( )

1 2 2 1

2 1 .

n n n n

n n

X v A A C A CB ACB CB

a v A AC CB a v A C

− − − −

− −

= + + + + +

+ + +

 

 

因此α 是满射，这也表明矩阵方程 AX XB C− = 有解。根据 Roth 消去法则可知，
0
A C

B
 
 
 

与
0

0
A

B
 
 
 

相似。 

3. 证明 

Jordan 标准形定理的证明 用 r 表示满足 rrankA 1rrankA += 的最小正整数。设线性方程组 0rA X = 的基

础解系为 1 2, , , mX X X ，则 1 2, , , mX X X 线性无关。构造 n 阶可逆矩阵 

( )1 2 1, , , , , ,m m nQ X X X X X+=   . 

注意到 ( )1 2, , , mspan X X X 是 A 的不变子空间，有 

1

0
N C

Q AQ
B

−  
=  
 

, 

其中 N 是m 阶方阵， B 是 n m− 阶方阵，C 是 ( )m n m× − 矩阵。因此 

1 *
0

r
r

r

N
Q A Q

B
−  

=  
 

. 
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从Q 的构造可知 0rN = 。因此 N 是幂零矩阵， B 是可逆矩阵。根据引理 2.3，存在 F 上的可逆矩阵

1P ，使得 

1
1 1

0
0
N

P AP
B

−  
=  
 

. 

由引理 2.2 知，存在 F 上的可逆矩阵 2P ，使得 

( )
( )

( )

1

21
2 2

0

0

0
l

n

n

n

J

J
P NP

J

−

 
 
 

=  
 
 
 



, 

且 Jordan 块 ( ) ( ) ( )
1 2

0 , 0 , , 0
ln n nJ J J 除排列顺序外，是由 N 唯一确定的。因此  

( )
( )

( )

1

2

1
2 21

1 1 1

1
2 2

1
2 2

0 0
0 0

0 00
0 00

0
0

0

0
.

0
l

n m n m

n m n m

n

n

n

P P
A P AP

I I

P PN
I IB

P NP
B

J

J

J

B

−
−

− −

−

− −

−

   
=    
   

    
=     

    
 

=  
 
 
 
 
 =  
 
  
 



 

选取 B 的特征值 λ ，存在 F 上的可逆矩阵 3P ，使得 

( ) 11
3 3

1

0
0n m

N
P B I P

B
λ−

−

 
− =  

 
, 

其中 1N 是幂零矩阵， 1B 是可逆矩阵。因此 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

1

2

1

2

1

2 1
3 3

1

3 3

1
3 3

0 0
0 0

0

0
0 0

0 0
0

0

0

0

l

l

m m

n

n
m m

n

n

n

n

I I
A A

P P

J

J
I I

P P
J

B

J

J

J

P BP

−

−

−

   
=    
   

 
 
 

    =         
  
 

 
 
 
 =  
 
  
 




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( )
( )

( )
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由引理 2.2 知，存在 F 上的可逆矩阵 4P ，使得 
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归纳可知，存在 F 上的可逆矩阵 P ，使得 
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tn n n tJ J Jλ λ λ 除排列顺序外，是由 A 唯一确定的。证毕。 
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