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摘  要 

本文主要研究了海森堡超代数上的转置泊松超代数的自同构和分类。首先介绍了海森堡超代数和转置泊

松超代数的定义，然后对于任意维转置泊松超代数，计算了海森堡超代数上的转置泊松超代数的代数运

算的特点。最后，研究海森堡超代数上的转置泊松超代数的分类，找到两个海森堡超代数上的转置泊松

超代数同构的条件，利用转置泊松超代数的反对称双线性函数，得到任意维海森堡超代数上的转置泊松

超代数的完整分类。 
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Abstract 
This paper mainly investigates the automorphisms and classification of transposed Poisson super-
algebras over Heisenberg superalgebras. Firstly, we introduce the definitions of Heisenberg super-
algebras and transposed Poisson superalgebras. Then, for transposed Poisson superalgebras of ar-
bitrary dimensions, we calculate the properties of algebraic operations of transposed Poisson sup-
eralgebras over Heisenberg superalgebras. Finally, we study the classification of such transposed 
Poisson superalgebras, obtain the isomorphism conditions between two transposed Poisson 
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superalgebras over Heisenberg superalgebras, and further derive a complete classification of 
transposed Poisson superalgebras over Heisenberg superalgebras of arbitrary dimensions by vir-
tue of antisymmetric bilinear functions on transposed Poisson superalgebras. 
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1. 引言 

海森堡超代数最早出现在[1]中，是一类重要的幂零李超代数。海森堡超代数作为超对称量子力学的

核心代数结构，在弦理论与凝聚态物理的拓扑序研究中具有关键意义。转置泊松超代数作为经典与量子

力学桥梁的超对称推广，其在海森堡超代数上的系统分类仍有待深入。关于海森堡超代数有很多研究，

如[2]中研究了海森堡超代数的线性局部自同构，随后[3]中研究了海森堡 Hom-李超代数的形变。转置泊

松超代数是交换结合超代数和李超代数复合得到的一类代数结构，转置泊松超代数的概念最早是在[4]中
引入的，[5]中作者刻画了伽利略型李代数与李超代数上复转置泊松代数的结构，[6]中探讨了块李超代数

上的转置泊松结构。类似[5]和[6]中的问题，本文考虑任意维海森堡超代数上的转置泊松超代数的分类情

况。 

2. 预备知识 

本文的向量空间都是特征不为 0 的代数闭域 K 上的向量空间。 
定义 2.1 [1] 设 0 1A A A= ⊕ 为 2 − 阶化的超向量空间， [ ], 为 A 上的超代数运算，如果满足以下条件 
(1) 超反对称性，即 

[ ] ( ) [ ]| || |, 1 ,x yx y y x= − − , ,x y A∀ ∈ . 

(2) 超雅可比恒等式，即 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]| || | | || | | || |1 , , 1 , , 1 , , 0x z y x z yx y z y z x z x y     − + − + − =      , , ,x y z A∀ ∈ . 

则称 [ ]( ), ,A 为李超代数。 
定义 2.2 [7] 设 0 1H H H= ⊕ 为 2 1n + 维超向量空间，e为 0H 的基， 1 2, , , na a a ， 1 2, , , nb b b 为 1H 的

基。在 H 上定义超反对称的代数运算 [ ], ，其中 

[ ] [ ], , , , , , 0, , 1, 2, , ,i j ij i j i j i ia b e a a b b a e b e i j nδ     = = = = = =        

ijδ 为 Kronecker 符号，则 [ ]( ), ,H 是李超代数，称为海森堡超代数。 
定义 2.3 [4] 设 0 1A A A= ⊕ 为 2 − 阶化的超向量空间， ⋅和 [ ], 是 A 上的两个代数运算，若 ( ),A ⋅ 是交

换结合超代数， [ ]( ), ,A 是李超代数，且满足 

 [ ] [ ] ( ) [ ]| || |2 , , 1 ,x zz x y z x y x z y⋅ = ⋅ + − ⋅ , , ,x y z A∀ ∈ ,     (1) 

则称 [ ]( ), , ,A ⋅ 为转置泊松超代数。 
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3. 海森堡超代数的自同构 

定理 3.1 设 [ ]( )0 1 , ,H H H= + 是 2 1n + 维的海森堡超代数， 1 2 1 2, , , , , , , ,n ne a a a b b b  是 [ ]( ), ,H 的一组

基，在 1H 中任取
1 1

n n

i i j j
i j

X x a y b
= =

= +∑ ∑ ，
1 1

n n

s s t t
s t

Y z a k b
= =

= +∑ ∑ ，令 ( )T*
1 2 1 2, , , , , , ,n nX x x x y y y=   ， 

( )T*
1 2 1 2, , , , , , ,n nY z z z k k k=   ，则 

[ ] ( )( )T* *,X Y X JY e= , 

其中
0

0
n

n

I
J

I
 

=  − 
， nI 为 n 阶单位矩阵。 

证：利用 ,X Y 的表达式可知 

[ ] [ ] [ ]

[ ]

( )

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1

, , , , ,

, ,

.

n n n n n n n n

i s i s i t i t j s j s j t j t
i s i t j s j t

n n n n

i t i t j s j s
i t j s

n

i i i i
i

X Y x z a a x k a b y z b a y k b b

x k a b y z b a

x k y z e

= = = = = = = =

= = = =

=

   = + + +   

 = +  

 = − 
 

∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑

∑

 

同时直接计算得   

( ) ( )

( )

( )

1

2

T* *
1 2 1 2

1

2

1

2

1 2 1 2
1

2

1

0
, , , , , , ,

0

, , , , , , ,

.

nn
n n

n

n

n
n n

n

n

i i i i
i

z
z

zI
X JY x x x y y y

I k
k

k

k
k

k
x x x y y y

z
z

z

x k y z e
=

 
 
 
 
 

  =   −  
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 =  −
 
− 
 
 
 − 

 = − 
 
∑



 





 



 

因此对任意的 1,X Y H∈ ， [ ] ( )( )T* *,X Y X JY e= 。 

定理 3.2 设 [ ]( ), ,H 为 2 1n + 维海森堡超代数，则ϕ 是 [ ]( ), ,H 的自同构当且仅当存在 ( )GL 2 ,M n K∈ ，

Kλ ∈ 且 0λ ≠ ，使 ( )e eϕ λ= 且 

( )* * T
1,  ,  .X MX M JM J X Hϕ λ= = ∀ ∈  
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其中 *X 为 X 在 1H 的基 1 2 1 2, , , , , , ,n na a a b b b  下的坐标。 
证：必要性。由ϕ 是 [ ]( ), ,H 的自同构知ϕ 是偶的线性映射，因此ϕ 在基 1 2 1 2, , , , , , , ,n ne a a a b b b  下对

应的矩阵形如
0

0 M
λ 
 
 

，其中 Kλ ∈ ， 0λ ≠ ， ( )GL 2 ,M n K∈ 。由ϕ 是自同构，利用 H 中的代数运算和

定理 3.1 知，对任意的 , 1, 2, ,i j n=  ， 

( ) ( ),i j ij ija b e eϕ δ ϕ δ λ  = =  , 

且 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T** * * T

,
,i j i j i j i n j

a b a J b e Ma J Mb e M JM eϕ ϕ ϕ ϕ
+

  = = =  , 

其中 ( )T

,i n j
M JM

+
表示矩阵 TM JM 中第 i 行，第 n j+ 列元素，因此 

( )T

, iji n j
M JM λδ

+
=  

同理，由定理 3.1 知 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T** * * T

,
0 , , ,i j i j i j i j i j

a a a a a J a e Ma J Ma e M JM eϕ ϕ ϕ ϕ ϕ  = = = = =     

因此， ( )T

,
0

i j
M JM = 。 

由 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
T T* * * * T

,
0 , , ,i j i i i i i i i i n i n j

b b b b b J b e b b b J b e M JM eϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
+ +

     = = = = = =     , 

知 ( )T

,
0

n i n j
M JM

+ +
= 。 

由 

( ) ( ),i j ij ijb a e eϕ δ ϕ δ λ  = − = −  , 

且 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T** * * T

,
,i j i j i j n i j

b a b J a e Mb J Ma e M JM eϕ ϕ ϕ ϕ
+

  = = =  , 

知 ( )T

, ijn i j
M JM δ λ

+
= − 。综上可知 TM JM Jλ= 。 

充分性。若存在 ( )GL 2 ,M n K∈ ， Kλ ∈ 使得 ( )e eϕ λ= ， ( )* *X MXϕ = ，则ϕ 在 H 的基下对应的矩

阵为
0

0 M
λ 
 
 

。由 0λ ≠ 知ϕ 可逆。由定理 3.1 及 TM JM Jλ= 知 1,X Y H∀ ∈ ， 

[ ]( ) ( )( ) ( ) ( )( )T T* * * *,X Y X J Y e X JY eϕ ϕ ϕ λ = = 
 

，且 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T T T* * * T * * *,X Y X J Y e X M JM Y e X JY eϕ ϕ ϕ ϕ λ = = =      
. 

因此， [ ]( ) ( ) ( ) 1, , , ,X Y X Y X Y Hϕ ϕ ϕ= ∀ ∈   。 
当 0X H∈ 或 0Y H∈ 时， [ ]( ) ( ) ( ), , 0X Y X Yϕ ϕ ϕ= =   。因此， , ,X Y H∀ ∈ [ ]( ) ( ) ( ), ,X Y X Yϕ ϕ ϕ=    ，

即ϕ 为 H 的自同构。 

4. 海森堡超代数上的转置泊松超代数 

定理 4.1 设 [ ]( ), , ,H ⋅ 为转置泊松超代数， [ ]( ), ,H 为海森堡超代数，则乘法运算 ⋅满足 
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0 0 0 1 0H H H H⋅ = ⋅ = . 

反之，设 [ ]( ), ,H 为海森堡超代数，在 H 上定义超交换乘法运算 ⋅使得 0 0 0 1 0H H H H⋅ = ⋅ = ，则 

[ ]( ), , ,H ⋅ 为转置泊松超代数。 
证：设 e为 0H 的基， 1 2, , , na a a ， 1 2, , , nb b b 为 1H 的基， e e eλ⋅ = ， 

1 1

n n

i s s j j
s j

e a k a l b
= =

⋅ = +∑ ∑ , 
1 1

,
n n

t s s j j
s j

e b c a d b
= =

⋅ = +∑ ∑  

其中 , , , ,s j s jk l c d Kλ ∈ ， , 1, 2, ,i t n=  。 
由 [ ]( ), , ,H ⋅ 为转置泊松超代数，因此 

[ ] [ ] [ ]2 , , ,t i t i t ib e a b e a e b a⋅ = ⋅ + ⋅ , , 1, 2, ,i t n=  . 

因此
1 1

0 ,
n n

s s j j i
s j

c a d b a
= =

 
= + 
 
∑ ∑ ，即 0id = ， 1,2, ,i n=  。 

同理，由 [ ] [ ] [ ]2 , , ,i t i t i ta e b a e b e a b⋅ = ⋅ + ⋅ 知 0tk = ，由 [ ] [ ] [ ]2 , , ,i t i t i te a b e a b a e b⋅ = ⋅ + ⋅ 知 0λ = ，由 

[ ] [ ] [ ]2 , , ,i t i t i tb e b b e b e b b⋅ = ⋅ + ⋅ 知 0tc = ，由 [ ] [ ] [ ]2 , , ,i t i t i ta e a a e a e a a⋅ = ⋅ + ⋅ 知 0tl = ，其中 , 1, 2, ,i t n=  ，

因此， 0 0 0 1 0H H H H⋅ = ⋅ = 。 
反之，由已知条件， H 上定义的乘法运算 ⋅满足超交换性。 

, , ,x y z H∀ ∈ 若 , ,x y z 中有一个在 0H 中，由 0 0 0 1 1 0 0H H H H H H⋅ = ⋅ = ⋅ = 知 ( ) ( ) 0x y z x y z⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = 。

若 1, ,x y z H∀ ∈ ，由 1 1 0H H H⋅ ⊆ 知 ( ) ( )0x y z x y z⋅ ⋅ = = ⋅ ⋅ ，因此， ( ),H ⋅ 为交换结合超代数。 
, ,x y z H∀ ∈ ，若 , ,x y z 中有一个在 0H 中，由 0 0, 0i iH H H H= ⋅ =   ( )0,1i = 知此时(1)式成立。若 

1, ,x y z H∀ ∈ ，则 [ ] 02 , 2 0z x y z H⋅ ∈ ⋅ = ，又因为 [ ] [ ] 0 0, , , , 0z x y x z y H y x H⋅ − ⋅ ∈ − =       。 
因此此时(1)式也成立。综上可知， [ ]( ), , ,H ⋅ 为转置泊松超代数。 
定义 4.1 [4] 设 [ ]( ) [ ]( ), , , , , , ,H H ′′ ′⋅ ⋅ 是转置泊松超代数，ϕ 为 H 到 H ′的线性映射，若满足 
(1) ( ) ( ) ( )x y x yϕ ϕ ϕ′⋅ = ⋅ ， ,x y H∀ ∈ ， 

(2) ( ) ( ) [ ]( ), ,x y x yϕ ϕ ϕ′ =   ， ,x y H∀ ∈ ， 

则称转置泊松超代数 [ ]( ), , ,H ⋅ 与 [ ]( ), , ,H ′′ ′⋅ 同构，记作 [ ]( ) [ ]( ), , , , , ,H H ′′ ′⋅ ≅ ⋅ 。 

设 [ ]( ), , ,H ⋅ 为转置泊松超代数，在 H 上定义 ( ) 1, , ,x y B x y e x y H⋅ = ∀ ∈ ，则 B 为 1H 上的双线性函数，

称为转置泊松超代数 [ ]( ), , ,H ⋅ 对应的双线性函数。 
定理 4.2 设 [ ]( ), , ,H ⋅ 和 [ ]( ), , ,H ′⋅ 为 2 1n + 维转置泊松超代数， [ ]( ), ,H 为海森堡超代数，ϕ 为海森堡超

代数 [ ]( ), ,H 的自同构。设 [ ]( ) [ ]( ), , , , , , ,H H ′⋅ ⋅ 对应的双线性函数分别为 ,B B′， ,C C′分别为 ,B B′的度量矩

阵，则ϕ 为转置泊松超代数 [ ]( ), , ,H ⋅ 和 [ ]( ), , ,H ′⋅ 的同构当且仅当ϕ 在 H 的基 1 2 1 2, , , , , , , ,n ne a a a b b b  下 

的矩阵
0

0 M
λ 
 
 

满足 0λ ≠ ， ( )GL 2 ,M n K∈ ，且 TC M C Mλ ′= 。 

证：必要性。由ϕ 是海森堡超代数 [ ]( ), ,H 的自同构知ϕ 可逆，因此ϕ 在基 1 2 1 2, , , , , , ,ne a a a b b , nb 下

的矩阵
0

0 M
λ 
 
 

满足 0λ ≠ ， M 可逆。再由 ,B B′定义知 1,x y H∀ ∈ ， 

( ) ( ) ( )T* *,x y B x y e x Cy eϕ λ λ⋅ = = , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T* * * T *x y B x y e Mx C My e x M C M y eϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′ ′⋅ = ⋅ = = , 
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因此 TC M C Mλ ′= 。 
充分性。由 0λ ≠ ， ( )GL 2 ,M n K∈ 知ϕ 可逆。由 B 的定义， 1,x y H∀ ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T* *, , ,x y B x y e B x y e x Cy eϕ ϕ λ λ⋅ = = =  

另一方面， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
T T ** * * Tx y B x y e Mx C My x M C M y eϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′ ′⋅ = ⋅ = = . 

由 TC M C Mλ ′= 得 ( ) ( ) ( )x y x yϕ ϕ ϕ′⋅ = ⋅ 。 

0 ,x H y H∀ ∈ ∈ ，由定理 4.1 知 0 0H H⋅ = ，从而 

( ) ( ) ( )0 ,x y x yϕ ϕ ϕ′⋅ = = ⋅  

综上可知，ϕ 是转置泊松超代数 [ ]( ), , ,H ⋅ 到 [ ]( ), , ,H ′⋅ 的同构映射。 
命题 4.1 [4] 设V 是 2n 维向量空间，B 是V 上的反对称双线性函数，B 的度量矩阵为C ，则存在矩阵

( )GL 2 ,M n K∈ ，使得 ( )T
2 2diag ,0r n rM CM J −= ，其中                      

( )1 1 1 1

0 1
diag , , , ,  ,

1 0r

r

J J J J J  
= =  − 







 

2 20 n r− 为 2 2n r− 阶零矩阵。 
定理 4.3 2 1n + 维的海森堡超代数 [ ]( ), ,H 上的转置泊松超代数 [ ]( ), , ,H ⋅ 共有 1n + 类，用 

0 1, , , nH H H 表示，其中 rH 的双线性函数对应的度量矩阵为 2rC ， ( )2 2 2diag ,0r r n rC J −= ，即 rH 的基

1 2, , ,e a a  na ， 1 2, , , nb b b 关于超结合代数的代数运算为                    

1 1 2 2 r ra b a b a b e⋅ = ⋅ = = ⋅ = , 

其余运算为 0，其中 0,1, ,r n=  。 
证：设海森堡超代数 [ ]( ), ,H 上的转置泊松超代数 [ ]( ), , ,H ⋅ 和 [ ]( ), , ,H ′⋅ 的双线性函数分别为 ',B B ，
',C C 分别为 ,B B′的度量矩阵，由定理 4.2 知存在可逆矩阵 M 使得 TC M C Mλ ′= ，由 0λ ≠ 知 ( ) ( )r C r C′= 。 
反之，若 ( ) ( ) 2r C r C r′= = ，由命题 4.1，存在矩阵 ( )1 2, GL 2 ,M M n K∈ ，使得 

T
1 1 1M JM Jλ= , T

2 2 2M JM Jλ= , ( )T
1 1 2 2diag ,0r n rM CM J −= , ( )T

2 2 2 2diag ,0r n rM C M J −′ =  

令 1
1 2M M M −= ，则 

( ) ( ) ( )T TT 1 1 1 T 1 1
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2M JM M M J M M M M JM M Jλ λ− − − − −= = = . 

( ) ( ) ( ) ( )
T T1 1 1 1 T

2 2 2 1 2 2 2 1 2diag ,0 diag ,0r n r r n rC M J M M M J M M M CM− − − −
− −′ = = = . 

令 1
1 2λ λ λ−= ，得 TM JM Jλ= 定义映射ϕ ，使得ϕ 在基 1 2 1 2, , , , , , , ,n ne a a a b b b  下的矩阵为

1 0
0 M
 
 
 

，

由定理 4.2 知ϕ 为转置泊松超代数 [ ]( ), , ,H ⋅ 到 [ ]( ), , ,H ′⋅ 的同构映射。 

综上可知，对于 2 1n + 维的海森堡超代数 [ ]( ), ,H 上的转置泊松超代数，它的双线性函数的度量矩阵的

秩只有 0,1,2, , n 这 1n + 种情况。当转置泊松超代数的双线性函数对应的度量矩阵的秩为 r 时，度量矩阵

为 ( )2 2diag ,0r n rJ − ，基中的非零运算为 1 1 2 2 r ra b a b a b e⋅ = ⋅ = = ⋅ = 。  
低维例子 
当 1n = 时，设 e为 0H 的基， 1a ， 1b 为 1H 的基， e e eλ⋅ = ， 1 1 1e a ka lb⋅ = + ， 1 1 1e b ca db⋅ = + 。 
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由 [ ]( ), , ,H ⋅ 为转置泊松超代数，因此 

[ ] [ ] [ ]1 1 1 1 12 , , ,b e a b e a e b a⋅ = ⋅ + ⋅ . 

因此 [ ]1 1 10 ,ca db a= + ，即 0d = 。 
同理，由 [ ] [ ] [ ]1 1 1 1 1 12 , , ,a e b a e b e a b⋅ = ⋅ + ⋅ 知 0k = ，由 [ ] [ ] [ ]1 1 1 1 1 12 , , ,e a b e a b a e b⋅ = ⋅ + ⋅ 知 0λ = ，由 

[ ] [ ] [ ]1 1 1 1 1 12 , , ,b e b b e b e b b⋅ = ⋅ + ⋅ 知 0c = ，由 [ ] [ ] [ ]1 1 1 1 1 12 , , ,a e a a e a e a a⋅ = ⋅ + ⋅ 知 0l = ，因此， 1 0e a⋅ = ， 

1 0e b⋅ = ， 1 1 , 0a b he e e⋅ = ⋅ = ，其中 h 为任意系数。 
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