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摘  要 

本文研究了具有自适应耦合的复杂网络规定时间保成本同步控制问题。首先，通过设计自适应控制策略

去实时逼近估计网络系统中的自适应耦合权重。其次，通过构造一个规定时间控制器以及利用Lyapunov
稳定性理论、不等式技巧实现复杂网络系统的规定时间同步，并给出对应同步性准则和控制成本上界。

最后，一个数值仿真例子被给出验证所提方法的有效性。 
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Abstract 
This paper investigates the prescribed-time guaranteed-cost synchronization control problem for 
complex networks with adaptive coupling. First, an adaptive control strategy is designed to esti-
mate the adaptive coupling weights in the network system in real time. Second, by constructing a 
prescribed-time controller and utilizing Lyapunov stability theory and inequality techniques, the 
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prescribed-time synchronization of the complex network system is achieved, along with corre-
sponding synchronization criteria and an upper bound on the control cost. Finally, a numerical sim-
ulation example is provided to validate the effectiveness of the proposed method. 
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1. 引言 

复杂网络广泛存在于自然界和工程系统中，如电力网络，生物神经网络和社会网络等[1]-[3]。耦合结

构作为复杂网络的核心特征之一，对网络系统的自适应行为起决定性作用。同步问题涉及网络拓扑的演

变和节点动力学之间的相互作用，是复杂网络众多自适应行为中最有价值的课题之一[4]-[9]。例如，文献

[4]研究了已知耦合权重下离散时间复杂网络的同步问题。文献[5]讨论了不同维数下含有非线性节点和非

线性耦合函数的复杂自适应网络同步问题。文献[6]设计了两种不同类型的自适应反馈控制器实现小世界

网络同步性能。值得注意的是上述结果均预先假设耦合信息是固定的。然而，在如网络部分节点失效等

实际情况下，上述假设并不成立。因此研究含有自适应耦合的复杂网络同步控制问题具有重要的理论和

实际意义。 
此外，由于网络拓扑结构以及各结点动力学行为的复杂性和差异性，复杂自适应网络很难自发地实

现同步。因此，不同的控制方法被提出来实现复杂网络的同步，如牵制控制[10]、自适应控制[11]、反馈

控制[12] [13]、脉冲控制[14]等。然而上述同步控制结果没有考虑收敛时间因素，这对于实际应用中控制

系统能耗是不现实的。根据收敛时间的不同，网络同步可以分为有限时间同步，固定时间同步、规定时

间同步等。在文献[15]中，有限时间同步的概念被提出，随后 Polyakov 在文献[16]提出了固定时间控制的

概念。值得注意的是有限时间同步的同步时间依赖于系统初始值和系统的参数，而固定时间同步虽然使

得系统的同步不受初始值的限制，但却很难根据系统参数和控制器参数进行调整。基于以上问题，为了

找到更加符合实际的收敛时间，规定时间控制的思想被提出，其收敛时间不仅与系统初值无关也不依赖

于控制器参数，它是根据实际要求而选择的特定常数[17]，这完全满足任何时间同步的理想条件。 
另一方面，在实现系统同步性能的同时，将控制成本限制在可接受的范围内是具有现实意义的。文

献[18]首先介绍了一种保成本控制方法解决这一问题的方法，随后不少好的结果被得到去实现规定时间

保成本控制[19]-[22]。然而，虽然有一些规定时间保成本控制的结果被发表，但含有自适应耦合的复杂网

络规定时间保成本控制问题却很少受到关注。 
基于上述讨论，本文利用自适应控制方法去在线逼近网络系统中的自适应耦合矩阵，并实现了在规

定时间内的保成本同步问题。主要贡献如下： 
(1) 针对现有研究大多假设网络耦合结构固定的局限性，解决了耦合拓扑结构自适应的复杂网络规

定时间同步问题。 
(2) 设计一种控制器，使各节点在分散的条件下实现同步误差在规定时间内的精确收敛。 
(3) 在实现规定时间同步的同时，得出了控制能耗的上界。 
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本文提出的自适应耦合项 ( ) ( ) ( ) ( )T
ij i j i jc e t e t e t e tβ    = − −    ( 0β < )虽然在理论上保证了耦合强度

的渐近收敛性，但其单调递减的自适应律在物理意义上仍显不足，尤其是权重的有界性和动态合理性方

面存在进一步优化的空间。未来的研究工作将重点探讨引入泄漏项或设计基于误差反馈的权重调节机制，

以增强自适应耦合过程的物理可解释性，并确保权重在动态演化过程中保持有界性与合理性。例如，可

借鉴文献[11]中引入的动态增益结构或正则化手段，构造更具工程实用性的自适应协同控制策略，进一步

提升系统在复杂环境中的鲁棒性与适应性。 
本文的提纲安排如下。我们在第二节中介绍了系统模型、引理和基本定义。第三节介绍了本文的主

要结果。最后，一个仿真例子被给出验证所得结果的有效性。 

2. 预备知识 

考虑一个无向图下含有 N 个节点的复杂网络，其动力学描述为： 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

N

i i i ij j i
j

x t Ax t Bf x t c x t u t
=

= + + +∑   (1) 

其中 ( )T
1 2, , , n

i i i inx x x x R= ∈ 是第 i 节点的系统状态， A 和 B 都是参数矩阵， : n nf R R→ 表示非线性平

滑函数， ( )iu t 是控制输入。 ijc 是自适应耦合矩阵，当节点 i 到节点 ( )j i j≠ 存在连接时， ijc 非零，反之

为零，且
1,

, 1, ,
N

ii ij
j j i

c c i N
= ≠

= − =∑  。则 ( )ij N N
C c

×
= 为对称阵且满足 ij jic c= ，进而估计值也满足 ˆ ˆij jic c= 。 

定义同步误差变量为 ( ) ( ) ( )i ie t x t s t= − ，其中 ( ) ns t R∈ 是目标节点的轨迹。 

( ) ( ) ( ) ( )
1

N

ij
j

s t As t Bs t c s t
=

= + +∑ ，那么误差系统可表示为 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

N

i i i ij j i
j

e t Ae t BF e t c e t u t
=

= + + +∑    (2) 

其中 ( )( ) ( )( ) ( )( )i iF e t f x t f s t= − 。 
受文献[11]的启发，自适应耦合项 ijc 满足： 

 ( ) ( ) ( ) ( )T
ij i j i jc e t e t e t e tβ    = − −      (3) 

其中 0β < 是一个常数，其保证了自适应耦合项 ijc 逐渐收敛至一个固定值。 
下面一些定义、引理和假设被引入去研究在自适应耦合情况下复杂网络的规定时间同步。 
假设 1：非线性平滑函数 ( )f ⋅ 满足 Lipshitz 条件： ( ) ( )f a f b L a b− ≤ − ，其中 0L > 为 Lipshitz 常

数， a b≠ 。 
假设 2：如果动态耦合 ijc 满足(3)，那么其最终收敛的耦合矩阵 îjc 是一个有界矩阵。即存在已知正常

数 M 使得 îjc M≤ 。 
定义 1 [23]：考虑有非线性系统： ( )( ),x f t x t= ， 0t ≥ ， ( ) 00x x= ， nx R∈ 为系统状态向量， 

[ ): 0, n nf R R+∞ × → 为非线性函数。若该系统是全局一致渐近稳定的，且存在一个局部有界函数 

{ }: 0nT R R+→ ∪ ，使得对任意初始状态 0x 所对应的系统解 ( )0,x t x 均满足： ( )0, 0x t x = ， ( )0t T x∀ ≥ ，

则称该系统原点是全局一致有限时间稳定的，并称T 为收敛时间函数，其收敛时间T 可通过参数 pT 直接

设定。即对于任意给定的预设时间 0pT > ，若系统状态满足： max 00 , n
pT T x R< ≤ < ∞ ∀ ∈ ，则称该系统具有

全局规定时间稳定的， maxT 表示系统可实现的收敛时间。 
定义 2 [24]：若存在控制器 ( )u t 和正常数 *J 使得闭环系统是渐近稳定且满足其成本函数 J 始终不超

过 *J (即 *J J≤ )，则称 ( )u t 为保成本控制器。 
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引理 1 [25]：若连续函数 ( )tµ 满足 

 ( ) ) ( ) ( )0, 0, , lim ,
p

p p
t T

t t T T t tµ µ ρ
−→

≤ ∀ ∈ − =  

其中 ρ 是正常数或者 +∞，则称 ( )tµ 是一个预定时间可调函数( pT PTA− 函数)。  
引理 2 [25]：若存在两个非负的可微函数 ( )V t 和 ( )V t 满足 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ), , 0, ,pV t V t V t t V t t t Tσµ δ ≤ ≤ − + ∈ 
    

其中σ 是正常数， ( )tµ 是一个 pT PTA− 函数，且 ( )tδ δ≤ 为连续函数对于上界为常数δ ，那么可以得到

( )V t 在所有 )0, pt T∈  上有界，并且 ( )lim 0
Pt T

V t
−→

= 。 
为实现复杂网络的全局规定时间同步，设计控制协议 ( )iu t 为 

 ( ) ( ) ( ) ( )i i iu t ke t t e tσµ= − −    (4) 

其中 k 是反馈增益，σ 是正常数， ( )
)

)

1 , 0,

, ,

p
p

p

t T
T tt

t T
µ

ς

∈ −=
∈ +∞







，ς 是正参数。 

注 1：值得注意的是现有的大多数规定时间控制方法仅在区间 )0, pt T∈  内有效，无法扩展到 

),pt T∈ +∞ 。因此，本文在时间 pT 之后将正的设计参数ς 取代 ( )tµ ，从而将时间定义域扩展至无穷，即

[ )0,t∈ +∞ 。 
注 2：关于控制输入 ( )u t 在 pt T→ 时的有界性及 pT 时刻参数平滑过渡问题，本文在设计阶段已作如

下考虑：由定理 1 的证明可知，所选 Lyapunov 函数 ( )V t 满足 ( ) ( ) ( )2V t k t V tµ≤ −  ，通过解此微分不等 

式可得： ( ) ( ) ( )( )0
0 exp 2 d

t
V t V k µ τ τ≤ − ∫ ，故有： ( ) ( )( ) ( ) 1 Ο 0PkT

i p P
p

u t k T t t T
T t

−≤ − → →
−

，当 1k > 时 

该极限为零，从而 ( )tµ 在 0, pT  上有界。为避免 ( )tµ 在 pt T= 发散，本文在 pt T≥ 后采用替代增益 0α >

(见控制器(4)与注 1)。将系统切换至渐近稳定模式。 

3. 主要结果 

定理 1：假设 1 条件下，如果正常数 ε 使得下列不等式成立， 

 ( )1 22 2 2 0,NP I A BL k Mε ε −= ⊗ + − + + ≤    (5) 

则在控制器(4)下误差系统(2)实现保成本下规定时间同步，其中⊗表示克罗内克积， NI 表示单位矩

阵。  
证明：构造 Lyapunov 函数如下： 

 ( ) ( ) ( ) ( )2T

1 1 1

1 ,
2

ˆ
N N N

i i ij ij
i i j

V t e t e t c c
β= = =

= + −∑ ∑∑     (6) 

其中 îjc 为常值，表示自适应耦合矩阵 ijc 最终收敛的固定值。 
对(6)求导可得 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T

1 1

T

1 1
ˆ

2
N N

i i i ij j i
i j

N N

ij ij i j i j
i j

V t e t Ae t BF e t c e t u t

c c e t e t e t e t

= =

= =

 
= + + + 

 

   + − − −   

∑ ∑

∑∑



 (7) 
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根据假设 1 可得 ( ) ( )( ) ( ) ( )T T
i i i ie t BF e t e t BLe t≤ ，因此(7)进一步写为 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T

1 1

T

1 1

2

ˆ

N N

i i i ij j i i
i j

N N

ij ij i j i j
i j

V t e t Ae t BLe t c e t ke t t e t

c c e t e t e t e t

σµ
= =

= =

 
≤ + + − − 

 

   + − − −   

∑ ∑

∑∑



 (8) 

由于系统(1)讨论的是无向图，则 ( )ij N N
C c

×
= 为对称阵且满足 ij jic c= ，进而估计值也满足 ˆ ˆij jic c= 。(8)

可进一步写为 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T

1 1 1 1 1
ˆ ˆ2 2 2

N N N N N

i i ij i j ij ij i i
i i j i j

V t e t A BL k t e t c e t e t c c e t e tσµ
= = = = =

≤ + − − + + −∑ ∑∑ ∑∑  (9) 

由于 ( ) ( ) ( ) ( )T T

1 1 1 1
0

N N N N

ij i i ij i i
i j i j

c e t e t c e t e t
= = = =

 
= 


=


∑∑ ∑ ∑ ，因此(9)式可进一步化简为 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )T T

1 1 1 1
ˆ ˆ2 2

N N N N

i ij i ij i j
i j i j

V t e t A BL k t c e t c e t e tσµ
= = = =

 
≤ + − − − + 

 
∑ ∑ ∑∑  (10) 

根据基本不等式，(10)式可进一步放缩为如下形式 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T 1 T T

1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ1 12 2

2 2

N N N N

i ij ji ji i i i
i j j i

V t e t A BL k c c c e t t e t e tε ε σµ−

= = = =

 
≤ + − − + + − 

 
∑ ∑ ∑ ∑  (11) 

定义 

 ( ) ( ) ( ) ( )
TT T T T

1 2, , , ,N
Ne t e t e t e t R = ∈    

 
11 1

1

ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ
, ,

N

ij

N NN

c c
C c R

c c

 
 = ∈ 
  



  



  

(11)可进一步写为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T 1 T Tˆ ˆ2 2 ˆ2 2 2NV t e t I A BL k C C C e t t e t e tε ε σµ− ≤ ⊗ + − − + + − 
  (12) 

因为耦合矩阵 Ĉ 是一个对称矩阵，那么其二次型满足 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T 2 Tˆ ˆ ˆe t C Ce t C e t e t M e t e t≤ ≤  (13) 

那么(12)式可以进一步放缩得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T 1 2 T2 2 2 2 ˆ 2NV t e t I A BL k C M e t t e t e tε ε σµ− ≤ ⊗ + − − + + − 
  (14) 

令 ( )1 22 2 2NP I A BL k Mε ε − = ⊗ + − + +  ，根据条件(5)可得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T 1 2 T2 2 2 2NV t e t I A BL k M e t t e t e tε ε σµ− ≤ ⊗ + − + + − 
  (15) 

由此可得 ( ) ( ) ( )T2V t e t e tσµ≤ − ，定义 ( ) ( ) ( )T
1

1

N

i i
i

V t e t e t
=

= ∑ ，那么有 ( ) ( )1V t V t≤ 和 

( ) ( ) ( )12V t t V tσµ≤ − ，根据引理 2 可知，系统实现了规定时间同步。进一步地，根据保成本控制的定义
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对(13)进行积分，得到 

 ( ) ( ) ( )
0

d 0 0
T
V s s V T V= − ≤∫   (16) 

令能量函数 ( )J V T= ， ( )* 0J V= ，有 *J J≤ 。综上所述，可以得到复杂网络系统在规定时间 pT 内实

现同步，并且控制输入是一致有界的。 
注 3：相较于传统有限时间同步方法([26]-[28])的收敛时间与系统初值相关，本文所讨论的规定时间

同步收敛时间与系统初值无关，且收敛时间 pT 可预先设定。 
注 4：可以看出文献[25]中所构造的函数 ( )tµ 与文献[29] [30]中的函数 ( )tµ 相比，起到了更好的调节

作用。 
注 5：相比较于文献[31]，本文讨论的控制成本是有界的，控制成本上界为 *J 。  

4. 数值仿真 

为验证所提出的规定时间保成本同步控制方法的有效性，本节采用经典的 Lorenz 混沌系统作为网络

节点动力学进行数值仿真，其动力学方程表示为： 

 
( ) ,

,
,

x y x
y x y xz
z xy z

σ
ρ

β

= −

= − −
= −







 

其中 Prandtl 数 10σ = 控制对流强度，Rayleigh 数 28ρ = 控制温度差异，几何因子
8
3

β = 表示系统几何特

性。其他一些系统必需的参数设置如下表 1 所示： 
 

Table 1. System parameters 
表 1. 系统参数 

参数符号 参数名称 数值 说明 

N  网络节点数 3 复杂网络中节点总数 

n  节点状态维度 3 每个节点的状态向量维数 

k  主控制增益 2.8 规定时间控制器增益 

pT  规定时间 0.4 预设的同步收敛时间 

α  ( )tµ 增益 2 时间尺度函数幅值增益 

β  ( )tµ 指数 0.5 时间尺度函数指数参数 

γ  自适应参数 0.1 用于 pT 后的稳态控制 

 
基于上述参数设置，得到如下仿真结果如图 1~3 所示。其中耦合权重的自适应演化如图 1 所示，可

以看出，通过自适应律(3)的调节，所有耦合权重在规定时间之前快速收敛至稳定值，验证了自适应估计

的有效性。图 2 表示的是误差状态 ( )ie t 的轨迹，可以看出，虽然初始阶段误差较大，但在控制器(4)的调

节下，所有误差状态在规定时间 0.4pT = 之前快速衰减至零，并在规定时间后保持在零附近的小范围内。

这证实了规定时间控制的有效性，验证了定理 1 的理论结果。图 3 展示了各节点在 x、y、z 三个维度上的

系统状态轨迹演化。从图 3 中可见，所有节点的轨迹在规定时间 0.4pT = 后与目标轨迹(黑色虚线)完全重

合，实现了规定时间同步。 
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Figure 1. The dynamical evolution of coupling matrix 
图 1. 耦合矩阵自适应演化图 

 

 
Figure 2. The trajectories of synchronization errors 
图 2. 同步误差轨迹图 
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Figure 3. The evolution trajectories of system state in three dimensions 
图 3. 三个维度的系统状态演化轨迹图 

5. 结论 

本文研究了自适应拓扑结构下复杂网络的规定时间保成本同步问题。自适应控制方法被提出去在线

https://doi.org/10.12677/pm.2026.162057
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逼近自适应耦合矩阵的实际值，并设计合适的规定时间控制器去实现误差系统的规定时间同步。一些充分

判据被得到去保证闭环系统实现规定时间同步性能。最后，一个数值仿真被给出验证所提方法的有效性。 
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