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摘  要 

主要利用主对角子群的嵌入性质以及相应的链条件给出有限群超可解性的刻画。此外，还刻画了满足链

条件的有限群的极大子群。  
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Abstract 
The hyper-solvability of finite groups is characterized primarily by employing embedding proper-
ties of chief diagonal subgroups and the corresponding chain conditions. In addition, maximal sub-
groups of finite groups satisfying chain conditions are also characterized.  
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1. 引言 

本文所考虑的群都是有限群，G 总是表示有限群。子群的嵌入性质对有限群结构有非常重要的影响。

比如，G 的每个极大子群都是正规的充要条件是G 是幂零的；G 的每个极大子群都是素数指数的充要条

件是G 是超可解的。 
令G 为有限群。记 ( ) ( ){ },D G g g g G= ∈ ，为G G× 的主对角子群。许多学者通过主对角子群的嵌入

性质研究有限群的结构，并获得了不少有意义的结果。在文献[1]中，乔守红等学者证明了，G 是交换群

的充分必要条件是 ( )D G 在G G× 中是正规的；G 是幂零群的充分必要条件是 ( )D G 在G G× 中是次正规

的。 
在最近的研究中，黄泓珲和乔守红等人在文献[2]中提出链条件，通过研究主对角子群在直积中的置

换化子来刻画有限群的群结构，给出了有限群G 满足链条件时的结构特征。在本文中，我们将继续这方

面的研究，利用链条件刻画有限群G 的性质和结构。 

2. 预备知识 

为了定理叙述及证明的需要，在本节中，我们给出后文所需要的一些定义和引理。 
定义 2.1 [2]：设 H 为群G 的子群，则 H 在G 中的置换化子定义为： 

( )GP H x G H x x H= ∈ = 。 

定义 2.2 [2]：我们称有限群G 满足链条件，如果存在一条由 ( )D G 到G G× 的子群链 

( ) 0 1 tD G M M M G G= ≤ ≤ ≤ = ×  

使得 ( )1i G G iM P M+ ×≤ 对 0,1, , 1i t= − 成立。 
定义 2.3 [3]：设 4: G Sλ → 是一个G 到 4S 的满同态，令 ( )D Gλ 为 λ 下 4 阶正规子群的原像，则定义

Kegel’s D -子群为： 

( ) ( )D G D Gλ λ=  。 

引理 2.4 [4]：设G 为有限群，若 A 为G 的一个交换正规子群满足 ( ) 1G AΦ ∩ = ，则存在子群 H 使得

G HA= 并且 1H A∩ = 。 
引理 2.5 [4]：超可解群为饱和群系，即 ( )G GΦ 超可解蕴含G 超可解。 
引理 2.6 [5]：设G 为超可解群，则G 的任一子群 N 也超可解。 
引理 2.7 [2]：设G 是有限群。则G 满足链条件当且仅当G 的所有主因子T 要么是循环的，要么阶等

于 4 且 ( ) 3GG C T S≅ 。 
注：由引理 2.7，若有限群G 满足链条件且 4 不整除 G ，则主因子的阶必为素数。此时，G 满足链

条件等价于G 超可解。 
另外，根据引理 2.7，4 次对称群 4S 满足链条件。但是其导群 4A 却不满足链条件。因此链条件并不是

(正规)子群遗传的。 
引理 2.8 [2]：设G 为有限群且满足链条件。那么 ( )2G O G′ 是一个{ }2,3 -群。 
引理 2.9 [2]：设G 为有限群且满足链条件。那么G 为超可解群当且仅当G 没有同构于 4S 的商群。 

3. 主要结果及其证明 

定理 3.1：有限群G 超可解当且仅当G 与导群G′均满足链条件。 
证明：只需要证明定理的必要性，充分性是显然的。  
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假设G 与G′满足链条件且G 为非超可解群的极小阶反例。由链条件是商群遗传的，有G A 满足链

条件，且G A A G A G′ ′ ′≅ ∩ 也满足链条件。由归纳法，G 存在极小正规子群 A 使得G A 是超可解群。此

时，A 是唯一的。若 A 不唯一，设 A 、B 为任意两个不同的极小正规子群。考虑其商群G A 与G B ，其

中G A 与G B 均是超可解的。由于超可解群类是群系，故G G A B≅ ∩ 超可解，矛盾。 
由引理 2.7 以及G 为极小阶反例，可知G 是可解的且 4A = 。若 ( ) 1GΦ ≠ ，则取 ( )A G≤ Φ 。此时，

G A 的超可解性蕴含了G 的超可解性，矛盾于G 为极小阶反例。因此 ( ) 1GΦ = 。由引理 2.4， A 在G 有

补 X 且 1X A∩ = 。又因 A 是唯一的极小正规子群， ( ) 1XC A = 。故有 ( )GC A A= 。由 ( ) 3/ GG C A S≅ ，我

们有 4G S≅ 且 4G A′ ≅ 。根据引理 2.7 及其注， 4A 不满足链条件，矛盾。我们证明了此定理。 
下面我们来探讨满足链条件的有限群的极大子群具有的性质，这对进一步研究链条件有重要意义。 
定理 3.2：设有限群G 满足链条件，则有下列结论成立： 
1) G 的极大子群 M 的指数为 4 或者某个素数 p 。 
2) G 的极大子群 M 存在素数幂阶的循环补。 
证明： 
1) 任取G 的主群列 

0 1 1nG H H H= > > > = ， 

则存在某个 i 使得 iH M≤ 且 1iH M− ≤ 。因此 1iMH G− = 。取 iM H 为商群 iG H 的极大子群。因为

1i iH H− 为商群 iG H 的极小正规子群，根据引理 2.7， 1i iH H− 的阶为 4 或者某个素数 p 。由于 

( )( )1i i i iM H H H G H− = ， iM H 在 iG H 中的指数为 4 或者某个素数 p 。因此， M 在G 中的指数为 4
或者素数 p 。  

2) 根据定理(1)的证明可以得到 :G M p= 或 4。当 :G M p= 时，任取 x M∈ ，但 x G∉ 。我们可以

得到 M 存在素数幂阶的循环补。下面考虑 : 4G M = 的情况。 
设 : 4G M = 。考虑G 在右陪集集合 [ ]:G X 上的右乘作用。由于 M 的指数为 4，故 

4GG M S<


。 

当 1GM ≠ 时，对G 的阶做归纳。有 ( )G G GG M M M xM= 。此时，G M x= 。假设 1GM = ，即：

4G S<


。考虑 4S 中存在指数为 4 的极大子群的子群，即考虑 4S 中阶整除 4 的所有子群，在同构的意义下

包括： 4S ， 4A ， 8D 。 
对于 4A ，根据引理 2.7 及其注， 4A 不满足链条件；对于 8D ，考虑 M 为 8D 中指数为 4 的群。因此

M 为其 2 阶极大子群，矛盾。因此， 4G S≅ ， 3M S≅ ，即同构于指数为 4 的 4S 的极大子群，则 M 存在

循环补。由此得到结论： M 存在素数幂阶的循环补。定理得证。 
为了研究群结构，参考文献[3]中我们引入 Kegel’s D -子群的定义(定义 2.3)，下面我们证明一个相关

定理。 
定理 3.3：设G 为有限群且满足链条件，令 N 为G 的非平凡正规子群。则以下结论等价： 
1) N 是超可解群； 
2) 4S 和 4A 都不是 N 的像； 
3) ( )N D G≤ 。 
证明： 
(1) →  (2)由 N 为超可解群，且链条件对商群遗传，则 N 的商群满足链条件且超可解。则 ( )N Ker λ

超可解且满足链条件。由引理 2.9， ( )N Ker λ 不同构 4S 。又 4A 不满足链条件可得 4S 和 4A 都不是 N 的像。 
(2) →  (3)设满足(2)但不满足(3)，即对于一些满同态λ ，N 不是 ( )D Gλ 的子群。又正规子群的同态
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像为正规子群，故 N 的像是 4S 或 4A ，矛盾。 
(3) →  (1)由定理 3.2(2)，所有G 的极大子群都有素数幂阶的循环补。根据参考文献[6]， ( )D G 超可

解。由引理 2.6 且 ( )N D G≤ ，可得 N 超可解。 
完成证明。 
定理 3.4：设G 为有限群且满足链条件，则G 超可解当且仅当G 的所有正规极大子群 H ，且对 H 的

任一极大子群 K ，有 ( )HP K H= 。 
证明：定理的必要性是显然的，下面仅证明充分性。 
设G 为最小阶反例。由引理 2.7，G 是可解的。令 M 为G 的任一极大正规子群，则有 /G M 是素数

阶的。从而，G M′ ≤ 。 
令 N 为G 的极小正规子群。由归纳假设，链条件被商群遗传，故 /G N 满足此定理。由假设条件，可

以得到 N 是唯一的，所以 N 包含于G′中，且G N 超可解。 
由于 G 可解，其中 N 为初等交换 p -群，其中 p 为某素数。因为 G 非超可解，故存在 4N = 。若

( ) 1GΦ ≠ ，有 ( )N G≤ Φ 。但 ( ) ( ) ( )( )G G G N G NΦ ≅ Φ ，则 ( )G GΦ 超可解。根据引理 2.6 可得G 超

可解，矛盾。于是我们可以假设 ( ) 1GΦ = 。又 N 初等交换，故 N 在G 中有补 X ，且 1N X∩ = ，其中G NX= 。

由于 N 是唯一的，可以得到 1GX = 。考虑G 在右陪集集合 [ ]:G X 上的右乘作用，有 [ ] 4:G XG S S< =


。 
因为 4S 的子群中只有 4S 和 4A 是不超可解的，所以 4G A≅ 或 4S 。根据引理 2.7 及其注， 4A 不满足链

条件。因此， 4G S≅ 。然而，G 的极大正规子群 4A 的 3 阶极大子群 K 的置换化子 ( )
4 4AP K K A= ≠ ，矛盾

于我们的假设。由此我们证明了定理。 

4. 结论 

本文进一步利用文献[2]中链条件的定义刻画了有限群的超可解性，同时探讨了满足链条件的有限群

的极大子群的性质。此外，引入了 Kegel’s D -子群的定义，给出了满足链条件的有限群中的非平凡正规

子群为超可解群时的等价条件。 
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