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摘  要 

本文基于Tropical代数，给出了Tropical代数框架下左(右)半张量积和张量积的定义及其基本性质。随

后，证明了两个置换矩阵的张量积仍然是置换矩阵，并将这一结果推广到广义置换矩阵的情形。进一步，

利用上述结论，证明了在半张量积下存在可与非奇异幂等矩阵交换的广义置换矩阵。此外，将右半张量

积下与非奇异幂等矩阵可交换的广义置换矩阵分块后，得到满足条件的分块矩阵存在与之可交换的矩阵。 
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Abstract 
Based on the tropical algebra, this paper presents the definitions and fundamental properties of the 
left (right) semi-tensor product and tensor product under the framework of tropical algebra. Subse-
quently, it is proved that the tensor product of two permutation matrices is still a permutation ma-
trix, and this result is generalized to the case of generalized permutation matrices. Furthermore, by 
virtue of the above conclusions, it is demonstrated that there exist generalized permutation matri-
ces commuting with non-singular idempotent matrices under the semi-tensor product. In addition, 
after block decomposition of the generalized permutation matrices that commute with non-singu-
lar idempotent matrices under the right semi-tensor product, it is obtained that there exist matrices 
commuting with the block matrices satisfying the given conditions.  
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1. 引言 

Tropical 代数是在实数代数的基础上，通过添加一个无穷负元素 −∞ ，并配备加法和极大值的二元运

算而扩展得到的代数。Tropical 代数研究兴起于 20 世纪 60 年代，Tropical 代数理论是在 Tropical 半环上

发展起来的代数学理论，是代数理论的重要研究对象之一，被广泛运用于组合优化和调度、控制理论、

离散事件动态系统等许多其他科学领域都有应用[1]-[10]。这些应用中产生的许多问题都是用 Tropical 线
性方程组表示的，因此许多作者研究 Tropical 矩阵，即 Tropical 代数上的矩阵。因此，Tropical 矩阵的研

究备受国内外代数学者的关注。 
例如，Yang [11]研究了有 n n× 维 Tropical 矩阵在乘法下构成的半群 ( )nM T ，描述了包含对角分块幂

等矩阵的 Tropical 矩阵群，其中主对角块为实矩阵，其余块为零矩阵。他证明了每个非奇异对称幂等矩

阵都等价于这种类型的分块对角矩阵。基于这一结果，他给出了 ( )nM T 中包含对称幂等元的极大子群的

一些分解。王晶和宫春梅[12]研究了 Tropical 矩阵乘法半群的(*)-Green 关系和正则性，给出了 Tropical 矩
阵乘法半群上R 、D 关系的等价刻画，随后他们讨论了上三角 Tropical 矩阵乘法半群的正则性，并证明

了当且仅当 1n = 时 n n× 维的上三角 Tropical 矩阵乘法半群是正则半群。Yang [13]给出了 Tropical 半环上

矩阵集合的格林关系R 、L 和D 的刻画。证明了如果一个 n m× 维的 Tropical 矩阵 X 满足 AXA A= ，那么

一个m n× 维的 Tropical 矩阵 A 是正则的。此外，他研究了所有 n n× 维 Tropical 矩阵在乘法下构成的半群

的正则D 类，并给出了非奇异正则D 类的一个划分。Johnson 和 Kambites [14]从 Tropical 几何的思想出发

研究了 2 2× 维 Tropical 矩阵乘法半群的代数结构，利用代数几何的知识，他们给出了 2 2× 维 Tropical 矩
阵乘法半群的格林关系，并对幂等元和极大子群进行了描述，随后还证明了 2 2× 维 Tropical 矩阵在乘法

下是正则半群。 
上述关于 Tropical 矩阵的讨论均基于传统矩阵乘法展开，而传统矩阵乘法对矩阵维数有着严格的限

制。为突破这一局限，程[15]提出了一种新的矩阵乘法–矩阵半张量积。与传统矩阵乘法不同，半张量积

不再受维数匹配条件的约束，具有更强的灵活性和适用性。目前，矩阵半张量积已成功应用于布尔网络、

图着色、密码学等多个领域[16]-[18]。程[19]将半张量积与合作博弈结合在一起，在矩阵的框架下讨论了

博弈的相关问题。周[20]基于半张量积提出一种城市绿地灌溉模糊系统的方法，通过半张量积构造模糊关

系矩阵，将传统抽象的模糊规则语言信息进行量化并转化成矩阵运算。基于上述分析，本文研究了 Tropical
代数下的半张量积，它是对普通 Tropical 矩阵乘法的一种推广。与传统 Tropical 矩阵乘法不同，Tropical
代数下的半张量积突破了维数的限制，使得任意两个 Tropical 矩阵均可进行乘法运算，在很大程度上弥

补了传统乘法的局限性，同时保持了普通半张量积的基本性质与代数结构。 

2. 预备知识 

令 S 为一非空集合，且具有⊕  (加法)和⊗  (乘法)两个二元运算，使得 
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 ( ),S ⊕ 是可交换半群； 
 ( ),S ⊗ 是半群； 
 对任意的 ,a b S∈ ，有 

( )
( )

,

.

a b c a b a c

b c a b a c a

⊗ ⊕ = ⊗ ⊕ ⊗

⊕ ⊗ = ⊗ ⊕ ⊗
 

则称 ( ), ,S ⊕ ⊗ 为半环。 
若对任意的 ,a b S∈ ，有 a b b a⊗ = ⊗ ，则称半环 S 为可交换半环。若 e S∈  ( Sε ∈ )，且对任意的元素

a S∈ 有 ( )a e e a a a aε⊗ = ⊗ = ⊕ = ，则称 ( )e ε 为半环 S 上的乘法(加法)恒等元。若半环 S 同时具有一个

乘法恒等元和一个加法恒等元，则称 S 为幂等半环[21] [22]。若对任意的 a S∈ ，有 a a a a⊗ = ⊗ ，则称半

环 S 为乘法幂等半环，若此时半环 S 为交换的，则称半环 S 为可交换乘法幂等半环。 
令 R 为实数集， { }T R= ∪ −∞ ，在T 上定义两个二元运算⊕和⊗如下： 

{ }max , ,
.

a b a b
a b a b
⊕ =

⊗ = +
 

则称 ( ), ,T ⊗ ⊕ 为 tropical 代数。根据半环的定义，( ), ,T ⊗ ⊕ 是一个半环，−∞ 和 0 分别是T 的加法恒等元

和乘法恒等元。 
设 ( )m nM T× 为半环T 上所有 m n× 维矩阵的集合。特别地，当m n= ，简记为 ( )nM T ，在 ( )nM T 上定

义⊕和⊗运算：对任意的 ( ) ( ) ( ),ij ij nA a B b M T= = ∈ 和 ,a b S∈ ，有 

( )
( ) ( )

1
, ,

, .

n

ij ij ik kjk

ij ij

A B a b A B a b

a B a b A b a b

=

 ⊕ = ⊕ ⊗ = ⊕ ⊗ 
 

⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗
 

根据半环的定义， ( )( ), ,nM T ⊗ ⊕ 也是一个半环，所有元素都为 −∞ 的 n n× 矩阵 Z 是 ( )nM T 的加法

恒等元，主对角线上的元素为 0，其余元素为 −∞ 的矩阵 nI 是 ( )nM T 的乘法恒等元。 
为后续叙述方便，对任意的 ( ) ( ) ( ),ij ij nA a B b M T= = ∈ 和 ,a b S∈ ，我们用 AB 代替 A B⊗ ， aA 代替

a A⊗ ， ab 代替 a b⊗ ；对于给定的大于 1 的整数 n ，我们记 nA AA A=  ；对任意的 n N∈ ，我们用 [ ]n
表示{ }1,2, , n ，即 [ ] { }1,2, ,n n=  ；对任意的 [ ],i j n∈ ，我们用 ija 表示矩阵 A 第 i 行和第 j 列相交位置处

的元素；对任意的 ,a b R∈ ，其中 R 表示实数集，我们用 ab 表示 a b⋅ ，其中 ⋅表示普通的乘法。 
主对角线上的元素为 1 2, , , nd d d R∈ ，其余元素为 −∞的矩阵 ( )1 2, , , ndiag d d d 叫做对角矩阵。显然，

( )0,0, ,0nI diag=  。对矩阵 ( )nA M T∈ ，若存在 ( )nB M T∈ 满足 nA B B A I⊗ = ⊗ = ，则称 A 可逆，B 叫

做 A 唯一的逆矩阵，用 1A− 表示 B ，即 1B A−= 。通过重排 nI (对角矩阵)的行或列得到的矩阵称为置换(广
义置换)矩阵。置换矩阵是特殊的广义置换矩阵，置换矩阵 A 的逆 1A− 是它的转置 TA ，即 1 TA A− = 。广义

置换矩阵是唯一可逆的 tropical矩阵。 ( )Sym Ω 表示集合Ω所有置换的集合。对任意的置换矩阵 ( )ijP p= ，

存在唯一的 [ ]( )Sym nσ ∈ 有 ( ) 0i ipσ = ，其余元素为 −∞ ，其中 [ ]i n∈ 。通常用 P 表示 Pσ ，即 P Pσ= 。显然，

1
1P Pσ σ −
− =  [22]。 ( )nQ M T∈ 是广义置换矩阵当且仅当存在 [ ]( )Sym nσ ∈ 有 ( )1 2, , , nQ P diag d d dσ= ⊗  ，并

且Q 的逆，我们可以用 ( )1 1
1 2, , , nQ diag d d d Pσ

− −= − − − ⊗ 来表示。我们用 ( )nGL T 表示所有 n 阶广义置换

矩阵的集合。 
用 nT 表示T 的 n 维向量空间，那么 nT 构成一个半环，半环 nT 中的元素叫做向量。如果存在 1m ， 2m ，

， km T∈ ，使得 nT 中的子集 1α ， 2α ，， kα ，满足 1 1 2 2 k km m mα α α α= ⊕ ⊕ ⊕ 。则称向量 a 是 nT 中

的一个线性组合。对于 nT 的子集 S ，有 
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( )
1

| , , , 1, 2, ,
k

i i i ii
span S m k N S m T i kα α

=

 = ⊕ ∈ ∈ ∈ = 
 

 , 

其中 N 表示自然数集。如果 ( )|ispan i I Sα ∈ = ，则称{ }|i i Iα ∈ 是线性无关的[9]。 
A 的行秩(列秩)用 ( ) ( )( )r A c A 表示，m n× 维矩阵若满足 ( )r A m= ， ( )c A n= ，则称矩阵 A 为非奇异

矩阵。显然矩阵 nI 满足 ( ) ( )r A c A n= = ，则乘法恒等元是非奇异矩阵[11]。 
下面给出 tropical 矩阵在张量积和半张量积下的一些基本概念。 
定义 1：[15]设 ( ) ( )ij m nA a M T×= ∈ ， ( ) ( )ij p qB b M T×= ∈ 。定义 A 和 B 的张量积 ( ) 为： 

11 1

1

n

m mn

a B a B
A B

a B a B

 
 =  
 
 



  



 , 

通过张量积的定义，我们将 A B 内的每块矩阵展开，有 

( )

11 11 11 1 1 11 1 1

11 1 11 11 1

1 11 1 1 11 1

1 1 1 1

q n n q

p pq pq n pq

mp nq

m m q mn mn q

m p m pq mn p mn pq

a b a b a b a b

a b a b a b a b
A B M T

a b a b a b a b

a b a b a b a b

×

 
 
 
 
 

= ∈ 
 
 
 
 
 

  

      

  

      

  

      

  

 , 

则有， 

( )1 1 1 1, , , , , ,q n n qA B A B A B A B A B∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗=         

和 

1 1

1

1

p

m

m p

A B

A B
A B

A B

A B

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
















. 

定义 2：[15]设 ( ) ( )ij nA a M T= ∈ ， ( ) ( )ij pB b M T= ∈ 。则 A 和 B 的左半张量积 ( ) 的定义如下： 

( ) ( )/ / ,t n t pA B A I B I= ⊗    

其中 t 表示为 n 和 p的最小公倍数，记作 ( ),t lcm n p= 。 
定义 3：[15]设 ( ) ( )ij nA a M T= ∈ ， ( ) ( )ij pB b M T= ∈ 。则 A 和 B 的左半张量积 ( ) 的定义如下： 

( ) ( )/ / ,t n t pA B I A I B= ⊗    

其中 t 表示为 n 和 p的最小公倍数，记作 ( ),t lcm n p= 。 
特别地，当 n p= 时，A B A B= ⊗ ( A B A B= ⊗ )，即两个矩阵的左(右)半张量积为普通 Tropical 矩

阵乘法 ( )⊗ 的推广。 
下面介绍 tropical 矩阵下张量积的一些基本性质。 
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引理 1：[15]设 ( )m nA M T×∈ ， ( )p qB M T×∈ ， ( )n rC M T×∈ ， ( )q sD M T×∈ 。则有 

( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D⊗ = ⊗ ⊗   ， 

特别地，有 

( ) ( ) ( )p nA B A I B I= ⊗ ⊗  . 

3. 主要结果 

引理 2：设 ( ) ( )ij nA a M T= ∈ ， ( ) ( )ij pB b M T= ∈ ， ( ) ( )ij nA a M T= ∈ ， ( ) ( )ij pB b M T= ∈ 。若 A 和 B
是置换矩阵，则 A 和 B 的张量积也是置换矩阵。 

证明：设 ( ) ( )ij nA a M T= ∈ 和 ( ) ( )ij pB b M T= ∈ 为置换矩阵，则分别存在集合为 n 和 p的置换σ 和π ，

对任意的 [ ],i j n∈ 和 [ ],k r p∈ ，有 

( )0ija j iσ= ⇔ = ， ( )0krb r kπ= ⇔ = 。 

对 A 和 B 的张量积 A B ，令C A B=  ，则 ( )npC M T∈ ，那么有 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]{ }| 1 ; 1 ; , ; , ; ,st ij krC c a b s p i k t p j r i j n k r p s t np= = ⊗ = − + = − + ∈ ∈ ∈ 。 

因为对任意的 a ， b T∈ ， 0a b⊗ = 当且仅当 0a b= = ，有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , ,

, ,

0 0,

0, 0,

, ,

1 , 1 .

s t i j k r

i j k r

c a b

a b

j i r k

t p i k s p i k

σ π

σ π

= ⇔ ⊗ =

⇔ = =

⇔ = =

⇔ = − + = − +  

 

因 ( )
[ ] [ ],

1
i n k p

p i k np
∈ ∈

− + =


，故C 矩阵每行有一个 0 元素。利用反证法，得C 矩阵每列有一个 0 元素。

即证 A 和 B 的张量积也是置换矩阵。 
推论 1：若 A 和 B 是置换矩阵。则 ( ) ( )1 T T T 1 1A B A B A B A B− − −= = =    。 
定理 1：设 ( ) ( )ij nA a M T= ∈ ， ( ) ( )ij pB b M T= ∈ ，且 A 和 B 是广义置换矩阵。则有 
1) ( ) 1 1 1A B A B− − −=  ， 
2) ( ) 1 1 1A B B A− − −=  ， 
3) ( ) 1 1 1A B B A− − −=  。 
证明：在证明这几个结论之前，首先要证明两个广义置换矩阵的张量积也是广义置换矩阵。设 A 和

B 是广义置换矩阵，令 ( )1 2, , , nA P diag a a aσ= ⊗  ， ( )1 2, , , nB P diag b b bπ= ⊗  ，其中， [ ]( )Sym nσ ∈ ， 

[ ]( )Sym pπ ∈ ， 1a ， 2a ，， na ， 1b ， 2b ， ...， nb R∈ 。则有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

, , , , , ,

, , , , , , ,
n n

n n

A B P diag a a a P diag b b b

P P diag a a a diag b b b
σ π

σ π

   = ⊗ ⊗   
 = ⊗  

 

 

 

 
 

由引理 1，有 P Pσ π 是置换矩阵，故 A B 是广义置换矩阵。 
证(1)，由推论 1 及上述分析有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

11
1 2 1 2

1 1
1 2 1 2

1 1
1 2 1 2

1 1

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

,

n n

n n

n n

A B diag a a a diag b b b P P

diag a a a diag b b b P P

diag a a a P diag b b b P

A B

σ π

σ π

σ π

−−

− −

− −

− −

 = − − − − − − ⊗ 

 = − − − − − − ⊗ 

   = − − − ⊗ − − − ⊗   
=

 

 

 

  

 




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即证， ( ) 1 1 1A B A B− − −=  。 
证(2)，由(1)有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

11
/ /

1 1
/ /

1 1
/ /

1 1

,

.

t n t p

t p t n

t p t n

A B A I B I t lcm n p

B I A I

B I A I

B A

−−

− −

− −

− −

 ⊗ = 

= ⊗

⊗

=

=

=

  

 

 



 

同理，可证(3)，则有 ( ) 1 1 1A B B A− − −=  。 
定理 2：若 ( )nE M T∈ 是非奇异幂等矩阵，存在广义置换矩阵 1M ， ( )2 pM M T∈ ，满足 1 2E M M E= 

或 1 2E M M E=  ，则 1 2M M= 。 
证明：设 E 是 n n× 维的非奇异幂等矩阵，若存在广义置换矩阵 1M ， ( )2 pM M T∈ ，满足 

1 2E M M E=  ，则有， 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 / 1 / 2 / /t n t p t n t nE M M E E I M I M I E I= ⇒ ⊗ = ⊗      ， 

其中 ( ),t lcm n p= 。又因为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22
/ / / / / / /t n t n t n t n t n t n t nE I E I E I E E I I E I E I= ⊗ = ⊗ ⊗ = =      ， 

且 

( ) ( ) ( )/ /t n t nrank E I rank E rank I t= = ， 

故 /t nE I 是非奇异幂等矩阵。那么由定理 1 及引理[17]中的命题 4.5 有， 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
1 2 / 2 / / 1 /

/ 1 / 2 / /

1 1
2 / / 1 / 2 / / 1 /

1
2 / / 1 /

1
/ 1 / 2 / / /

1
1 /

,

,

,

,

,

t n t p t n t p

t n t p t n t n

t p t n t p t p t n t p

t p t n t p

t n t p t p t n t n

t p

E M M E E I M I E I M I

E I M I M I E I

M I E I M I M I E I M I

M I E I M I

E I M I M I E I E I

M I

−

− −

−

−

−

= ⇒ = ⊗ ⊗

⇒ ⊗ = ⊗

⇒ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗

⇒ ⊗ ⊗ ⊗

⇒

⇒

=

     

   

     

  

    

 ( )
( ) ( )
( )

2 /

1
1 / 2 /

1
1 2 /

1
1 2

1 2

,

,

,

,

t p t

t p t p t

t p t

t

M I I

M I M I I

M M I I

M M I
M M

−

−

−

⊗ =

⇒ ⊗ =

⇒ ⊗ =

⇒ ⊗ =

⇒ = 。



 



 

同理，对 1 2E M M E=  ，有 1 2M M= 。即证若 ( )nE M T∈ 是非奇异幂等矩阵，则存在广义置换矩阵

( )1 2, pM M M T∈ ，满足 1 2E M M E=  或 1 2E M M E=  ，则 1 2M M= 。 
推论 2：若非奇异幂等矩阵 E 满足 E M M E=∞ ∞ 。则 ( )2 2 2E M E M=  。 
上述定理在左半张量积和右半张量积下都成立，下面介绍的定理只在右张量积下成立，在左半张量

积下不成立。若 F 是一个 n n× 维的非奇异幂等矩阵，我们用 FG 表示在 tropical 矩阵乘法下所有与 F 可

交换的广义置换矩阵的集合，即 ( ){ }| ,F nG M M GL T MF FM= ∈ = 。 
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定理 3：若 ( )nF M T∈ 是实非奇异幂等矩阵，存在广义置换矩阵 ( )pM M T∈ ，满足 F M M F=  ，

( ),lcm n p p= ， k p n= ，有 

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

k k kk

M M M
M M M

M

M M M

 
 
 =
 
 
 





   



， 

那么存在 [ ]( )Sym kσ ∈ ，对任意的 [ ],i j k∈ 有 

( )
( )

;

,

,

.
ij F

ij

M G j i

M j i

σ

σ

∈ =

= −∞ ≠





 

证明：设 ( )nF M T∈ 是实非奇异幂等矩阵，有广义置换矩阵 ( )pM M T∈ ，满足 F M M F=  ，其中

( ),lcm n p p= ， k p n= ，又 

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

k k kk

M M M
M M M

M

M M M

 
 
 =
 
 
 





   



， 

其中 ( ) ( )ij pM M M T= ∈ ， ( )ij nM M T∈ ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

/ / / / ,

,
,

p n p p p p p n

k k

ij ij

F M M F I F I M I M I F

I F M M I F
FM M F

= ⇒ ⊗ = ⊗

⇒ ⊗ = ⊗

⇒ =

     

   

其中 [ ],i j k∈ 。 
一方面，若 ( )ij nM GL T∉ ，则 ijM = −∞。因为 ijM 是广义置换矩阵 M 的子矩阵，如果 ( )ij nM GL T∉ ，

那么 ijM 的某每一行或某一列元素全为 −∞ ，不妨设 ijM 中的第一列元素全为 −∞ ，易得 ijFM 的第一列

元素全为 −∞ ，由题知 F 中的元素全为实数，故要满足 ij ij FFM M= ， ijM 中所有元素必须全为 −∞ 。 
另一方面，若 ( )ij nM GL T∈ ，根据 ij ij FFM M= ，则 FijM G= 。定理得证。 

4. 总结 

本文基于 tropical 代数的理论框架，首先证明了两个置换矩阵的张量积仍为置换矩阵这一基础结论；

在此之上，进一步推导出两个广义置换矩阵的张量积同样属于广义置换矩阵。基于上述结论，证明了在

半张量积运算下，存在与非奇异幂等矩阵可交换的广义置换矩阵。此外，针对右半张量积下与非奇异幂

等矩阵可交换的广义置换矩阵，对其进行分块处理后，得到满足该条件的分块矩阵均存在与之可交换的

矩阵。 
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