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摘  要 

本文研究了一个3 中的仿射簇，证明了该仿射簇的理想的高度为2，但并不能由2个元素生成。从而说明

了仿射簇的素理想并不一定能由其高度个元素生成。 
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Abstract 
This paper studies an affine variety in 3  and proves that the height of its prime ideal is 2, how-
ever it cannot be generated by 2 elements. This demonstrates that a prime ideal of an affine variety 
may not necessarily be generated by a number of elements equal to its height. 
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1. 引言 

本文中的符号在交换代数和代数几何中均是标准的，具体见经典教材[1]和[2]。设 K 表示一个代数闭

域， 

( ){ }1, , |n
n ia a a K= ∈  

表示 n 维仿射空间，即笛卡尔积 nK 带有 Zariski 拓扑。通常可用 ( )1, , nP a a=  表示 n 中的一个点。设 S
是多项式环 [ ]1, , nK x x 中任意一个子集。定义 S 中所有多项式的公共零点集为： 

( ) ( ) ( ){ }1 1, , | , , 0,n
n nZ S a a f a a f S= ∈ = ∀ ∈   

一个 n 的子集V 被称为仿射代数集，如果存在 [ ]1, , nK x x 的子集 S 使得 ( )V Z S= 。若仿射代数集

V 不能表为两个真代数子集的并，则称V 是不可约的。 n 中的不可约仿射代数集称为仿射簇。仿射簇的

本质就是多项式方程组的解集。 
在交换代数中，一个素理想 P 的高度是包含在其中的素理想链的最大长度(htP = 链长 − 1)。直观上，

它衡量了这个素理想离零理想有多远。因此，存在一个非常自然且基本的问题，理想的生成元数目和其

高度有何关系? 事实上，著名的 Krull 主理想定理对于这个问题给出了一个初步的答案，即一个诺特环的

素理想的高度始终≤其生成元数目。 
定理 1.1 ((推广的) Krull 主理想定理) 设 R 是一个诺特(Noetherian)环， I 是 R 的真理想且 
( )1, , rI a a=  ，即 I 是由 r 个元素生成的理想，则对于任意包含 I 的极小素理想 P 均有 htP r≤ 。特别地，

I P= 为素理想时， htI r≤ 。 
由此可知，对于一个 htI n= 的素理想 I ，它所需的生成元至少为 n 个，那它是否一定能由 n 个元素

生成?答案是否定的。本文提供了一个来自代数几何中的例子，其中该理想的生成元关联某个矩阵的子式。 
例 1.2 设曲线 3Y ⊂  由参数形式 3 4 5, ,x t y t z t= = = 给出，则 

( ) [ ] ( ){ }3 4 5, , | , , 0,I Y f K x y z f t t t t K= ∈ = ∀ ∈  

是高度为 2 的素理想，但不能由 2 个元素生成。 

2. 证明 

在本节，我们将分两部分证明例 1.2 中的结论。 
命题 2.1 Y 是仿射簇且 ( )ht 2I Y = 。 
证明 首先定义多项式环之间的同态 

[ ] [ ]
3 4 5

: , , ,

, , .

K x y z K t

x t y t z t

ϕ →

  

 

对于任意 Kα ∈ ，记 [ ] ( ) ( )ev : ,K t K f t fα α→  ，再记 kerevα α= m 。由环同态基本定理知， 

[ ]K t Kα ≅m ，故 αm 为极大理想。于是， 0
K αα∈

=


m 。 
注意到， 

( ) ( )
( )

( )
( )

3 4 5, , , 0

,ev 0

,

0

ker
K

f I Y K f

K f

K f

f

f

α

α

α
α

α α α α

α ϕ

α ϕ

ϕ

ϕ
∈

∈ ⇔∀ ∈ =

⇔∀ ∈ =

⇔∀ ∈ ∈

⇔ ∈ =

⇔ ∈





m

m
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于是 ( ) kerI Y ϕ= 。根据同态基本定理， [ ] 3 4 5, , ker , ,K x y z K t t tϕ  ≅  ，故 ( )I Y 为素理想，Y 为仿射

簇。 
若 ( ) [ ]f t K t∈ ，设 

( ) 3 3 1 3 2
3 3 1 3 2

3 3 3 2
3 3 1 3 21 .

i i i i
i i i i

i i i
i i i

f t a t a t a t a t

a t a t t a t t

+ +
+ +

+ +

= = + +

= ⋅ + ⋅ + ⋅

∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

 

由于 3 3 3 3
3 3 1 3 2, ,i i i

i i ia t a t a t K t+ +  ∈  ∑ ∑ ∑ ，故 [ ]K t 是有限生成 3 4 5, ,K t t t  模，生成元为 21, ,t t ，即 

[ ] [ ]3 4 5, ,K t K t t t t =   为有限生成 3 4 5, ,K t t t  模，故 [ ]K t 在 3 4 5, ,K t t t  上是整的。进而 

[ ]htker dim , , ker 3,K x y zϕ ϕ+ =  

[ ]3 4 5htker 3 dim , , 3 dim 2K t t t K tϕ  = − = − =  , 

故 ( )ht 2I Y = 。 
命题 2.2 ( )I Y 不可能由 2 个元素生成。 
证明 设 ( ), , i j k

ijkf x y z x y zα= ∑ ，则 

( )3 4 5 3 4 5
000

3 3 4 5
, , ,i j k n

ijk ijk
n i j k n

f t t t t tα α α+ +

≥ + + =

 
= = +  

 
∑ ∑ ∑  

从而， 

( )

( )
( ) ( )

000
3 3 4 5

2 2
000 100 010 001 200 110 101 020

3 2 2
300 011 210 002

11 3 4 5

, , i j k
ijk

n i j k n

i j k
ijk

n i j k n

f x y z x y z

x y z x xy xz y

x yz x y z x y z

α α

α α α α α α α α

α α α α α

≥ + + =

≥ + + =

 
= +  

 

= + + + + + + +

+ + + + +

∑ ∑

∑ ∑

 

注意到， ( )f I Y∈ 当且仅当 ( )3 4 5, , 0f t t t = 。所以若 ( )f I Y∈ ，则 000 0α = 且对于任意 3n ≥ 均有 

3 4 5 0ijki j k nα+ + =
=∑ 。特别地， 101 020  0a a+ = ， 300 011 0a a+ = ， 210 002 0a a+ = 。于是， 

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 2
101 300 210

12 3 4 5
, , .i j k

ijk
n i j k n

f x y z xz y x yz x y z x y zα α α α
≥ + + =

= − + − + − + ∑ ∑  

最后一项中所出现的所有单项式次数均至少为 3。 
假设 ( )I Y 由多项式 1 2,g g 生成，即 ( ) ( )1 2,I Y g g= 。于是可设 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 3 2 2
1 101 300 210 1

2 3 2 2
2 101 300 210 2

,

.

g xz y x yz x y z g

g xz y x yz x y z g

β β β

γ γ γ

′= − + − + − +

′= − + − + − +
 

显然， ( )2 3 2 2, ,xz y x yz x y z I Y− − − ∈ 。故设 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2
1 1 2 2 1 1 1 2 2 2

2 2
1 1 2 2 1 1 1 2 2 2

2 2
1 1 2 2 1 1 1 2 2 2

,

,

.

xz y p g p g a p g a p g

x y z q g q g b q g b q g

x y y m g m g c m g c m g

′ ′− = + = + + +

′ ′− = + = + + +

′ ′− = + = + + +

 

其中 [ ]1 2, , ,p p K x y z∈ ， i i ip a p′= + 是把 ip 拆分为常数项 ia 和非常数部分 ip′，其余相同。 
进一步， 2

1 1 1 1 2 2 2 2xz y a g p g a g p g′ ′− = + + + ，将 1 2,g g 的表达式分别带入 1 1 2 2,a g a g ，则 
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( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

2 2 3
1 101 2 101 1 300 2 300

2 2
1 210 2 210 1 1 2 2 1 1 2 2

xz y a a xz y a a x yz

a a x y z a g a g p g p g

β γ β γ

β γ

− = + − + + −

′ ′ ′ ′+ + − + + + +
 

另外， 

( ) ( )2 2 3 2
1 1 101 1 101 1 300 1 1 210 300 1 1 210 1 1p g p xz p y p yz p z p x p x y p gβ β β β β β′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − − − + + +  

在上式的前一部分中，它的每一项中的单项式的次数≥3，且不可能含有 3 2,x x y ；此式的后一部分中，

每一项中的单项式次数≥4。 
于是 1 1p g′ 的单项式中不可能含有 2 3 2 2, , , , ,xz y x yz x y z 。同理， 2 2p g′ 亦然。另根据 1g′和 2g′的定义， 1 2,g g′ ′

中也不可能含有上述项。故比较 3 2, ,xz x x y 的系数，可得下列等式： 

1 101 2 101

1 300 2 300

1 210 2 210

1
0
0

a a
a a
a a

β γ
β γ
β γ

+ =
 + =
 + =

 

对 3x yz− 和 2 2x y z− 作相同的讨论，可以分别得到： 

1 101 2 101

1 210 2 210

1 300 2 300

0
1
0

b b
b b
b b

β γ
β γ
β γ

+ =
 + =
 + =

 

1 101 2 101

1 210 2 210

1 300 2 300

0
0
1

c c
c c
c c

β γ
β γ
β γ

+ =
 + =
 + =

 

接下来对这三组等式进行分析。 
(i) 若 101 210 300, ,γ γ γ 中有一个为 0，不妨设 101 0γ = ，则 101 0β ≠ ，1 0b = ， 210 0γ ≠ ， 2 0b ≠ ， 300 1 2 0c cγ = = = ，

矛盾。 
(ii) 若 101 300 210, ,γ γ γ 全不为 0。若 1 0a = ，则 300 0γ = ，矛盾，故 1 0a ≠ 。同理， 1 1, 0b c ≠ 。由上述三组

等式可得到如下一组等式： 

101 2 2

101 1 1

300 2 2

300 1 1

210 2 2

210 1 1

b c
b c
b a
b a
c a
c a

β
γ
β
γ
β
γ

 − −
= =


 − − = =

 − −

= =


 

将这些比值记为α ，故 

( )1 101 2 101 1 101 2 101 101 1 2 1011 0 0,a a a a a aβ γ αγ γ γ α γ= + = + = + = ⋅ =  

矛盾，故 ( )I Y 不可能由 2 个元素生成。 
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