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摘  要 

运用一个新的修正的Gustafson-Schmitt型不动点定理，研究一类(p, q)-Monge-Ampère方程在Dirichlet
边界条件下解的存在性。当非线性项仅在u = 0处满足适当的增长条件时，得到了径向解的存在性结果。 
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Abstract 
By applying a new and modified Gustafson-Schmitt type the fixed point theorem, the existence of 
solutions for a class of (p, q)-Monge-Ampère equations under Dirichlet boundary conditions is stud-
ied. When the nonlinear term satisfies appropriate growth conditions at u = 0, the existence results 
of radial solutions are obtained. 
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1. 引言 

近年来，带 ( ),p q -Laplace 算子的模型在物理学学科中有着广泛的应用。例如，在非牛顿流体力学研

究中，( ),p q -Laplace 算子能够更加精细地描述流体变化的复杂情况及特征。同时，在弹性理论中，它也

可用于分析具有非标准弹性性质材料的力学性质，这使得带 ( ),p q -Laplace 问题的研究受到了广泛关注

[1]-[6]。 
2020 年，Das [3]等人基于上下解方法，研究了一类 ( ),p q -Laplace 问题 

( ) , ,

0,
p qu u f u x

u x

λ−∆ −∆ = ∈Ω


= ∈∂Ω
                                   (1.1) 

在广义有界域上径向解的存在性。其中 nΩ⊂  ， 2p q> ≥ ， ( )0,λ∈ ∞ ， [ ): 0,f ∞ →上连续，且在

0 处 ( )0 0.2021f < 年，Sim [4]等运用 Krasnosel’skii 不动点定理也对这一问题进行了深入分析，进一步丰

富了该类拟线性问题的研究工具。 
同时，Monge-Ampère 型方程在几何分析、最优传输及气象学、天体物理学等物理模型中具有重要应

用。因此，该类问题径向解的存在性得到了诸多学者的关注[7]-[11]。例如，2023 年，Feng [10]等人通过特

征值理论与锥上的不动点定理的结合，获得了奇异 p-Monge-Ampère 方程径向解的存在性、参数依赖性结

果。2024 年，Wang[11]等人通过建立新的最大值原理并系统的运用移动平面法，获得了该方程解的对称

性、单调性和渐近行为等。但是，就我们所知，关于 ( ),p q -Monge-Ampère 问题解的存在性的研究尚未见

诸文献。当 1p > 时，p-Monge-Ampère 算子被定义为 ( )( ) ( ) ( )2 2 21p n pdet D Du Du p Du detD u− −= −  (D 是 Ja-
cobian 算子)；当 2p = 时，它就退化为常见的 Monge-Ampère 算子[16]。值得注意的是，在经典的 Laplace
问题正解以及 ( ),p q -Monge-Ampère 方程径向负解的绝大部分研究中，为获得正解的存在性，需要非线性

项 f 既满足在 0 处有增长性条件，也满足在∞处有增长性条件，并且也没有获得正解的有界性结果，但本

文非线性项 f 仅在 0 处满足非线性增长条件即可。 
本文试图研究一类 ( ),p q -Monge-Ampère 方程 Dirichlet 问题 

( )( ) ( )( ) ( )2 2det det ,

0,

p qD Du Du D Du Du f u x B

u x B

λ− − + = − ∈

 = ∈∂

                 (1.2) 

径向负解的存在性。其中 { }: 1, 1nB x x n= ∈ < ≥ 是 n
 中的单位球，

2
2

1 ,i j i j n

uD u
x x

≤ ≤

 ∂
=   ∂ ∂ 

是 u 的

Hessian 矩阵， 2p q> > ， 0λ > ，f 在 0 处满足某种增长性条件如下： 

( ) [ ) [ )1 : 0, 0,H f ∞ → ∞ 连续且 ( ) 0f s > ， 0s > 。 

( ) ( )
( )2 0 10

: 0n pv

f v
H f lim

v+ −→
= ， ( )0,1r∈ 。 

2. 预备知识 

令 2 2 2
1 2 nr x x x x= = + + + 。设 ( ) ( )u x u r= ，则问题(1.2)转化为如下问题 
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( )( ) ( )
( ) ( )

1 , 0 1

0 0, 1 0

nr u nf u r

u u

φ λ− ′′ = − < <

′ = =

                           (2.1) 

其中 

( ) ( ) ( )2 2n p n qn nt t t t tφ − −= + . 

令 v u= − ，则(2.1)等价于 

( )( ) ( )
( ) ( )

1 , 0 1

0 0, 1 0

nr v nf v r

v v

φ λ− ′′− = < <

′ = =

                           (2.2) 

其中 

( ) ( ) ( )2 2n p n qn nt t t t tφ − −= +  

是递增的同胚函数。 
令 [ ]: 0,1X C= ，对于任意的 v X∈ ，定义范数

[ ]
( )

0,1
sup
r

v v r
∈

= ，则 X 在此范数下构成一个 Banach 空间。 

定义 

( ) ( ) ( ) ( ){ }: : 0, 0,1 , 0 1 0K v X v r r v v′= ∈ ≥ ∈ = = . 

则 K X⊂ 是一个锥。对 v K∈ ，定义 :T K X→ 为 

( )( ) ( )( )( )1 1 1
0

d dn
r

Tv r s nf v s s
τ

φ λ τ− −= ∫ ∫ , ( )0,1r∈ . 

容易验证(2.2)等价于不动点方程Tv v= 。因此，如果 v K∈ 是 T 的不动点，那么 u 是(1.2)的一个径向

解。 
本文所用的工具如下： 
定理 2.1 ([12]) 令 X 是 Banach 空间， K X⊂ 是一个锥。对于实数 0 z Z< < ，令 

{ }:D v K z v Z= ∈ ≤ ≤ . 

设 :A D K→ 为全连续算子，若 A 满足： 
(a) v D∈ , 1µ > 和 v Avµ= ，则 v Z≠ ； 
(b) v D∈ , 1µ < 和 v Avµ= ，则 v z≠ ； 
(c) 0

v Z
inf Av
=

> 。 

则 A 在 D 中存在不动点。 
引理 2.1 ([7]) 对于任意函数 [ ]0,1v C∈ ，其中 ( ) 0v r ≥ 且 ( )v r′ 在 [ ]0,1 上递减，有 

( ) { }min ,1v r r r v≥ − , [ ]0,1r∈ . 

特别地，对于任意的
10
2

α< < ，有 

( )
1

min
r

v r v
α α

α
≤ ≤ −

≥ . 

引理 2.2 设 ( ) 0f v > 对所有的 0v > 成立。如果 0Z > 是一个实数，那么问题(2.2)的任意解 v，满足 

{ }inf : , 0Tv v K v Z∈ = > . 
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证明 显然，v 是(2.2)的一个解当且仅当Tv v= 。设 v 是(2.2)的任意一个解，因为 

( )( )
( )( )( )( )

1

1 1
0

0
d

n

n

nf v
v

s nf v s s
τ

τ λ τ

φ φ λ

−

− −
′′ = − <

′ ∫
, 

所以 ( )v r′ 是严格递减的。 

令 { }* ,D v v K v Z= ∈ = ，由引理 2.1 可得 ( )v r vα≥ ，其中 ( ) 1,1 0
2

r α α α ∈ − < < 
 

。则对任意的

*v D∈ ，有 [ ],v Z Zα∈ 。令 

( ) [ ]{ }inf : , 0p f v v Z Zα= ∈ > . 

由于 

( ) ( )( )( )
( )( )

1 1 1
1 0
2

11 1 121 0
2

1 1
1
2

1

1 d d
2

d d

1 d
2

1 1 0,
2 2

n

n

n
n

n
n

Tv s nf v s s

s nf v s s

p

p

τ
φ λ τ

φ λ τ

φ λ α τ

φ λ α

− −

− −

−

−

  = 
 

 
≥  

 
   ≥ −        
   ≥ − >        

∫ ∫

∫ ∫

∫
 

因此，对于所有的 v K∈ ，有 11 1 0
2 2

n
nTv pφ λ α−

   ≥ − >        
满足 v Z= 。 

引理 2.3 若 0ω > ， ( ) ( ) ( )2 2| |p qn nt t t t tφ − −= + ，则 

(1) ( ) ( ) ( )
1

11 1n qφ σω σ φ ω−− −≥ , ( ]0,1σ ∈ ； 

(2) ( ) ( ) ( )
1

11 1n pφ σω σ φ ω−− −≥ , 1σ > 。 

证明 首先证明 1φ− 的基本性质 
单调性：由于 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0p qn nt t t t t tφ − −= + ≥ 可以看出，当 0t > 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11 1 1 0,p n q nt n p t n q tφ − − − −− = − + − > 因此 ( )tφ 在 [ )0,∞ 上严格单调递增； 
连续性：由于 ( )tφ 是连续的且严格单调，因此反函数 ( )1 tφ− 在其对应区间上也是严格单调且连续的。 
令 ( )1x wφ−= ，则 0x > ，且 ( ) ( )1 1n p n qx x ω− −+ = 。当 ( ]0,1σ ∈ ，有 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )( )

1 11 1 1
1 1 1

1
1 11

1 1

,

n p n q

n q n q n q

p
n p n qq

n p n q

x x x

x x

x x

φ σ σ σ

σ σ

σ

σω

− −

− − −

−
− −−

− −

     
     = +
     
     

= +

≤ +

=

 

故 ( ) ( ) ( )
1

11 1n qφ σω σ φ ω−− −≥ 。当 1σ > 时，有 
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( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )( )

1 11 1 1
1 1 1

1
1 11

1 1

,

n p n q

n p n p n p

q
n p n pp

n p n q

x x x

x x

x x

φ σ σ σ

σ σ

σ

σω

− −

− − −

−
− −−

− −

     
     = +
     
     

= +

≤ +

=

 

故 ( ) ( ) ( )
1

11 1n pφ σω σ φ ω−− −≥ 。 

引理 2.4 :T K K→ 是全连续算子。 
证明 对于任意的 v K∈ 。由 :T K X→ 可得Tv X∈ 且 0Tv ≥ 。则由锥 K 的定义可得Tv K∈ ，所以 

:T K K→ 。设 S 是 K 中的有界集。存在一个常数 0M > ，使得对于任意的 v S∈ ，有 v M≤ 。因为 f 在
S 上连续，所以存在 1 0M > ，使得对于任意的 v S∈ ，有 ( )( ) 1f v r M≤ 。记 ( )1

1H Mφ λ−= ，则 

( ) ( )( )( )
( )( )( )

( )
( )

( )

1 1 1
0

1 1 1
0

1 11 1
10

1 1
1

d d

d d

d d

d

1 .

n
r

n
r

n
r

r

Tv r s nf v s s

s nf v s s

s nM s

M

H r

τ

τ

φ λ τ

φ λ τ

φ λ τ

φ λ τ

− −

− −

− −

−

=

≤

≤

=

≤ −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

故 :T K K→ 是一致有界的。 

对任意的 0ε > ，取
H
εδ = ，则对任意的 0 1r r′ ′′≤ < ≤ ，当 r r δ′′ ′− < 时，对任意的 v S∈ ，有 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

1 11 1 1 1
0 0

1 1
0

d d d d

d d

.

n n
r r

r n
r

Tv r Tv r s nf v s s nf v s

s nf v s

H r r H
H

τ τ

τ

φ λ τ φ λ τ

φ λ τ

ε ε

− − − −
′′ ′

′′ − −
′

′′ ′− = −

≤

′′ ′≤ − < ⋅ =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫  

故 :T K K→ 是等度连续的。由此可知，T 是映 K 入 K 中的紧算子。 
下证 T 的连续性。设 0,mv v K∈ ， ( )0 0mv v m

∞
− → →∞ 。由 f 和 1φ− 的连续性可知 

( ) ( )( )

( )( ) ( )

1
1 1

0

1
1 1

0 0
0

d d

d d .

n
m m

r

n

r

Tv r s nf v s s

s nf v s s Tv r

τ

τ

φ λ τ

φ λ τ

− −

− −

 
=  

 
 

→ = 
 

∫ ∫

∫ ∫
 

从而 ( )0 0mTv Tv m
∞

− → →∞ 。故 :T K K→ 是连续的。 
综上，运用 Arzelà-Ascoli 定理，得到 :T K K→ 是全连续的。 

3. 主要结果 
定理 3.1 若(H2)成立。那么存在充分大的 0Z > ，常数 0Zλ > ，使得对于任意的 Zλ λ> ，问题(1.2)存

在径向解 ( )u r ，满足
[ ]

( )
0,1

inf
r

u r Z
∈

≥ − 。 
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证明 根据 v u= − ，对 0Z > ，定义 

( ) ( ){ }: 0 , 0,1D v K v r Z r= ∈ ≤ ≤ ∈ . 

下证 T 在 D 中有不动点。 
首先证明定理 2.1 中的条件(a)成立。对于常数 1 0z > ，令 

( ){ }1 1: , 0,1D v K z v Z r= ∈ ≤ ≤ ∈ . 

下证 0v Z≠ 。反设存在 0 1v D∈ ， 0 1µ > 且 0v Z= 满足 0 0 0v Tvµ= ，即 

( ) ( )( )1 1 1
0 0 00

d dn
r

v r s nf v s
τ

µ φ λ τ− −= ∫ ∫ .                         (3.1) 

则 0v′是单调递减的，由引理 2.1，可得 

( )0 0v r vα≥ 且 ( )0 0 0v v r vα ≤ ≤ , [ ],1r α α∈ − .                   (3.2) 

令 

[ ]

( )
( )1,1

minZ n pr

f v
m

vα α −∈ −
= .                                (3.3) 

选取足够大的 0Zλ > ，当 1σ > 时，可得 

( )

2
1

1
Z n n

Zm

φ
αλ
α α

 
 
 >

 − − 

, 

当 ( ]0,1σ ∈ 时，可得 

( )

2
1

1

p q
q

Z n n
Zm

φ α

λ
α α

+ −
−

−
 
  
 >

 − − 

. 

由(H2)可得，对于任意的 

( )1
10

1

n p
p

p
ε

λ

−
 

< < ⋅ − 
. 

存在 0z > ，使得当 0 v z≤ ≤ ，有 ( ) ( )1n pf v vε −≤ 。 
由(3.2)， ( )0Z v r Zα ≤ ≤ ， ( ),1r α α∈ − ，于是当 Zλ λ> 时，得 

( )( )( )
( )( )( )
( ) ( )( )

1 1 1
0 0 00 0

1 11 1
0 01

1 1 11 1
0 01

d d

d d

d d .

n

n

n pn

v s nf v s s

s nf v s s

s nmzv s s

τ

α

α α

α

α α

µ φ λ τ

µ φ λ τ

µ φ λ τ

− −

−− −

−

− −− −

−

=

≥

≥

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

令 ( ) ( )1
0

n p
vσ α

−
= 且 ( )1 n n

Z Zmω λ α α = − − 。当 1σ > 时，根据引理 2.3 及(3.2)式，得 
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( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )
( ) ( )( )

( )( )

1 1 111 1
0 0 01

1 111
0 01

11 11
0 01

2 1
0 0

0 0 0

d d

1 d

1 d

1

,

n pn pn
Z

n p nn p n
Z Z

n p
n nn p

Z Z

n n
Z Z

Z v ns m v s

m v

v m

v m

v Z Z

α

α α

α

α

µ φ λ α τ

µ φ λ α α α τ

µ α φ λ α α τ

µ α φ λ α α

µ µ

− −−− −

−

−−−

−

−
−−

−

−

= ≥

 ≥ − − 

 ≥ − − 

 = − − 
> = >

∫ ∫

∫

∫  

当 ( ]0,1σ ∈ 时，得 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )
( ) ( )( )

( )( )

1 1 111 1
0 0 01

1 111
0 01

11 11
0 01

2 1
11 10 0

11
110 0 0

d d

1 d

1 d

1

.

n pn pn
Z

n p nn p n
Z Z

n p
n nn q

Z Z

p q p n nq q Z Z

pp
qq

Z v ns m v s

m v

v m

v m

v Z Z

α

α α

α

α

µ φ λ α τ

µ φ λ α α α τ

µ α φ λ α α τ

µ α φ λ α α

µ µ

− −−− −

−

−−−

−

−
−−

−

+ − −
−− −

−−
−−

= ≥

 ≥ − − 

 ≥ − − 

 = − − 

> = >

∫ ∫

∫

∫  

矛盾。因此， v Z≠ 。 
其次证明定理 2.1 中的条件(b)成立。下证 1v z≠ 。反设存在 1v D∈ ， ( )1 0,1µ ∈ 且 1v z= 满足 1 1 1v Tvµ= ，

则 

( )( )( )
( ) ( )( )

1 1 1
1 1 10

1 11 1
1 10

d d

d d ,

n
r

n pn
r

v s nf v s s

s n v s s

τ

τ

µ φ λ τ

µ φ λ ε τ

− −

−− −

=

≤

∫ ∫

∫ ∫
 

   
当 0t > 时， ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1n p n q n pt t t tφ − − −= + ≥ ，则 ( ) ( ) ( )1

1
1 0n pt t tφ −− ≤ > 。有 

( )( )
( )( )

( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 11 1
1 1 10 0

1 11
1 10

1
1 1 1

1 10

11 1 111 1 0
1

11 1

1 1 1

d d

d

d

d

1

.

n pn

n p n

n p n pn

pn p

n p

z v s n v s

v

v

v

pv
p

v z z

τ
µ φ λ ε τ

µ φ ελ τ τ

µ ελ τ τ

µ ελ τ τ

µ ελ

µ µ

−− −

−−

− −

−−

−

= ≤

≤

≤

≤

−
=

≤ = <

∫ ∫

∫

∫

∫

 

矛盾。因此， v z≠ 。 
结合引理 2.2 和定理 2.1 可知，问题(1.2)在 D 中存在径向解且满足

[ ]
( )

0,1
inf

r
u r Z

∈
≥ − 。 
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4. 数值例子 

考虑如下 ( ),p q -Monge-Ampère 方程边值问题 

( )( ) ( )( ) ( )2 2det det ,

0,

p pD Du Du D Du Du f u x B

u x B

λ− − + = − ∈

 = ∈∂

                 (4.1) 

其中 { }: 1, 1nB x x n= ∈ < ≥ ， 3n = ， 4p = ， 3q = ， 0λ > ， [ ) [ )( )0, , 0,f C∈ ∞ ∞ 且 ( ) 10f v v= 。 
原问题转化为 

( )( )
( ) ( )

2 103 ,   0 1

0 0, 1 0

r v v r

v v

φ λ− ′− = < <

= =

′

′

                             (4.2) 

取 2Z = ， 0.3α = ，由(3.4)式，得 

[ ]

( )
( ) [ ] [ ]

10

93 10.3,0.6 0.6,2 0.6,2
min min minZ pr v v

f v vm v
vv −∈ ∈ ∈

= = = . 

由于 ( ) ( ) ( )1 3 3 90.6 0.6 0.0101 1n pZσ α − ×= = = ≈ < ，使用第二种情况： 

( ) [ ]

2 5
1 2

15

0.3
1.303 10

0.6 0.343 0.0271

p q
q

Z n n
Zm

φ α φ
λ

α α

+ −
− −−

   
    
   > = ≈ ×

× − − − 

. 

假设存在 0v 满足 0 0v Tvµ= ， 1µ > ，且 0 2v Z= = ，由上述证明过程可得 

[ ]( )
2 1

11 1
0 02 | 0.343 0.027 0.0493 2.8284 20.35 2.8376

p q p
q q

z zv v mµα φ λ µ µ
+ − −

−− −= ≥ − ≥ × × × ≈ . 

当 1µ > 时产生矛盾。 
取 0.1z = ，对于 0 0.1v≤ ≤ ，有 

( ) 10 0.01f v v ≈= , ( )1 9 0n pν ν− = ≥ . 

选择 7
9 9

0.01 0.01 1 10
0.1 1 10

ε −≈ = = ×
×

。由上述证明可得 

( )1
10

1

p
p

p

λ

ε
λ

−
 

< < ⋅ − 
. 

带入数值验证产生矛盾。 
因此，当 151.303 10λ > × ，问题(4.1)存在径向解 ( )u r 满足

[ ]
( )

0,1
sup 2
r

u r
∈

≥ − 。 
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