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摘  要 

复八元数作为八元数在复数域上的推广，在理论物理领域展现出重要应用价值。它能描述量子力学中的

自旋态、电磁场的双曲对称性以及角动量算子与力矩张量。本文首先建立了复八元数空间中类似于Hile
引理的一种核函数的不等式，随后讨论了Cauchy主值的存在性，最后研究复八元数空间中分片光滑曲面

上的Plemelj公式。 
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Abstract 
As an extension of octonions over the complex number field, complex octonions have shown sig-
nificant application value in theoretical physics. They can describe spin states in quantum me-
chanics, the hyperbolic symmetry of electromagnetic fields, and angular momentum operators 
and moment tensors. This paper first establishes an inequality of a kernel function similar to 
Hile’s lemma in the complex octonionic space. Then, it discusses the existence of the Cauchy prin-
cipal value. Finally, it studies the Plemelj formula on piecewise smooth surfaces in the complex 
octonionic space. 
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1. 引言 

Cauchy 型积分及其产生的奇异积分算子是复分析与算子理论研究的基础。其中，Plemelj 公式通过确

立边界值的存在性，阐明了奇异积分与跳跃项之间的内在联系，构成了连接解析函数内部性质与边界行

为之间的重要桥梁。如今，Plemelj 公式已被成功推广至高维空间与复杂代数结构，这一发展为调和分析、

势论及数学物理等学科提供了分析工具。 
在 Clifford 分析领域，Plemelj 公式经历了从实代数到复代数、从连续到离散的研究过程。20 世纪 80

年代，Brackx，Delanghe 和 Sommen [1]首先建立了实 Clifford 代数中正则函数的理论框架；Ryan[2]利用

平面波分解技术将 Plemelj 公式推广到复 Clifford 分析；杜金元和张忠祥[3]给出了 Clifford 代数中 Cauchy
积分公式及其应用；Kraußhar 和 Ryan [4]讨论了奇异柯西积分及对应的 Plemelj 投影算子；边小丽、Eriksson
等[5]讨论了实 Clifford 分析中双超正则函数的 Cauchy 积分公式和 Plemelj 公式；近年来，Gürlebeck 和张

忠祥[6]研究了 Clifford 分析中若干正则函数的 Riemann 边值问题；罗纬宇和杜金元[7]给出了广义 Cauchy
定理及其在正则函数边值问题中的应用，实现了 Plemelj 公式的推广；乔玉英、杨贺菊、李尊凤等[8] [9]
探讨了复 Clifford 分析中 Cauchy-Pompeiu 积分公式、Plemelj 公式及边值问题。 

在非结合的八元数分析领域，积分理论和 Plemelj 公式有丰富的成果。李兴民和彭立中[10]在实八元

数空间上建立 Cauchy 积分公式；随后，李兴民、彭立中和钱涛[11]将 Cauchy 积分公式推广至 Lipschitz
曲面上，并建立八元数中的 Plemelj 公式；王海燕和任广斌[12]系统地建立了多变量八元数分析的 Bochner-
Martinelli 积分理论；王海燕和边小丽[13]探讨了八元数分析中 Dirac 算子的右逆算子问题，完善了算子理

论。龚定东[14]研究八元数闭逐块光滑流形上的奇异积分主值，得到相应的 Plemelj 公式，完善了边界值

理论。随后，任广斌及金铭[15]将切片分析推广至八元数背景下，建立了全局 Plemelj 跳跃公式。近年来，

任广斌教授及其团队[16]-[18]研究了八元数分析中的希尔伯特空间，Hahn-Banach 定理以及 Paley-Wiener
定理，进一步丰富了八元数的研究内容。同时，复八元数在物理领域也展现出应用潜力，翁梓华在文献

[19] [20]将复八元数应用于力学中的角动量与力矩分析，且将电磁学和万有引力理论中的主要方程推广到

了复八元数的弯曲空间。 
在前期建立复八元数 Cauchy-Pompeiu 积分公式的基础上，本文首先建立了复八元数空间中类似于

Hile 引理的一种核的不等式，其次基于复正则函数的积分表示研究了 Plemelj 公式。复八元数 Plemelj 公
式不仅完善了非结合解析理论体系，也为进一步研究复八元数背景下 Riemann 边值问题及奇异积分方程

提供了数学工具和理论基础。 

2. 预备知识 

2.1. 实八元数 

八元数是由基 21 7, , ,e e e 生成的非交换非结合的 − 可除代数，且这组基满足 

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2026.164088
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


吕嘉珍 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.164088 27 理论数学 
 

2 , , 1,2, ,7i j j i ije e e e i jδ+ = − = 

. 

八元数基之间的乘法规则如下(见表 1)。 
 
Table 1. Multiplication table of the standard basis 
表 1. 标准基乘法表 

1 1e  
2e  

3e  
4e  

5e  
6e  

7e  

1e  −1 3e  
2e−  

5e  
4e−  

7e−  
6e  

2e  
3e−  −1 1e  

6e  
7e  

4e−  
5e−  

3e  
2e  

1e−  −1 7e  
6e−  

5e  
4e−  

4e  
5e−  

6e−  
7e−  −1 1e  

2e  
3e  

5e  
4e  

7e−  
6e  

1e−  −1 3e−  
2e  

6e  
7e  

4e  
5e−  

2e−  
3e  −1 1e−  

7e  
6e−  

5e  
4e  

3e−  
2e−  

1e  −1 

 
由表 1 可知，八元数既不满足交换律也不满足结合律。故对任意 , , 1,2, ,7,i j k i j= ≠

，有 

i j j ie e e e≠ ， 

一般情况下，对任意 , , 1,2, ,7,i j k i j k= ≠ ≠

， ( ) ( )i j k i j ke e e e e e= 是不成立的。除了 

{ }{ , , } {1,2,3},{1, 4,5}{1,6,7}{2, 4,5}{2,5,7}{3,4,7}{3,5,6}i j k ∈ ， ， ， ， ，  

所以，为了结合顺序的改变，引入八元数的结合子 

[ ] ( ) ( ), ,x y z xy z x yz= − . 

结合子满足完全反对称性，即 [ ] [ ] [ ], , , , , ,x y z y x z y z x= − = 。虽然这个结合子一般情况下不为 0，但它满足

较弱的结合性，即 

[ ] [ ], , , , 0x x y x x y= = . 

八元数的基的共轭满足 

0 0 ,

, 1, ,7,

, , 1,2, ,7, .
i i

i j j i

e e

e e i

e e e e i j i j

 =
 = − =
 = = ≠





 

2.2. 复八元数 

任意复八元数 ( )z∈  可以表示为 0 1 1 2 2 7 7 , .iz z z e z e z e z= + + + + ∈ 

复八元数 z 的模定义为 

1 1
72 22

0

7

0
.i i

ii
iz zz z

= =

   = =   
   

∑∑  
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由实八元数模的性质以及复八元数模的性质得，对于任意 ( ), ,a b c∈  ，复八元数的模满足 

ab a b≤ , a b a b+ ≤ + , ( )a bc a b c≤ . 

接下来，对任意 ( )( )1 ,f C∈ Ω  ，我们引入复左 Dirac 算子及共轭： 

7 7

0 0
, .zz i i

i ii i

f fD f e D f e
z z= =

∂ ∂
= =

∂ ∂∑ ∑  

定义 2.1 设 8Ω⊂  为非空连通开集，且 ( )( )1 ,f C∈ Ω  是全纯函数。若对任意 z∈Ω，都有 

( ) ( )( )0 0 ,z zD f z f z D= =  

则称 ( )f z 为复左(右)正则函数。 
首先，给出复八元数的面积微元，其形式如下 

( )  

7

1 0 1 1 1 7 0 1 7
0

ˆ ˆd 1 d , d d d d d d d d dk
z k k k k k

k
e z z z z z z z z z zσ − +

=

= − = ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧∑   

; 

( )
7 8

2 0 1 7 0 1 1 1 7
0

ˆ ˆd 1 d d d d d d d d d, d .k
z k k k k k

k
e z z z z z z z z z zσ +

− +
=

= − = ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧∑   

 

设 ( )ξn 为ξ 处的单位外法向量，则 

( )1 2d d d dSξ ξ ξ ξσ σ σ ξ= + = n ; 2d d d , 0nS C Cξ ξσ ρ ρ= ≤ > . 

定理 2.2 设 8Ω⊂  为有界域， ∂Ω为分片光滑曲面， ( )( ) ( )( )1, , ,f g C C∈ Ω ∩ Ω   ，则对任意

z∈Ω，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

7

1
0

7

2
0

d , , d d ;

d , , d d .

k

k

z z z z k
k

z z z z k
k

f z g z f D g fD g f e g z z

f z g z f D g fD g f e g z z

σ

σ

∂Ω Ω
=

∂Ω Ω
=

  = + − ∂ ∧   
  = + − ∂ ∧   

∑∫ ∫

∑∫ ∫
 

定理 2.3 对任意 8 ,,  z zξ ξ∈ ≠ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )* * * *
1 2 1 20; 0.z D z D D z D zξ ξξ ξω ξ ω ξ ω ξ ω ξ− + − = − + − =  

其中 

( )
( )

( )
( )

( )

( )
7 7

* *0 0
1 28 16 8 16

16 16

 
1 1, .

| |2 2

k k k k k k
k k

z e z e
z z

zi i z

ξ ξ
ω ξ ω ξ

ξω ω ξ
= =

− −
− = − =

− −

∑ ∑  

证明：我们来证明第一个式子。由 ( )*
1 zω ξ − 和 ( )*

2 zω ξ − 定义得 

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

* *7 7 7
1 2

8 16
0 0 016

7 7

8 16
0 016

 1
2

1 .
2

k k k
j j

j j kj j j

k k k
j

j k j

z ez z
e e

i z

z e
e

i z

ξω ξ ω ξ
ξ ξ ξω ξ

ξ
ξω ξ

= = =

= =

   −∂ − ∂ − ∂  + =    ∂ ∂ ∂ −   
 −∂  +
 ∂ − 

∑ ∑∑

∑∑
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接下来计算偏导数，有 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

16 16 18

16 16 18

8 
,

8
.

k k j jjkk k k
j k j

j

k k j jjkk k k
j k j

j

z zz e
e e e

z z z

z zz e
e e e

z z z

ξ ξδξ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξδξ
ξ ξ ξ ξ

   − −−∂    = −
 ∂  − − −   

   − −−∂    = −
   ∂ − − −   

 

将上述两项相加并且对 ,j k 求和，分为以下两种情况 
当 j k= 时，有 

( ) ( )7

16 16
, 0

216 147

32
0

 

8
2 0.

k k k k k k
j j

j k j j
j k

k k

k

z e z e
e e

z z

z z z
z

ξ ξ
ξ ξξ ξ

ξ ξ ξ

ξ

=
=

=

    − −∂ ∂    +
   ∂ ∂ − −    

− − − −
= =

−

∑

∑

 

当 j k≠ 时，由于该求和中 ,j k 对称，且基向量满足 0k j j ke e ee j k+ = ≠， ，故原式为 0。 

定理 2.4 设 8Ω⊂  为有界域，∂Ω为分片光滑曲面， ( )( ) ( )( )1 , ,f C C∈ Ω ∩ Ω   ，且 f 是复左正

则函数，则对任意 z∈Ω，有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* *
1 1 2 2d d .f z z f z fξ ξω ξ σ ξ ω ξ σ ξ

∂Ω
= − + −∫                 (2.1) 

证明：作以 z 为球心， 0δ > 为半径的小球 ( ),B z δ ，也简记为 Bδ 。由定理 2.2 以及复八元数的弱结合

性可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

* *
1 1 2 2

7
* * *
1 2 1

0

7
* * *
1 2 2

0

* * * *
1 2 1 2

d d

, , d d

, , d d

k

k

B

z kB
k

z k
k

z f z f

z D z D f z e f

z D f z D f z e f

z D z D f z D f z D f

δ

δ

ξ ξ

ξξ

ξξ

ξ ξξ ξ

ω ξ σ ξ ω ξ σ ξ

ω ξ ω ξ ξ ω ξ ξ ξ ξ

ω ξ ξ ω ξ ξ ω ξ ξ ξ ξ

ω ξ ω ξ ξ ω ξ ξ ω ξ

∂Ω−∂

Ω−
=

=

− + −

    = − + − − ∂ − ∧    
  + − + − − ∂ − ∧   

 = − + − + − + − 

∫

∑∫

∑

( )( ){ }.Bδ
ξ

Ω−∫

 

由复八元数的弱结合性有结合子项计算为 0，其次根据定理 2.3，核函数满足 * *
1 2 0D D zξξω ω ξ+ = ≠， 。

又由于 f 是复左正则函数，所以满足 

( ) ( )0, 0.D f D fξξ ξ ξ= =  

所以上述右端积分结果为 0，因而有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

* *
1 1 2 2

* *
1 1 2 20

d d

lim d d .
B

z f z f

z f z f
δ

ξ ξ

ξ ξδ

ω ξ σ ξ ω ξ σ ξ

ω ξ σ ξ ω ξ σ ξ
∂Ω

∂→

− + −

= − + −

∫
∫

 

接下来，将上述右边积分中 ( )f ξ 拆分为 ( )f z 和 ( ) ( )f f zξ − 的和。当 0δ → ，由于 ( )( )1 ,f C∈ Ω  ，

则存在常数 0M > ，使得 ( ) ( )f f z M zξ ξ− < − ，因此有 

( ) ( )( )* 14
2 2 1 2160

d d .
B

f f z M M
δ

δ
ξ

ρω σ ξ ρ ρ ρ δ
ρ∂

 − ≤ ⋅ ⋅ ≤ ∫ ∫  
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由定理 2.2、八元数的弱结合性、 f 的复左正则性得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

* *
1 1 2 2

7 7

1 28 16
0 016

7

8 16
016

8 1616
8 16

16

d d

1 1  d d
2

1 1 d d d d
2

1 1 16 2 .
162

B B

k k k k k kB B
k k

B B
k

z f z z f z

z e f z z e f z
i

f z f z
i

f z i f z
i

δ δ

δ δ

δ δ

ξ ξ

ξ ξ

ω ξ σ ω ξ σ

ξ σ ξ σ
δω

ξ ξ ξ ξ
δω

ω δ
δω

∂ ∂

∂ ∂
= =

=

− + −

 = ⋅ − + −  

 = ⋅ ∧ + ∧  

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

∑ ∫ ∫
 

推论 2.5 设 8Ω⊂  为有界域， ∂Ω是分片光滑曲面，则有 

( ) ( )* *
1 1 2 2 8

1,
d

\ .

,
d

0,

z
z z

zξ ξω ξ σ ω ξ σ
∂Ω

∈Ω− + − =
Ω


∈

∫


 

3. Plemelj 公式 

设 8Ω⊂  为有界域，其边界 ∂Ω为分片光滑曲面。对于 ∂Ω上的可积函数 f ，我们引入 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* *
1 1 2 2d d .f z z f z fξ ξω ξ σ ξ ω ξ σ ξ

∂Ω
Φ = − + −∫                  (3.1) 

当点 z∈∂Ω时，上述积分往往有奇异性。为了刻画边界行为，我们考虑该奇异积分的 Cauchy 主值。

具体而言，以 z∈∂Ω为球心， 0δ > 为半径作小球 ( ),B z δ ，则边界 ∂Ω被 ( ),B z δ 分成两个部分，将位于边

界 ∂Ω上且在开球 ( ),B z δ 内部的部分记为 δλ ，即 ( ),B zδλ δ= ∂Ω∩ 。若如下积分极限存在，将其记为

( )zΦ ，即 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* *
1 1 2 2\0

lim d d .z z f z f
δ

ξ ξλδ
ω ξ σ ξ ω ξ σ ξ

∂Ω→
Φ = − + −∫  

则称此极限值 ( )zΦ 为奇异积分 ( )f zΦ 的主值，并记为 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* *
1 1 2 2P.V. d d .fz z z f z fξ ξω ξ σ ξ ω ξ σ ξ

∂Ω
Φ = Φ = − + −∫  

由于涉及到对边界曲面的分割，对于 z∈∂Ω，我们定义 z∈∂Ω在点 z 的切锥的立体角为 

( ) ( ){ }
( ){ }0

vol ,
lim

vol ,
B z

z
B zδ

δ
τ

δ→

∂ ∩Ω
=

∂
. 

特别地，若边界 ∂Ω是光滑的，则 ( ) 1
2

zτ = 。 

在考虑上述奇异积分的 Cauchy 主值时，一般需要函数 f 为 ∂Ω上的 Hölder 连续函数，即函数

( ):f ∂Ω→  满足对任意 ,z ξ ∈∂Ω，存在常数 0M > 和 0 1α< < ，使得 

( ) ( )f z f M z αξ ξ− ≤ − . 

引理 3.1 设 0, 0z ξ≠ ≠ ，且 z ξ≠ ，对于任意 0 7i≤ ≤ ，有 

( ) ( )15 15
15 15

16 16 15 16 16 16 15 16

, ,
.i i i i

z P z z z P zz z
z z z z

ξ ξ ξ ξ ξξ ξ

ξ ξ ξ ξ

   − + − +   − ≤ − ≤，  

其中 ( )
15 15

15
0

, k

k

kP z zξ ξ−

=

= ∑ 。 
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证明：我们来证明第一个式子是成立的。 

首先
16 16 16 16 16 16

16 16 16 16 2 2
i i i i i ii i

m m

z z z z z z z zz
z z z

ξ ξ ξ ξξ
ξ ξ ξ+ +

− +
−

−
− = = ， 

( )

( )( )

16 16 16

16 16 16 16

15 14 15 15

16 16

15
15

15 16

,
.

i i ii i
z z z zz

z z

z z z z z z

z

z P z z

z

ξ ξξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ

ξ ξ

ξ

− ≤

− + + + + −
≤

− +
≤

− + −

  

定理 3.2 设 8Ω⊂  为有界域， ∂Ω是分片光滑曲面， ( )( ),f Cα∈ ∂Ω  ，则对任意 z∈∂Ω，有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )* *
1 1 2 2P.V. d d .f z z f f z z f f z z f zξ ξω ξ σ ξ ω ξ σ ξ τ

∂Ω
Φ = − − − −+ +∫  

证明：作以 z 为球心， 0δ > 为半径的小球 ( ),B z δ ，则 ∂Ω被 ( ),B z δ 划分成两个部分。将位于边界 ∂Ω

上且在开球 ( ),B z δ 内部的部分记作 δλ ，即 ( ),B zδλ δ= ∂Ω∩ ，所以 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

* *
1 1 2 20

* *
1 1 2 2\ \0 0

* *
1 1 2 2\0

1 2 3

P.V. lim d d

lim d lim d

lim d d

.

f z

f f z f f z

f

z f z f

z z

z

I I

zz f z

I

δ

δ δδ

δ

ξ ξλδ

ξ ξλ λδ δ

ξ ξλδ

ξω σ ξ ω σ

ω σ ξ ω σ ξ

ω σ ω σ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

∂Ω→

∂Ω ∂Ω→ →

∂Ω→

= − + −

= − + −

Φ

− −

= +

+ −

+

+ −

∫

∫ ∫
∫



 

对于 1I ，我们有 

( ) ( ) ( )( )( )

( )

( )
( ) ( )( )( )

( )

*
1 1 1\

7

0

1

18 16\
16

5

11

14

6\

1

d

d

d

d

d

 
1
2

.

L

k k k
k

L

I z f f z

z e
f f z

i z

z
M z

z

M z M L

M z z z

δ

δ

δ

ξλ

ξ

α

δ

λ

α
ξλ

α α α
δ

ω ξ σ ξ

ξ
σ ξ

ω ξ

ξ
σ ξ

ξ

ξ ξ ρ

ρ δ

ξ

ξ

∂Ω

=
∂Ω

∂

−

−

Ω

≤ − ⋅

= − −

−
= −

−

−
≤ −

−

≤ −

− ⋅

= −

−

∫

∑

∫

∫

∫

∫

 

所以积分 1I 收敛，则有 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )* *
1 1 1 1\0

li .m d dz f f z z f f z
δ

ξ ξλδ
ξ ξω σ ξ ω σ ξ

∂Ω→ ∂Ω
− = −− −∫∫  

同理对积分 2I ，有 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )* *
2 2 2 2\0

li .m d dz f f z z f f z
δ

ξ ξλδ
ξ ξω σ ξ ω σ ξ

∂Ω→ ∂Ω
− = −− −∫∫  

对于 3I ，定义 8 \z∈ ∂Ω ，由 Cauchy 积分公式即定理 2.4 得 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* *
1 1 2 2( \ )

d d .
outD

f z z f z f
δ

ξ ξλ
ω ξ σ ξ ω ξ σ ξ

∂Ω ∪
= − + −∫  

在 8 \z∈ ∂Ω 上，由 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* *
1 1 2 2

* *
1 1 2

* *
1 1 2 2

2

d d

d +

,

d

,d ,d ,

out

out

out

D

D

D

z f z f

z z f

z f z f

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ω ξ σ ξ ω ξ σ ξ

ω ξ σ ω ξ σ ξ

ω ξ σ ξ ω ξ σ ξ

− + −

= − −

+ −   + −   

∫

∫

∫

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )15* * * *
1 1 2 1 1 22 2d d ,d ,d d+ + , ,z z z f z f z S fξ ξ ξ ξ ξω ξ σ ω ξ σ ω ξ σ ξ ω ξ σ ξ ξ ξ−      − − − + − = − ，

得 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )* *
1 1 2 2 150 0

16

lim d d li d1m 1 .
out outD D

f f S f z f z
z

ξ ξ ξδ δ
ω σ ξ ω σ ξ ξ τ

ω ξ→ →
+ = = −

−∫ ∫  

从而有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

* *
1 1 2 2\0

* * * *
1 1 2 2 1 1 2 2( \ )

lim d d

d d d d

1 .
out outD D

z f z f

f f f f

f z z f z z f z

δ

δ

ξ ξλδ

ξ ξ ξ ξλ

ω ξ σ ξ ω ξ σ ξ

ω σ ξ ω σ ξ ω σ ξ ω σ ξ ξ

τ τ

∂Ω→

∂Ω ∪

− + −

= + − +

= − − =

∫
∫ ∫  

综上所述，有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

* *
1 1 2 2

* *
1 1 2 2\0

* *
1 1 2 2

d d

lim d d

d d .

z f z f

z f z f

z f f z z f f z z f z
δ

ξ ξ

ξ ξλδ

ξ ξ

ω ξ σ ξ ω ξ σ ξ

ω ξ σ ξ ω ξ σ ξ

ω ξ σ ξ ω ξ σ ξ τ

∂Ω

∂Ω→

∂Ω

− + −

= − + −

= − − + +− −

∫
∫

∫

 

为了继续刻画 ( )f zΦ 的极限行为，对于任意 z′∈∂Ω和 8 \z∈ ∂Ω ，可以将积分式写为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* *
1 1 2 2d df z z f zz f zzξ ξω σ ωξ σξ

∂Ω
′ ′Φ +− −= Ψ + ∫ . 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )* *
1 1 2 2d dz z f f z z f f zξ ξω ξ σ ξ ω ξ σ ξ

∂Ω
+′ ′Ψ = − − − −∫ 。 

引理 3.3 设 8Ω⊂  为有界域， ∂Ω是分片光滑曲面，对于任意 z′∈∂Ω，若 z 沿任意非切平面方向从

Ω (或 −Ω )趋于 z′，则存在 0δ > 和 2M ≥ ，使得当 z z δ′− ≤ 时，对任意ξ ∈∂Ω，有 

, 1
z z z

M M
z z

ξ
ξ ξ

′ ′− −
≤ ≤ +

− −
. 

定理 3.4 设 8Ω⊂  为有界域， ∂Ω是分片光滑曲面， ( )( ),f Cα∈ ∂Ω  ，则对任意 z′∈∂Ω，有 

( ) ( )
8 \

lim .
z z

z

z z
∂

→
Ω
′

∈

′Ψ = Ψ


 

证明：假设 z z′→ 不沿 z′处切平面的方向，即 z′处 ∂Ω的切平面与 z z′→ 方向的夹角大于 2β ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

* *
1 1 2 2

* *
1 1 2 2

d d

d d .

z z

z z

z z f f z f f z

f f z f f z

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ω σ ξ ω σ ξ

ω σ ξ ω σ ξ
∂Ω

∂Ω

− +′ ′ ′Ψ −Ψ = − −

′ ′− − + −

−

′ ′− −

∫
∫

 

作以 z′为球心， 0δ > 为半径的球 ( ),B z δ′ ，此时球 ( ),B z δ′ 将边界 ∂Ω分成两个部分，位于 ∂Ω上且

包含在球内部的部分记为 δλ ，上其余部分记为 \ δλ∂Ω 。由 1 2d d dSξ ξ ξσ σ= = 得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )* * * *
1 18 2 2

16

1 + d .
2

z z zz z S f z
i

z fξω ω ω ω ξ
ω

ξ ξ ξ ξ
∂Ω

′ ′Ψ − ′ ′ ′≤ − − −Ψ − − −−∫  

再由 * *
1 2,ω ω 的表达式及 ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k kz z z zξ ξ ξ ξ=′ ′− − − − − − 得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

16 16

16 16 16 16\

d

d d

k k k k

k k k k k k k k

z z
z z f f z S

z z

z z z z
z S z S

z z z zδ δ

ξ

α α
ξ ξλ λ

ξ ξ
ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

∂Ω

∂Ω

′− −
′ ′Ψ −Ψ − −

′− −

′ ′− − − −
′ ′− − + − −

′ ′− − − −

∫

∫ ∫





 

对于第一项 1I ，由定理 3.1，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )15
15

16 16 16 15

15 15 15

0
16 15

,

.

k k k k

k k

k

z z P z z zz z
z z z z

z z z z z

z z

ξ ξ ξ ξ ξξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ

−

=

′ ′ ′− − − − − + −′− −
− ≤

′ ′− − − −

 ′ ′ ′− − − + − 
 =

′− −

∑
 

由定理 3.3，有
15 15 15 15

0

k k

k
z z z zξ ξ ξ ξ−

=

′ ′− − + − −∑  ，进而有估计 

15

1 15 15

14
150

dS
| | | |

.

z z z
I z

z z z

d

δ

α
ξλ

αδ

α

ξ
ξ

ξ ξ ξ

ρ ρ ρ
ρ

δ

′− −
′−

′− − −

⋅

∫

∫







 

对于第二项 2I ，当 ( ),z B z δ′∈ ， ( ),2B zξ δ′∉ 且 \ δξ λ∈∂Ω 时，有 , 2z z zδ ξ δ′ ′− ≤ − ≥ 。故 

1 ,
2

z z z z z zξ ξ′ ′ ′− ≤ − − ≥ − , 

所以有 

2z z z z zξ ξ ξ′ ′− ≤ − + − = − , \ δξ λ∀ ∈∂Ω . 

因而 
15

2 15 15 16\ \

14 1
16

dS dS
| |

d .
L

z z z z
I z z z

z zz zδ δ

α
α

ξ ξλ λ

α
α α

δ

ξ ξ
ξ

ξ ξξ ξ

ρδ ρ ρ δ δ δ
ρ

∂Ω ∂Ω

−

′ ′− − −
′ ′− −

′− −′− −

⋅ ⋅ ⋅ =

∫ ∫

∫

 

 

 

综上所述， ( ) ( ) 1 2z z I I αδ′Ψ −Ψ ≤ +  。 

定理 3.5 设 8Ω⊂  为有界域， ∂Ω是分片光滑曲面， ( )( ),f Cα∈ ∂Ω  ，则对任意 z′∈∂Ω，有 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

,

2 . . 1 2 .
f f

f f f

z z f z

z z PV z z f zτ

+ −

+ −

′ ′ ′Φ −Φ =

′ ′ ′ ′ ′Φ +



Φ = Φ + −




                  (3.2) 

注 对 ( ), zξ ∈  ， ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 7 7 7 0 0 0 7 7 7,z x iy e x iy e x iy e x iy eξ ′ ′ ′ ′= + + + + = + + + + 

，当复八元数变为

实八元数时，有 0 0 7 7 0 0 7 7,z x x e x e x x e x eξ ′ ′ ′= = + + = = + + 

，则核函数 
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( ) ( )1 2 8
8

1 .x xw x x w x x
w x x

∗ ∗ ′ −′ ′− = − =
′ −

 

定理 2.4 中 Cauchy 积分公式(2.1)式 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* *
1 1 2 2d .f z z f z d fξ ξω ξ σ ξ ω ξ σ ξ

∂Ω
= − + −∫  

变为 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

*
1 1 2

*
1 1 2

*
1

( ) d ( ) d

d

d .x

x x

x

f x f x f x

d fx

x

x

xx f

ξ ξ

ξ ξ

ω σ σ

ω σ σ

ω σ

∂Ω

∂Ω

′∂Ω

′ ′′ −

′ − +

′ −

 = + 

 ′=  
′=

∫
∫
∫

 

对公式(3.1)采用同样的方法，得到 ( ) ( ) ( )( )*
1 df xx x x f xω σ ′∂Ω

′Φ = − ′∫ 。 

则定理 3.5 中 Plemelj 公式(3.2)式变为 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

,

2 . . 1 2 .
f f

f f f

x x f x

x x PV x x f xτ

+ −

+ −

′ ′ ′Φ −Φ =

′ ′ ′ ′ ′Φ +



Φ = Φ + −




 

基金项目 

本研究得到国家自然科学基金(批准号：12101453)的支持。 

参考文献 
[1] Brackx, F., Delanghe, R. and Sommen, F. (1982) Clifford Analysis. Pitman Advanced Publishing Program.  
[2] Ryan, J. (1992) Plemelj Formulae and Transformations Associated to Plane Wave Decompositions in Complex Clifford 

Analysis. Proceedings of the London Mathematical Society, 3, 70-94. https://doi.org/10.1112/plms/s3-64.1.70  
[3] Du, J. and Zhang, Z. (2002) A Cauchy’s Integral Formula for Functions with Values in a Universal Clifford Algebra and 

Its Applications. Complex Variables, Theory and Application: An International Journal, 47, 915-928.  
https://doi.org/10.1080/02781070290034638  

[4] Kraußhar, R.S. and Ryan, J. (2005) Clifford and Harmonic Analysis on Cylinders and Tori. Revista Matemática 
Iberoamericana, 21, 87-110. https://doi.org/10.4171/rmi/416  

[5] Bian, X., Eriksson, S., Li, J. and Qiao, Y. (2009) Cauchy Integral Formula and Plemelj Formula of Bihypermonogenic 
Functions in Real Clifford Analysis. Complex Variables and Elliptic Equations, 54, 957-976.  
https://doi.org/10.1080/17476930903197207  

[6] Gürlebeck, K. and Zhang, Z. (2010) Some Riemann Boundary Value Problems in Clifford Analysis. Mathematical Meth-
ods in the Applied Sciences, 33, 287-302. https://doi.org/10.1002/mma.1168  

[7] Luo, W. and Du, J. (2017) Generalized Cauchy Theorem in Clifford Analysis and Boundary Value Problems for Regular 
Functions. Advances in Applied Clifford Algebras, 27, 2531-2583. https://doi.org/10.1007/s00006-017-0790-2  

[8] Li, Z., Yang, H. and Qiao, Y. (2018) A New Cauchy Integral Formula in the Complex Clifford Analysis. Advances in 
Applied Clifford Algebras, 28, Article No. 75. https://doi.org/10.1007/s00006-018-0888-1  

[9] Cao, N., Li, Z., Yang, H. and Qiao, Y. (2024) Cauchy Type Integrals and a Boundary Value Problem in a Complex 
Clifford Analysis. Acta Mathematica Scientia, 44, 369-385. https://doi.org/10.1007/s10473-024-0120-4  

[10] Li, X. and Peng, L. (2002) The Cauchy Integral Formulas on the Octonions. Bulletin of the Belgian Mathematical Soci-
ety—Simon Stevin, 9, 47-64. https://doi.org/10.36045/bbms/1102715140  

[11] Li, X.M., Peng, L.Z. and Qian, T. (2008) Cauchy Integrals on Lipschitz Surfaces in Octonionic Space. Journal of Math-
ematical Analysis and Applications, 343, 763-777. https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2008.01.079  

[12] Wang, H. and Ren, G. (2014) Octonion Analysis of Several Variables. Communications in Mathematics and Statistics, 
2, 163-185. https://doi.org/10.1007/s40304-014-0034-x  

[13] Wang, H. and Bian, X. (2017) The Right Inverse of Dirac Operator in Octonionic Space. Journal of Geometry and 
Physics, 119, 139-145. https://doi.org/10.1016/j.geomphys.2017.04.013  

[14] 龚定东. 八元数闭逐块光滑流形上的奇异积分[J]. 厦门大学学报(自然科学版), 2019, 58(6): 878-881. 
[15] Jin, M. and Ren, G. (2021) Global Plemelj Formula of Slice Dirac Operator in Octonions with Complex Spine. Complex 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.164088
https://doi.org/10.1112/plms/s3-64.1.70
https://doi.org/10.1080/02781070290034638
https://doi.org/10.4171/rmi/416
https://doi.org/10.1080/17476930903197207
https://doi.org/10.1002/mma.1168
https://doi.org/10.1007/s00006-017-0790-2
https://doi.org/10.1007/s00006-018-0888-1
https://doi.org/10.1007/s10473-024-0120-4
https://doi.org/10.36045/bbms/1102715140
https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2008.01.079
https://doi.org/10.1007/s40304-014-0034-x
https://doi.org/10.1016/j.geomphys.2017.04.013


吕嘉珍 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.164088 35 理论数学 
 

Analysis and Operator Theory, 15, Article No. 33. https://doi.org/10.1007/s11785-020-01054-7  
[16] Huo, Q. and Ren, G. (2022) Structure of Octonionic Hilbert Spaces with Applications in the Parseval Equality and Cay-

ley-Dickson Algebras. Journal of Mathematical Physics, 63, Article 042101. https://doi.org/10.1063/5.0085132  
[17] Huo, Q. and Ren, G. (2025) Octonionic Hahn-Banach Theorem for Para-Linear Functionals. Bulletin of the London 

Mathematical Society, 57, 472-489. https://doi.org/10.1112/blms.13208  
[18] Li, Y. and Ren, G. (2024) Real Paley-Wiener Theorem for the Octonion Fourier Transform. Mathematical Methods in 

the Applied Sciences, 47, 7902-7917. https://doi.org/10.1002/mma.7513  
[19] Weng, Z.H. (2016) Forces in the Complex Octonion Curved Space. International Journal of Geometric Methods in 

Modern Physics, 13, Article 1650076. https://doi.org/10.1142/s0219887816500766  
[20] Weng, Z.H. (2014) Angular Momentum and Torque Described with the Complex Octonion. AIP Advances, 4, Article 

087103. https://doi.org/10.1063/1.4892165  
 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.164088
https://doi.org/10.1007/s11785-020-01054-7
https://doi.org/10.1063/5.0085132
https://doi.org/10.1112/blms.13208
https://doi.org/10.1002/mma.7513
https://doi.org/10.1142/s0219887816500766
https://doi.org/10.1063/1.4892165

	复八元数分析中的Plemelj公式
	摘  要
	关键词
	Plemelj Formula in Complex Octonionic Analysis
	Abstract
	Keywords
	1. 引言
	2. 预备知识
	2.1. 实八元数
	2.2. 复八元数

	3. Plemelj公式
	基金项目
	参考文献

