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摘  要 

(−2,3,2p+3)-pretzel纽结和(−2,3,2p)-pretzel链环为低维拓扑的理论研究提供了两类重要例子。例如，

(−2,3,7)-pretzel纽结与52结具有相同的双曲体积，(−2,3,8)-pretzel链环和Whitehead链环具有相同的双曲

体积等。本文主要利用Kauffman bracket skein理论计算了(−2,3,2p+3)-pretzel纽结和(−2,3,2p)-pretzel
链环的着色Jones多项式的显示公式，这些公式对于量子拓扑中AJ猜想、体积猜想等课题的研究发挥作用。 
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Abstract 
The (-2,3,2p+3)-pretzel knots and the (-2,3,2p)-pretzel links provide two important classes of ex-
amples for theoretical studies in low-dimensional topology. For instance, the (-2,3,7)-pretzel knot 
shares the same hyperbolic volume as the 5_2 knot, and the (-2,3,8)-pretzel link shares the same 
hyperbolic volume as the Whitehead link. In this paper, we employ the Kauffman bracket skein the-
ory to derive explicit formulas for the colored Jones polynomials of the (-2,3,2p+3)-pretzel knots 
and the (-2,3,2p)-pretzel links. These formulas are expected to contribute to research on topics in 
quantum topology, such as the AJ Conjecture and the Volume Conjecture. 
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1. 引言 

纽结理论面对的主要问题之一是如何区分不同的结。寻找易于计算并且区分能力强的同痕不变量在

纽结理论的研究中占据比较大的比重。多项式不变量是一类最常见纽结不变量，包括 Alexander 多项式、

Kauffman 多项式、Jones 多项式以及 HOMFLY-PT 多项式等。Jones 多项式于 1984 年被发现[1]，它在低

维拓扑中是一个令人惊喜的成果，刺激了许多新的发展，开辟了纽结理论与数学和理论物理的许多其他

分支之间新的联系[2]。Jones 多项式被发现后不久，许多纽结和三维流形的量子不变量的推广被发现。从

量子群的表示理论出发，能够定义相应的量子不变量[3]。特别地，从量子群 ( )2qU sl 出发，定义出着色

Jones 多项式。着色 Jones 多项式的计算涉及到复杂的代数和分析技术，研究者们已经开发了多种方法来

计算这些多项式，其中 Kauffman bracket skein 理论提供了一种直观的组合的算法来计算着色 Jones 多项

式[4] [5]。着色 Jones 多项式的性质及其与经典拓扑不变量的关系是研究的热点。例如 Melvin-Morton 猜

想[6]将着色 Jones 多项式与 Alexander 多项式联系起来；AJ 猜想[7]将有色 Jones 多项式与 A-多项式联系

起来；斜率猜想[8]则将纽结的着色 Jones 多项式对应的 Jones 斜率与纽结补空间中的边界斜率联系起来；

体积猜想[9] [10]表明着色 Jones 多项式和结补的双曲几何之间有很深的联系。 
本文的主要目标是利用经典 Kauffman bracket skein 理论从纽结图出发计算两类 Pretzel 链环的着色

Jones 多项式的显式表达式。论文大纲如下：第 2 节主要回顾着色 Jones 多项式与 Skein 理论；第 3 节推

导两类 Pretzel 链环着色 Jones 多项式的显式公式并利用数学软件计算其规范着色 Jones 多项式序列；第 4
节则是对本文研究内容的思考和后续研究内容的展望。 

2. 预备知识 

这一节简要回顾着色 Jones 多项式的定义以及 skein 理论。 

2.1. 着色 Jones 多项式 

我们回顾链环的着色 Jones 多项式，参考[4]。 
记 ( )1K S I× 为圆环 1S I× 的 Kauffman bracket skein 模。{ } 0i i

e
≥
为 ( )1K S I× 的一族 skein 元素，它由以

下递归方式定义 
0 11e e z= =，  

1 2i 2 i i ie ze e− −≥ = −时,  

其中 z 为 1S I× 的中心圆： 
 

. 
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给定一个具有 m个分支 1, , mK K 的链环以及 m个 skein 元素 ( )1

1, ,
mn ne e K S I∈ × 。设 D为的

链环图，则我们定义由
1
, ,

mn ne e 对 D进行的装饰，记为 ( )1
, ,

mn nD e e ，该装饰通过将每个分支图
iKD

用
ine 装饰而得到。 
定义 D的着色考夫曼括号： 

( )11 1 1, ,
, ,

mm n nn n
D D e e− −=



   

定义 1 对于有向结 K ，其有向图 KD ，第 n 个着色 Jones 多项式 ( );nJ K q 为： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 22 21 1 1; K Kw D w D

n n K n K nn q A q A
J K q D D eµ µ

− −

− −
− − −

= =
= =  

其中 ( ) ( ) ( ) [ ]2n 2 1 11 ,n n
nn A e K S I A A zµ + − = − ∈ × =  ，  。 

定义 2 对于具有 m个分支 1, , mK K 的有向链环，其链环图 D，的 ( )1 2, , , mn n n -着色 Jones 多
项式 ( )

1 2, , , ;
mn n nJ q…  定义为： 

( ) ( )
1 11

22

, , 1 , ,
1

; i
m i m

m w D
n n n n n

i q A

q DJ µ
−

−
… − …

= =

 
=  
 
∏ 

  

特殊地，假设链环的所有分支由相同的颜色着色，那么对于具有 m个分支 1, , mK K 的有向链环，

其链环图 D，的 n -着色 Jones 多项式 ( );nJ q 定义为： 

( ) ( )
1

22
1

1
; i

m w D
n n n

i q A

J q Dµ
−

−
−

= =

 
=  
 
∏ 

  

的规范化第 n 个着色 Jones 多项式定义为： 

( ) ( )
( )

;
;

   ;
n

n
n

J q
J

J
q

q
=




  

其中 

( ) ( )
2 21
1 1
2 2

   ; 1

n n

n
n

q
J q qq

q

−
−

−

−
= −

−
◯  

2.2. Skein 理论 

令 

( )
( ) ( )2 1 2 1

2 2 : 1
n n

n
n

A A
A A

+ − +

−

−
∆ = −

−
, 

n 次 Jones-Wenzl 幂等元记为 
 

, 
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它由如下方式递归定义： 
 

 

 
 

我们说自然数的三元组 ( ), ,a b c 是 admissible，如果： 
1) a b c+ + 是偶数； 
2) 三角不等式成立： a b c a b− ≤ ≤ + 。 
对于一个 admissible 三元组 ( ), ,a b c ，三价顶点由下式定义： 

 

 
 
其中 , ,i j k 是三价顶点 ( ), ,a b c 的内部着色，满足 ,i k a j k b+ = + = ， i j c+ = 。 

在三价图中，我们默认其每一条边都由 Jones-Wenzl 幂等元构成。关于三价图有如下定理成立， 
定理 1 [5] 如果自然数的三元组 ( ), ,a b c 是 admissible，则下式成立： 

 

 
 
其中 , ,a b c 为 Trihedron 系数，如果 ( ), ,a b c 是 admissible，设 , ,i j k 是三价顶点 ( ), ,a b c 的内部着色，那么 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
! ! ! 1 !

, , 1 ,
! ! !

i j k i j k i j k
a b c

i j j k i k
+ + + + +

= −
+ + +
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其中 , ,
2 2 2

b c a a c b a b ci j k+ − + − + −
= = = 。 

定理 2 [5] 
 

 
 
其中 ( ); ,c a bδ 为 Half-twist 系数，如果 ( ), ,a b c 是 admissible，设 , ,i j k 是三价顶点 ( ), ,a b c 的内部着色，那

么 

( ) ( ) ( )2δ ; , 1 ,k ij k i j kc a b A − + + += −  

其中 , ,
2 2 2

b c a a c b a b ci j k+ − + − + −
= = = 。 

除此之外，还有一个关键系数 Tetrahedron 系数， 
 

 
 

定理 3 [5] 设 , , , , ,a b c d e f 是使得 ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,a b c b d f c d e 和 ( ), ,a e f 是 admissible 的着色，那么 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
( ) [ ]

[ ]

3 4 min
1 1

3 4
max 1 1

Π Π ! 1 1 !
,

! ! ! ! ! ! Π !Π !

i

j

zT
i j i j

z S i i j j

T Sa b c z
d e f a b c d e f T z z S

= =

= = =

 − − + =
 − − 

∑  

其中 

( )1
1
2

T a b d e= + + + ( )2
1
2

T a c d f= + + + ( )3
1
2

T b c e f= + + +  

( )1
1
2

S a b c= + + ( )2
1
2

S c d e= + + ( )3
1
2

S a e f= + + ( )4
1
2

S b d f= + + . 

3. Pretzel 链环的着色 Jones 多项式 

3.1. (−2,3,2p+3)-pretzel纽结 

现在我们考虑有向的(−2,3,2p+3)-pretzel 纽结 K ，其有向图如图 1 所示。 
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Figure 1. The (−2,3,2p+3)-pretzel knot 
图 1. (−2,3,2p+3)-pretzel 纽结 

 
我们首先利用 Kauffman bracket skein 理论计算 1K aD

+
 (图 2)。 

 

 
Figure 2. Intermediate step diagram (M) 
图 2. 中间步骤图(M) 

 
应用定理 1，2，得， 

( ) ( ) ( )
1 2 3

2 32 3 31 2
1 2 31

1 2 3

, , , , , ,
, , , , , ,

p
K

c c
a

c

cc c
D a a c a a c a a c

a a c a a c a
M

a c
δ δ δ +−

+

   
=       
   
∑ ∑ ∑  

再应用定理 3 得， 

2
1 2 3

1 2 3, ,

c c c
a a a

M
c c c

=  

于是化简可得 
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( ) ( ) ( )
1 2 3

2
1 2 3

2 32 3 31 2
1 2 31

, , 1 2 3 1 2 3

, , , , , ,
, , , , , , , ,

p
K a

c c c

c c c
cc c a a a

D a a c a a c a a c
a a c a a c a a c c c c

δ δ δ +−

+
= ∑  

即， 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 2 3 32 3

1 2 3

3 2 31 1 2 4 2 2 4 2 3 2 3
2 22 2

1
, ,

1
pp a p a c c c c c p ca c c

K a
c c c

A RD
+

− + − + − − + + + + +− −

+
= − ×∑             (1) 

其中，由 admissible 条件可知，上述等式中求和号下 1 2 3, ,c c c 的取值为 0 到 2a 之间的偶数，以下类似。 
自然数 n 的量子整数规定如下： 

[ ]
2 2

1 1
2 2

n n

q qn
q q

−

−

−
=

−
. 

根据定义 1，我们得到(−2,3,2p+3)-pretzel 纽结规范化的着色 Jones 多项式。 

( )
( )( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

1
22

2 2 2 2
1 1 2 2 3 32 3

1
221 2 3

2 8
2

1
1

3 2 31 1 4 12 2 4 12 2 3 2 3
2 22 2

, ,

1
;

;

1

pa a a
K a

a
a

q A

pp a p a c c c c c p cc c

c c c q A

A D e
J K q

qJ

RA

−

−

− +
+

+
+

=

+
− + − + − − + + + + +− −

=

−
=

= −∑



         (2) 

其中 

[ ] ( ) [ ]
[ ]

2
1 2 3 1 3 2 2 3 1 2

min3

3 4
1 max1 2 3 1 1

1 ! ! ! ! !
1 1 !2 2 2 2 2

Π !Π !1 ! 1 !
2 2

i

j

i i
zi Ti

i z Si i i j j

c c c c c c c c c c cc a
z

R
c c c c T z z Sa

=

= = = =

  + − + − + −         + −             − +            =
 + +     − −  + + +      

∏ ∑  

公式(2)中，令 2i ic k= ，进一步化简得到 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ][ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]
[ ][ ] [ ]

( ) [ ]
[ ]

2
1 1 2 2 3 32 3

1 2 3

3 2 31 3 3 1 1 1
2 2

, , 0

2
1 2 3 1 3 2 2 3 13

1
1 2 3

2
min

3 4
max 1 1

;

1

2 1 1 ! ! ! ! !
Π

! 1 !

1 1 !
Π !Π !

i

j

n

pn p n p k k k k k kk k

k k k

i i ii
i

i

zT

z S i i j j

J K q

q

k n k k k k k k k k k k k
n n k k k k

z
T z z S

+− + − + + + − + − ++

=

=
=

= = =

= −

+ − − + − + − + −
×

+ + + +

 − +
 ×
  − −  

∑

∑

           (3) 

其中 

21 31T n k k= − + + 12 31T n k k= − + + 3 1 21T n k k= − + +  

1 1 2 3S k k k= + + 2 11S n k= − + 3 21S n k= − + 4 31S n k= − + . 

下面，我们看一个具体的例子。令 2p = ，我们考虑有向的(−2,3,7)-pretzel 纽结，其有向图 KD 如图 3
所示。 
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Figure 3. The (−2,3,7)-pretzel knot 
图 3. (−2,3,7)-pretzel 纽结 

 
将 2p = 代入公式(3)得到(−2,3,7)-pretzel 纽结规范化的着色 Jones 多项式为 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

[ ][ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]
[ ][ ] [ ]

( ) [ ]
[ ]

2
1 1 2 2 3 32 3

1 2 3

3 71 5 5 1 1 1
2 2

, , 0

2
1 2 3 1 3 2 2 3 13

1
1 2 3

2
min

3 4
max 1 1

;

1

2 1 1 ! ! ! ! !
Π

! 1 !

1 1 !
Π !Π !

i

j

n

n n k k k k k kk k

k k k

i i ii
i

i

zT

z S i i j j

J K q

q

k n k k k k k k k k k k k
n n k k k k

z
T z z S

− − + + − + − ++

=

=
=

= = =

= −

+ − − + − + − + −
×

+ + + +

 − +
 ×
  − −  

∑

∑

            (4) 

其中 

21 31T n k k= − + + 12 31T n k k= − + + 3 1 21T n k k= − + +  

1 1 2 3S k k k= + + 2 11S n k= − + 3 21S n k= − + 4 31S n k= − + . 

通过 maple，可以使用公式(4)显式计算序列 ( ),nJ K q ，代码参见[11]。 
这样计算得到的结果与[12]的结果一致，详见[11]。 

3.2. (−2,3,2p)-pretzel链环 

现在我们考虑有向的(−2,3,2p)-pretzel 链环 ℒ，其有向图 D如所示。 
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我们首先利用 Kauffman bracket skein 理论计算
1, 1a b

D
+ + 。 

与上面类似，应用定理 1~3 并且把 half-twist 系数，trihedron 系数和 tetrahedron 系数替换成量子整

数，可以得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3

2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 32

1 2 3

2
1 2 3

22 3 31 2
1 2 31, 1

, , 1 2 3 1 2 3

33 1 2 1 2 2 2 2 3 2
22

, ,

, , , , , ,
, , , , , , , ,

1

p

a b
c c c

p a p a p b p b c c c c pc pcb a c

c c c

c c c
cc c b a b

D a b c b b c a b c
a b c b b c a b c c c c

A G

δ δ δ−

+ +

− + − − + − + − − + + + +− −

=

= − ×

∑

∑

     (5) 

利用定义 2，我们得到(−2,3,2p)-pretzel 链环未规范化的着色 Jones 多项式 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1
22

2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 32

1
221 2 3

3
2

1, 1 1, 1

33 1 2 1 5 2 5 2 3 2
22

, ,

; 1

1

b b b
a b a b

q A

p a p a p b p b c c c c pc pca c

c c c q A

J

G

q A D

A

−

−

−
+

+ + + +
=

− + − − + − + − − + + + +− −

=

= −

= −∑



        (6) 

其中 

[ ][ ][ ]
2

31 2 1 2
1 2 3

31 2

3 3 1 2 3 1 3 21

21 1 1 ! ! ! ! !
2 2 2 2 2

21 ! 1 ! 1 !
2 2 2

! ! ! !
2 2 2 2

a b ca b c b c c a b cc c c
G

a b ca b c b c

c a b c b a c c c c c cc b a

+ −+ − − + −          + + +                    =
+ ++ + +     + + +         

+ − + − + − + −+ −      
            ×

( ) [ ]
[ ]

2 3 1

1 2 3

2
min

3 4
max 1 1

! !
2 2

1 !
2

1 1 !
Π !Π !

i

j

zT

z S i i j j

c c c

c c c

z
T z z S= = =

+ −   
      

+ + +  

 − +
 ×
  − −  
∑

 

特殊地，如果链环的每个分支有相同的颜色，公式(5)可以简化为 

( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 2 3 32

1 2 3

33 2 1 2 2 1 2 3 2
22

1
, ,

1
p a p a c c c c pc pcc

a
c c c

A HD
− + − + − − + + + +−

+
= − ×∑                  (7) 

从而，对应的(−2,3,2p)-pretzel 链环未规范的着色 Jones 多项式为 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2

1
22

2 2 2 2
1 1 2 2 3 32

1
221 2 3

3
2

1 1

33 2 4 2 2 4 2 3 2
22

, ,

;

           1 

1

    

a a a
a a

q A

p a p a c c c c pc pca c

c c c q A

J q D

A H

A
−

−

−
+

+ +
=

− + − + − − + + + +− −

=

=

×

−

−= ∑



             (8) 

其中 

[ ] ( ) [ ]
[ ]

2
1 2 3 1 3 2 2 3 1 2

min

3 4
max1 2 3 1 1

21 ! ! ! ! !
1 1 !2 2 2 2 2

2 Π !Π !1 ! 1 !
2 2

i

j

i i
zi T

z Si i i j j

a c c c c c c c c c c cc
z

a c c c z z S
H

c T= = =

−   + − + − + −         +             − +            
 + + +     − −  + +      

= ∑  

公式(8)中，令 2i ic k= ，进一步化简得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 2 2 3 32

1 2 3

2 2 31 1 1 11 3 2 2 2

, ,
; 1

p pn n k k k k pk kn k
n

k k k
J q q P

+ +− − + + − + − +− += ×−∑                    (9) 

于是我们得到(−2,3,2p)-pretzel 链环的规范化着色 Jones 多项式为 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 2 2 3 32

1 2 3

2 2 31 1 1 13 2 2 2

, ,

;
; 1

;

p pn n k k k k pk kn k
n

n k k k

q
J q q

J
P

qJ

+ +− − + + − + − +
= = − ×∑




                (10) 

其中 

[ ][ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

( ) [ ]
[ ]

22
min

3 1 2 3 1 3 2 2 3 1
1 3 4

max1 2 3 1 1

2 1 1 ! ! ! ! ! 1 1 !
! 1 ! Π !Π !

i

j

zT
i i i i
i

z Si i i j j

k n k k k k k k k k k k k z
P

n k k k k T z z S
=

=
= = =

 + − − + − + − + − − +
 =
 + + + +  − −  

∏ ∑  

21 31T n k k= − + + 12 31T n k k= − + + 3 1 21T n k k= − + +  

1 1 2 3S k k k= + + 2 11S n k= − + 3 21S n k= − + 4 31S n k= − + . 

下面，我们看一个具体的例子。 
对于 4p = ，由公式(10)得(−2,3,8)-pretzel 链环的规范化着色 Jones 多项式为 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

[ ][ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]
[ ][ ] [ ]

( ) [ ]
[ ]

2
1 1 2 2 3 32

1 2 3

31 3 3 1 1 4 13 2

, ,

2
3

1 2 3 1 3 2 2 3 1

1 1 2 3

2
min

3 4
max 1 1

;
;

   ;

1

2 1 1 ! ! ! ! !
! 1 !

1 1 !
Π !Π !

i

j

n
n

n

n n k k k k k kk

k k k

i
i i i

i i

zT

z S i i j j

q
J q

q

q

k n k k k k k k k k k k k
n n k k k k

z
T z z S

J
J

− − + + − + − +

=

=

= = =

=

= −

+ − − + − + − + −
×

+ + + +

 − +
 ×
  − −  

∑

∏

∑






      (11) 

其中 

1 2 3 2 1 3 3 1 21 1 1T n k k T n k k T n k k= − + + = − + + = − + +  

1 1 2 3 2 1 3 2 4 31 1 1 .S k k k S n k S n k S n k= + + = − + = − + = − +  

通过 maple，可以使用公式(11)显式计算序列 ( );nJ q ，详见[11]。 

4. 讨论与展望 

本文利用 Kauffman bracket skein 理论计算出(−2,3,2p+3)-pretzel 纽结和(−2,3,2p)-pretzel 链环的着色

Jones 多项式显式表达式，用这些公式做数值计算，可以验证相关猜想。在后续的研究中，计划参考[13]
中的理论和方法，根据这两类链环的着色 Jones 多项式进一步研究其 potential function，验证这两类链环

的体积猜想等课题。 
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