
Pure Mathematics 理论数学, 2026, 16(4), 10-17 
Published Online April 2026 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2026.164086  

文章引用: 梅霖, 施缘. 一类含 p3 阶正规子群的奇数阶群[J]. 理论数学, 2026, 16(4): 10-17.  
DOI: 10.12677/pm.2026.164086 

 
 

一类含p3阶正规子群的奇数阶群 

梅  霖，施  缘* 

云南师范大学数学学院，云南 昆明 
 
收稿日期：2026年2月28日；录用日期：2026年3月19日；发布日期：2026年3月27日 

 
 

 
摘  要 

通过研究p3阶群的自同构群的阶从而达到研究奇数阶有限群G含有一个p3阶正规子群N (其中p是G的最小

素因子)时所具有的性质，但此时由于群G阶的不确定性故其结构较难得出，故进一步考虑加上条件
3

pG p= 并如愿得出了G的结构。 
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Abstract 
We mainly study the properties of odd-order finite group G when it contains a p3 order normal sub-
group N (where p is the minimum prime factor of G) by studying the automorphism group of the p3 

order group, but at this time, due to the order of group G is uncertain, its structure is difficult to find, 
Therefore, further consideration is given to the addition of the condition 3

pG p=  and the struc-

ture of G is obtained. 
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1. 引言 

在群论中，给定一个群的某些性质，例如：群的阶数、含一个特殊正规子群、幂零性、可解性等等，

确定这些含某些性质的群的结构是一个核心问题。 np 阶群( p为素数)由于其独特的性质和丰富的结构，

一直以来是群论研究的重点对象。本文聚焦于 3p 阶群，通过运用群论基本概念和定理，如拉格朗日定理，

中心定理等，除此之外还运用了置换群的相关理论进行论证，深入剖析其可能的结构类型，揭示了这类

群独特的内部结构和相关特征，为进一步研究有限群提供了基础。 
在《有限群导引》的习题中我们知道当有限群G 含一个 p阶正规子群 N 时能得到 ( )N Z G≤ ，并且若

奇数阶群G 含一个 2p 阶正规子群可以得到 ( ): GG C N p≤  (其中都考虑 p是G 的最小素因子)。因此自然

而然想到： 
问题 1：当有限群G 含一个 3p 阶正规子群 N 时(其中 p是G 的最小素因子) G 有怎样的性质？ 
经过证明计算可以得出定理 3。1 的结论，但由于 G 的不确定性G 的结构还难以确定，故考虑加上

条件 3
pG p= ，故提出： 

问题 2：当有限群G 含一个 3p 阶正规 Sylow-子群 N 时(其中 p是G 的最小素因子) G 的结构如何？ 

2. 预备知识 

以下参考《有限群导引》[1]一书先列出本文证明的过程中需要用到的几个关键性定义以及 Bunside
定理、N/C 定理和 Bunside 基定理。 

定义 2.1 ([1])：设G 为初等交换 p -群，则G 有两个全不变子群 

( ) { } { }1 11 , 1p pA a A a a aΩ = ∈ = = = ∈  

它们分别是自同态 : pa aη 
的核和像集。 

定义 2.2 ([1])：设G 是有限群。若 1G ≠ ，令 ( )GΦ 为G 的所有极大子群的交，而若 1G = ，令 ( ) 1GΦ = 。

我们称 ( )GΦ 为G 的 Frattini 子群或G 的Φ子群。 
定理 2.1 ([1])：(Bunside 定理)设G 是有限群， ( )pP Syl G∈ 。若 ( ) ( )G GN P C P= ，则G 为 p -幂零群。 
定理 2.2 ([2])：(N/C 定理)设G 是一个群，H 是G 的子群， ( )GN H 是 H 在G 中的正规化子， ( )GC H

是 H 在G 中的中心化子，则 ( )GC H 是 ( )GN H 的正规子群，并且 ( ) ( )G GN H C H 同构于 ( )Aut H  ( H 的

自同构群)的一个子群。 
定理 2.3 ([1])：(Bunside 基定理)设G 是有限 p -群， ( ) dG G pΦ = ，则G 的每个最小生成系恰含 d 个

元素。并且每个 ( )/G GΦ 中的元素 x 都至少属于一个最小生成系。 
为了研究一个含 3p 阶正规子群的奇数阶群结构如何，除以上定义以及定理外，我们首先需要从 3p 阶

群入手，确定 3p 阶群的结构及其自同构群的阶。因此以下先考虑当 3p 阶群G 为交换群的情况并给出它

的结构及其自同构群的阶。 
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引理 2.1 ([3])：设G 群为 3p 阶有限群，其中 p为奇素数，则G 为以下类型之一： 
(i) 3p

G Z≅ ； 
(ii) 2 pp

G Z Z≅ × ； 
(iii) p p pG Z Z Z≅ × × ； 
(iv) 

2 1 1, 1,p p pG a b a b b ab a− += = = = ； 
(v) [ ] [ ] [ ], 1, , , , , 1p p pG a b a b c a b c a c b c= = = = = = = 。 
接下来需要确定 3p  阶群的自同构群的阶，下面先引出 3p 阶群G 为交换群的情形。 
引理 2.2 ([4])：设 3G p= (其中 p为奇素数)，且G 交换，则下列结论之一成立： 
(i) 3p

G Z≅ 时， ( ) ( )2 1Aut G p p= − ； 
(ii) 2 pp

G Z Z≅ × 时， ( ) ( )23 1Aut G p p= − ； 
(iii) p p pG Z Z Z≅ × × 时， ( ) ( ) ( )( )33 21 1 1Aut G p p p p p= − + + + 。 
接着我们给出 3p  阶群G 非交换时它的自同构群的阶并运用群论以及置换群[5]的知识给出证明。 
引理 2.3：设 3

pG p=  (其中 p为奇素数)且G 非交换，则下列结论之一成立： 
(i) 

2 1 1, 1,p p pG a b a b b ab a− += = = = 时， ( ) ( )3 1Aut G p p= − ； 
(ii) [ ] [ ] [ ], 1, , , , , 1p p pG a b a b c a b c a c b c= = = = = = =

 
时， 

( ) ( ) ( )23 1 1Aut G p p p= − + . 

证明： 
(i) ( )Aut Gσ∀ ∈ ，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 1, 1,p p pG a b a b b a b aσ σ σ σ σ σ σ σ− += = = =  

那么可设： 

:
i j

k l

a a b
b a b

σ








 

则 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 , , , 1a p b p a bο σ ο σ σ σ= = = ，从而可以得到 ( ) ( )2 2, 1, , 1i p k p= ≠ ， 
其中 20 , 1,0 , 1i k p j l p≤ ≤ − ≤ ≤ − 。 
接下来计算 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 pb a b aσ σ σ σ− += ，不妨记 1r p= + 。那么由 ( ) 2a pσ = 有： 

( ) ( )
( )

1( )

( )

( )(1 ) (1 )

( )(1 ) (1 )

( )(1 ) (1 )

(1 )

l

l j l

l j l

b k l i j k l

l i k j l l k l

j l j i k l j kr

j i k p k p

j i k p k p

j i k lp jp k lp

j i lp jp kjp

a a b a b a b

b a b b a b

b b a b a

b a a

b a
b a
b a

σσ

+

+

−

− − + −

− + − +

− + +

− + + +

− + + + +

+ + −

=

=

 =  
 =  

=

=

=

                            (1) 

下面利用归纳假设计算等式： 

( )
(2 )(1 )11 ( 1) 2

p pi p pjpi j p ja b b a
+ + + ++  +  =  

2k = 时有： 
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( ) ( )

( )

2

( )

2 ( 1)

2 ( 1)

(1 ) 1 (1 )2

2 (2 )(1 )

2 (2 3 )

j

j

j

j j

j j

i j j j i j i j

j i r i j

j i r i j

j j i r j

j i r r

i p pj

j i pj pj

j i pj

a b b b a b a b

b a a b

b a b

b b a b

b a

b a
b a
b a

−

⋅

⋅ +

− +

+

+ + +

+ +

+

=

=

=

 =  

=

=

=

=

 

假设 k p= 时结论成立，则由归纳假设有： 

( )
(1 )

2
p pi p pjpi j pja b b a

+ + 
 =  

考虑 1k p= + ，以下验证结论是成立的： 

( ) ( )
( )
( )

11

1

(1 )
2

(1 )1
2

(1 )1
( 1) 2

(1 )1
( 1) 2

(1 )1 (1 )
( 1) 2

( 1)

j

j

pp i j

pi j

pi j i j

p pi p pj
pj i j

p pi p pj
pj j

p pi p pj
p j j j

p pi p pj r
p j

p pi p pj p
p j

p

a a b

a b

a b a b

b a a b

b a b

b b a b

b a

b a

b

σ
++

+

+ + 
 

+ + + 
 

+ + + + −  

+ + + +  

+ + + + +  

+

=

=

=

=

=

 
=  

  

=

=

=
(2 )(1 )1

2

(1 )

p pi p pj
j

j i p pj

a
b a

+ + + + 
 

+ +=

 

即 1k p= + 时 

( )
(2 )(1 )11 ( 1) (1 )2

p pi p pjpi j p j j i p pja b b a b a
+ + + ++  + + + = =                          (2) 

成立。 
因此结合(1)、(2) 得： 

(1 ) (1 )j i lp jp kjp j i p pjb a b a+ + − + +=  
(1 ) (1 )i lp jp kjp i p pja a+ + − + +=  

( ) 1i lp p kjpa − − =  

( ) ( )21 modi lp p p− ≡  
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( ) ( )21 1 modp l p− ≡  

由 l 的取值范围有 1l = 。 
故 i 有 ( )2 2p p pϕ = − 种取法， j 有 p 种取法， k 有 p 种取法， l 有 1 种取法。 
因此由 , , ,i j k l 的取法可得 ( ) ( ) ( )2 31 1Aut G p p p p p p= − ⋅ ⋅ ⋅ = − 。 
(ii) 由G 是有限 p -群有 ( ) ( )1G G G′Φ =  ，且由 Bunside 基定理有 ( )G GΦ 是初等交换 p -群，又

( )1 1pG G= = ，故 ( ) ( ) ( ) ( ), ,G G G G G G a G b G′ ′Φ = Φ = = Φ Φ 。 

( )Aut Gσ∀ ∈ ，有一个自同构σ ： 

( )( ) ( ) ,g G g G g G
σ σΦ = Φ ∀ ∈  

令 :f σ σ→ 是 ( )Aut G 到 ( )( )Aut G GΦ 的映射，易验证 f 是一个同态映射，下证 f 是满射。 

( )( ) ( ) ( ),Aut G G Aut a G b Gσ∀ ∈ Φ = Φ Φ  

其中： 

( ) ( )
( ) ( )

:
a G a G

b G b G

σ

σ
σ

 Φ → Φ

Φ → Φ

 

有 ( ),a b Gσ σ ∉Φ ，即 , , ,a b a b a bσσ σ = = ，从而 ( )Aut Gσ ∈ 。因此 f 是满射，且由同态基本定理

有： 

( ) ( )( ) Aut G Ker f Aut G G≅ Φ  

令  K Ker f= ，接下来计算 K 。 
设{ }1 2,x x 是G 的任意一组最小生成系，令 ∆为所有 2 元有序子集 ( )1 1 2 2,x a x a  (其中 ( )1 2,a a G∈Φ )组

成的集合，则 2p∆ = 。令 K 作用在 ∆上，其中： 

( ) ( )( ) ( ){ },K Aut G g G g G g G
σ σσ= ∈ Φ = Φ ∀ ∈  

因为 K 将最小生成系变为最小生成系，故 

( ) ( )1 2 1 2, , ,i j k lx x a x a y x a x a∀ = = ∈∆， k K∃ ∈ 使得 kx y= ，故 K 作用在 ∆上传递，则有 :K Kα∆ = ，

其中 Kα 是将 ∆中某个最小生成系保持不变的G 的自同构。 
显然 1Kα = ，从而 2K p= ∆ = 。 
因此 ( ) ( )( ) ( ) ( )22 2 2 31 1 1Aut G p p p p p p p= − − = − + 。 

3. 主要定理及其证明 

首先本节内容回答了问题 1 以及问题 2，也是本文的主要结论及证明过程，内容如下： 
定理 3.1：设 p 是奇数阶群G 的最小素因子，若 N G ，且 3N p= ，则 ( ) 3: GG C N p≤ 或 N 为初等

交换 p -群时 ( ) ( )3 2: 1GG C N p p p≤ + + 。 
证明：由已知有 N G ，则可对 N 用 N C 定理有： 

( ) ( ) ( ) ( )G G GN N C N G C N Aut N=   

下面对 N 分情况讨论。 
首先考虑当 N 交换时，此时由引理 2.2 可得： 
Case 1： 3p

N Z≅ ，此时 ( ) ( )2 1Aut N p p= − ，则 ( ) ( ) ( )2: 1GG C N Aut N p p= − ，又 p 为最小素因
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子有 ( ) 2: GG C N p≤ 。 
Case 2： 2 pp

N Z Z≅ × ，此时 ( ) ( )23 1Aut N p p= − ，则 ( ) ( ) ( )2 23: 1GG C N Aut N p p= − ，又由 p 为

最小素因子有 ( ) 3: GG C N p≤ 。 
Case 3： p p pN Z Z Z≅ × × ，此时 ( ) ( ) ( )( )33 21 1 1Aut N p p p p p= − + + + ，则 

( ) ( ) ( ) ( )( )23 2: 1 1 1GG C N Aut N p p p p p= − + + +  

又由 p 为最小素因子有 ( ) ( )3 2: 1GG C N p p p≤ + + 。 
接下来考虑 N 非交换时的情形，此时由引理 2.3 可得： 
Case 1：

2 1 1, 1,p p pN a b a b b ab a− += = = = 时，此时 ( ) ( )3 1Aut N p p= − ，则 

( ) ( ) ( )3: 1GG C N Aut N p p= − ，又由 p 为最小素因子有 ( ) 3: GG C N p≤ 。 
Case 2： [ ] [ ] [ ], 1, , , , , 1p p pN a b a b c a b c a c b c= = = = = = = 时， 
此时 ( ) ( ) ( )33 1 1Aut N p p p= − + ，则 ( ) ( ) ( ) ( )23: 1 1GG C N Aut N p p p= − + ，又由 p 为最小素因子有

( ) 3: GG C N p≤ 。 
因此 ( ) 3: GG C N p≤ 或 N 是初等交换 p -群时 ( ) ( )3 2: 1GG C N p p p≤ + + 。 
此时只能确定 ( ): GG C N 的取值范围，关于G 的结构还不明朗，故接下来考虑加上条件 3

pG p= 。 
定理 3.2：设 p 是奇数阶群G 的最小素因子，若 N G 且 3

pN G p= = ，则下列之一成立： 
(i) N 交换时，G 有正规 p -补 'pG 使得 'pG N G= × ； 
(i) N 非交换时， ( )GC N 有正规 p -补 'pA 使得 ( ) ( )' .p p p pG A Z Z Z≅ × × 。 
证明：由 3

pG p= 知 N 为G 的 Sylow p -子群。 
(i) 由 N 交换知 ( )GN C N≤ 。 
又 ( )( ), : 1Gp G C N = ，故由引理 2.2 有 ( ): 1GG C N = ，从而 ( ) ( )G GG C N N N= = 。 
接着由 Bunside 定理有G 为 p -幂零群。 
因此G 有正规 p -补 'pG 使得 'pG N G= × 。 
(i) Case 1：当

2 1 1, 1,p p pN a b a b b ab a− += = = = 时，明显有 N 非交换，从而有 

( )GN C N . 

又 N 为 p -群且 p -群的中心非平凡，故而有 ( ) ( ) 1GZ N N C N= ∩ > 。 
再由 N 的结构我们知道 ( ) ( ) ( )1b p pp b p pa a a a+= = = ，从而有 ( )pa Z N≤ ，又由 1p pa a += 知 

( ),a b Z N∉ ，可以得到 ( ) 2Z N p< 。 
因此 ( ) pZ N a= 。记 ( )GA C N= ，设 ( )pP Syl A∈ ，则 pP Z≅ 。 
由 { },A g G ng gn n N= ∈ = ∀ ∈ 及 P N≤ 知 P 中元与 A 中元可交换，故 P A 。 
对 P 运用 N C 定理有： 

( ) ( ) ( ) ( )A A AN P C P A C P Aut P=   

则 ( ) ( ) 1AA C P Aut P p= − 。 
又由 p 是 A 的最小素因子有 ( )AA C P= ，即 ( )P Z A≤ 。从而 ( ) ( )A AA C P N P= = ，故由 Bunside 定理

有 A 有正规 p -补 'pA 。 
因而有 ( ) 'G p pC N A A Z= ≅ × 。 
而 ( ) 2

GG C N p= ，从而 ( ) 2G p
G C N Z≅ 或 ( )G p pG C N Z Z≅ × 。 

因此 ( ) 2.p p p
G A Z Z′≅ × 或 ( ) ( ).p p p pG A Z Z Z′≅ × × 。但因 ( )G p pG C N Z Z≅ × ，故 ( ) p pN Z N Z Z≅ × ，

https://doi.org/10.12677/pm.2026.164086


梅霖，施缘 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.164086 16 理论数学 
 

因此 ( ) ( ).p p p pG A Z Z Z′≅ × × 。 
Case 2：当 [ ] [ ] [ ], 1, , , , , 1p p pN a b a b c a b c a c b c= = = = = = = 时， N 非交换，因此同以上证明，结合

N 为 p -群知 ( ) ( ) 1GZ N N C N= ∩ > ，再由 N 的结构我们知道 ( ) ( ), ,a b Z N c Z N∉ ∈ 。  
因此 ( )Z N c= 。 
记 ( )' GA C N= ，设 ( )pP Syl A′∈ ，则 pP Z≅ 。 
同(ii)的证明可以得到 A′有正规 p -补 pA ′′ 。 
因而有 ( )G p pC N A A Z′′ ′= ≅ × 。 
而 ( ) 2

GG C N p= ，从而 ( ) 2G p
G C N Z≅ 或 ( )G p pG C N Z Z≅ × 。 

从而 ( ) 2.p p p
G A Z Z′′≅ × 或 ( ) ( ).p p p pG A Z Z Z′′≅ × × 。 

但由 N G 以及 N 的结构我们知道G 中不含 2 3,p p 阶元，因此 ( ) ( ).p p p pG A Z Z Z′′≅ × × 。  
综上， N 非交换时， ( )GC N 有正规 p -补 'pA 使得 ( ) ( ).p p p pG A Z Z Z′≅ × × 。 
接下来我们利用以上方法确定一个例子的结构。 
例：设 33 5 11G = ⋅ ⋅ ，则G 有如下10种结构： 
(i) 27 5 11, , 1G a b c a b c= = = =  
(ii) 27 5 11 5, , 1, bG a b c a b c c c= = = = =  
(iii) 9 3 5 11, , , 1G a b c d a b c d= = = = =  
(iv) 9 3 5 11 9, , , 1, cG a b c d a b c d d d= = = = = =  
(v) 3 3 3 5 11, , , , 1G a b c d e a b c d e= = = = = =  
(vi) 3 3 3 5 11 3, , , , 1, dG a b c d e a b c d e e e= = = = = = =  
(vii) 9 3 5 11 3, , , 1, aG a b c d a b c d b ba= = = = = =  
(viii) 9 3 5 11 3 9, , , 1, ,a cG a b c d a b c d b ba d e= = = = = = =  
(ix) 3 3 3 5 11, , , , 1, aG a b c d e a b c d e b bc= = = = = = =  
(x) 3 3 3 5 11 9, , , , 1, ,a dG a b c d e a b c d e b bc e e= = = = = = = =  
证明：由G 的阶知它满足定理 3.2 中的条件，下面通过定理 3.2 得到G 的整体结构： 
设 ( )3N Syl G∈ ， 
Case 1：当 N 交换时，由定理 3.2 知 3'G N G≅ × ，并且 3' 5 11G = ⋅ ，且有两种结构，分别是 3' 5 11G Z Z≅ ×

和 5 11 4
3' , 1, 1, xG x y x y y y= = = =

，
因此当 33

N Z≅ 时，G 的结构为(i)~(ii)；当 2 33
N Z Z≅ × 时，G 的结构为 

(iii)~(iv)；当 3 3 3N Z Z Z≅ × × 时，G 的结构为 (v)~(vi)； 
Case 2：当 N 非交换时，由定理 3.2 知 ( ) ( )3 3 3 3.G A Z Z Z′≅ × × ，此时 3A ′ 的结构同 Case 1 中的 3G ′ 的结

构，因此当
23 3 1 4, 1,N a b a b b ab a−= = = = 时，G 的结构为(vii)~(viii)；当 

[ ] [ ] [ ]3 3 3, 1, , , , , 1N a b a b c a b c a c b c= = = = = = = 时，G 的结构为(ix)~(x)。 

4. 结束语 

在群论中，p-群是一类重要的有限群，并且其有良好的数学性质，例如其阶的确定性、幂零性以及中

心非平凡等等。因此我们可以通过 p-群的相关理论和性质研究构造其它有限群。在本篇论文中，受到《有

限群导引》一书中两个习题的启发，我们考虑一个奇数阶群含一个阶为 3p 的正规子群时会得到怎样的结

论。首先我们从 3p 阶群的结构入手，紧接着求得了其自同构群的阶，之后再利用群论中非常重要的定理

Bunside 定理以及 N/C 定理可以得到本文中的两个定理，这为之后研究部分有限群提供一些启发。在接

下来的研究当中，我们可以继续尝试考虑有限群G 含一个阶为更高次幂 p-群的正规子群时会有怎样的结

果，当然这与 p-群的进一步研究密不可分。 
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