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摘  要 

本文主要研究了两个不同流形 M M1 2, 上Morse函数纤维积空间 ( )C f g, 的欧拉示性数 ( )( )C f g,χ 。通过

建立适用于两个流形的欧拉示性数分解公式并结合Morse理论中水平集的欧拉示性数表达式。本文导出

了 ( )( )C f g,χ 的统一表达式。该公式涵盖了临界值对齐与不对齐的情形。研究结果表明，纤维积的欧拉

示性数由两个Morse函数的临界点指数通过行列式型的交错和决定，体现了横截映射拓扑与Morse理论

之间的深刻联系。 
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Abstract 

This paper primarily investigates the Euler characteristic ( )( )C f g,χ  of the fibre product space 

( )C f g,  of Morse functions on two distinct manifolds 1M  and 2M . By establishing a decomposi-
tion formula for the Euler characteristic applicable to both manifolds and combining it with the ex-
pression for the Euler characteristic of level sets in Morse theory, this paper derives a unified ex-
pression for ( )( )C f g,χ . This formula encompasses both critical point alignment and non-align-
ment scenarios. The findings reveal that the Euler characteristic of the fibre product is determined 
by the critical point indices of the two Morse functions through a determinant-type alternating sum, 
reflecting a profound connection between the topology of cross-maps and Morse theory. 
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1. 引言 

Morse 理论是现代微分拓扑研究中的基本工具之一，由美国数学家 Marston Morse 在 20 世纪 30 年代

建立。该理论通过研究光滑流形上实值光滑函数的临界点及其指标，将函数的局部微分性质与流形的整

体拓扑结构联系起来，从而为研究流形的同调结构、欧拉示性数以及 CW 复形分解提供了重要方法。Morse
理论的核心思想在于，通过对 Morse 函数临界点的分析，可以将复杂的拓扑问题转化为对有限个临界点

及其指数结构的研究，从而揭示流形在不同临界值处的拓扑变化规律。这种将分析方法与拓扑结构相结

合的研究思路，在现代微分拓扑、辛几何以及代数拓扑等领域中产生了深远影响，并成为研究复杂空间

结构的重要理论工具。 
本文利用 Morse 理论的基本思想，通过构造适当的辅助函数并分析其临界点结构，将纤维积空间的

拓扑问题转化为对 Morse 函数临界点性质的研究。通过研究临界点的指标以及梯度流所诱导的拓扑变化，

可以刻画纤维积空间在不同临界值附近的拓扑结构变化，并进一步得到与欧拉示性数相关的重要结论。

这种方法将经典 Morse 理论的分析工具引入到纤维积空间的研究中，为计算和理解该类空间的拓扑不变

量提供了一种新的思路。 
经典的 Morse 理论由美国数学家 Marston Morse 在 20 世纪 20 年代至 30 年代建立。Morse 在研究测

地线和变分问题时提出了一种新的方法，通过研究函数的临界点结构来刻画流形的拓扑。Morse 通过引

入 Morse 函数以及临界点指数等相关概念证明了著名的 Morse 不等式[1]。到了 20 世纪 50 年代以后，莫

尔斯理论被进一步发展为研究流形拓扑结构的重要工具。其中最重要的贡献来自 John Milnor。他的经典

著作《Morse Theory》中对 Morse 理论进行了系统化与拓扑化处理。具体来说 aM ε+ 可以由 aM ε− 通过粘接

一个 k n kD D −× 得到。这一结果表明流形可以通过 Morse 函数的临界点分解为一系列 handle 的组合。这一

思想不仅为流形拓扑提供了新的研究方法，也与 CW 复形结构建立了联系[2]。 
到了 20 世纪 50 年代，Stephen Smale 将 Morse 理论与动力系统方法结合，提出了 Morse–Smale 系统

[3]。在这种框架下，可以通过研究函数梯度流 

( )x f x= −∇  

的轨道结构来分析临界点之间的关系。在 Morse-Smale 条件下，不同临界点的稳定流形与不稳定流

形横截，从而可以构造 Morse 复形。通过计算临界点之间梯度流线的数量，可以定义链复形并证明其同

调与流形的奇异同调同构 

( ) ( )Morse complexH H M∗ ∗≅  

主要结果 

假设有两个态射 1:f M →与 2:g M →，其中 1M 和 2M 是连通的闭流形，为实数。对每个值

ia ∈考虑态射 ,f g 的纤维积，即我们会有一个态射 1 2: M Mϕ × →


我们考虑以下这个问题：设函数
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1 2: M Mϕ × →


由 

( )1 1 1, , n nx x xϕ + +=  

定义的高度函数。假设 ,p q分别是 1M 和 2M 上的两点，并且满足 ( ) ( )f p g q= 。设纤维积空间 ( ),C f g
是由 p 和 q 的所有可能的位置构成的空间。我们的问题是： ( ),C f g 的拓扑结构是怎样的？设 

1 2: M Mϕ × →是一个严格的 Morse 函数，我们定义 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 |, : ,C f g p q M M f p g q= ∈ × = ，我们的

目标是得到 ( ),C f g 的欧拉示性数 ( )( ),C f gχ 。 
现在我们给出一些公式符号说明：首先 1M 和 2M 是连通的闭流形，维数分别为 1 1dimm M= 和 

2 2dimm M= ， 1:f M →和 2:g M →是 Morse 函数。 1 2, , ma a a 是 f 和 g 的所有临界值的并集排序后

的值，且 m 是临界值的个数。 ( )1
i

f
a iL f a−= 和 ( )1

i

g
a iL g a−= 分别是函数 ,f g 是临界水平集，同时 f

iN 和 g
iN

是函数 ,f g 的正则水平集，其中 ( ) ( )1 1,f g
i i i iN f r N g r− −= = 并且对于 1, , 1i m= + ，我们有 ( )1,i i ir a a−∈ 其

中 0 1, ma a += −∞ = +∞。对于每一个 i ，我们设{ }|1j
i ip j v≤ ≤ 是临界水平集

i

f
aL 或

i

g
aL 上的临界点，而是在 iv

是临界水平集既是
i

f
aL 或

i

g
aL 中临界点的个数。设 j

iµ 是临界点 j
ip 的指数 

其次我们还需要需要引入临界水平集
i

f
aL 和

i

g
aL 的局部映射度之和： 

( )
1

: 1
i jf j

i i
j

ν

µ
=

Ω = −∑  

以及 

( )
1

: 1
i jg j

i i
j

ν

µ
=

Ω = −∑  

定理 1.1：设 1 2,M M 为连通闭流形，设函数 1:f M →和 2:g M →为 Morse 函数。我们得到如下

公式： 

( )( )
( )

( )

2

2

1 2
1

1 2
1

1

,
1

mm f g
i i

i

f g
m q q

f g
q r m r r

m m

C f g
m m

χ
=

≤ < ≤

 − Ω Ω +
=  Ω Ω − +
 Ω Ω

∑

∑

为偶数

为奇数

 

其中 m 是临界值的个数。 

2. 基础知识 

定义 2.1 [4]：由1,2, , n 组成的一个有序数组称为一个 n 阶排列。 
定义 2.2 [4]：在一个排列中，如果一对数的前后位置与大小顺序相反，即前面的数大于后面的数，

那么他们就称为一个逆序，一个排列中逆序的总数就称为这个排列的逆序数。 
定义 2.3 [4]：逆序数为偶数的排列称为偶排列，逆序数为奇数的排列称为奇排列。 
定义 2.4 [4]： n 阶行列式 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a





   



                                     (1) 
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等于所有取自不同行不同列的 n 个元素的乘积 

1 21 2 nj j nja a a                                      (2) 

的代数和，这里 1 2 nj j j 是1,2, , n 的一个排列，每一项(2)都按下列规则带有符号：当 1 2 nj j j 是偶

排列时，(2)带有正号，当 1 2 nj j j 是奇排列时，(2)带有负号。这一定义可写成 

( ) ( )1 2

1 2
1 2

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

1 n

n
n

n

j j jn
j j nj

j j j

n n nn

a a a
a a a

a a a

a a a

τ= −∑ 









   



                    (3) 

这里
1 2 nj j j
∑


表示对所有 n 阶排列求和。 

定义 2.2 [5]-[7]：设ϕ 是流形 M 上的光滑实值函数。如果诱导映射 ( )* : p pTM T ϕϕ →  为零。则点 p M∈

称为ϕ 的临界点。 
如果函数ϕ 在某个临界点 p 使得 ( )p cϕ = ，我们称一个实数 c 是ϕ 的一个临界值。一个临界点被称 

为非退化的当且仅当 Hessian 矩阵
2

i jx x
ϕ ∂

  ∂ ∂ 
是非奇异的。同时可以直接证明，非退化的临界点不依赖于坐 

标系的选取。同时对于一个 Morse 函数的非退化临界点 p ，其临界点指数 ( )pλ 定义为 Hessian 矩阵

( )( )H pϕ 的负特征值的个数。 
定义 2.3 [2]：若函数 : Mϕ →上的任意临界点 p M∈ 都是非退化的。那么我们说ϕ 是 Morse 函数。

若ϕ 的任意两个临界点 x y≠ 有 ( ) ( )x yϕ ϕ≠ ，我们就称函数ϕ 是严格 Morse 函数。 
定义 2.4 [2]：对于一个可三角化空间 X ，欧拉示性数定义为同调群的交错和： 

( ) ( ) ( )
0

1 dim ;i
i

i
X H Xχ

≥

= −∑   

其中 ( );iH X  是 X 的奇异同调群。 
引理 2.5 [8]：设 X 是一个拓扑空间，U 和V 是 X 的开子集，且 X U V= ∪ 。则存在奇异同调的长正

合序列： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1i i i i i iH X H U V H U H V H X H U V+ −→ → ∩ → ⊕ → → ∩ →   

该序列称为 Mayer-Vietoris 序列。 
引理 2.6 [8]：如果 X U V= ∪ ，且 , ,U V U V∩ 的欧拉示性数都有定义，则： 

( ) ( ) ( ) ( )X U V U Vχ χ χ χ= + − ∩                             (4) 

证明：考虑 Mayer-Vietoris 序列，假设存在 N 使得对于所有的 i N> ， ( )iH U V∪ ， ( )iH U ， ( )iH V ，

( )iH X 均为零。我们即可将序列写为有限形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 00 0N N N NH U V H U H V H X H U V H U H V→ ∩ → ⊕ → → → ∩ → ⊕ →  

由于这是一个正和序列，欧拉示性数为零。并且第 j 项的符号为 ( ) 11 j−− 所以我们可以计算出整个序

列的欧拉示性数为： 

( )
( )

( )
3 1

1

1
1 dim 0

N
j

j
j

+
−

=

− =∑ 第 项  

对于序列中的 ( )iH U V∩ ， ( ) ( )i iH U H V⊕ ， ( )iH X 我们调整符号可得： 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0

1 dim dim dim 0
N N i

i i i i
i

H U V H U H V H X−

=

 − ∩ − ⊕ + = ∑  

由于 ( ) ( )( ) ( ) ( )dim dim dimi i i iH U H V H U H V⊕ = + ，我们有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 dim dim dim dim 0
N N i

i i i i
i

H U V H U H V H X−

=

− ∩ − − + =  ∑  

上式等价于： 

( ) ( ) ( ) ( ) 0U V U V Xχ χ χ χ− ∩ + + − =  

通过整理得到等式(4)。 
引理 2.7 [9]：我们设 ( )1:i iN rϕ−= 并应用 Mayer-Vietoris 序列有以下方程： 

( ) ( ) ( )
1

1 1

m m

i i
i i

M L Nχ χ χ
−

= =

= −∑ ∑  

同理： iL 和 iN 分别为函数ϕ 的临界水平集和正则水平集。 
定义 2.8 [3]：设 1:f M →和 2:g M →为光滑函数。称映射对 ( ),f g 是横截的，如果函数 

1 2:H M M× →， ( ) ( ) ( ),H p q f p g q= − ，以 0 为正则值，即对所有满足 ( ), 0H p q = 的点，微分 ( ),d p qH
是满射。 

3. 定理 1.1 证明 

3.1. 纤维积的维数 

引理 3.1：设 1:f M →和 2:g M →为光滑函数。定义函数 1 2:H M M× →由： 

( ) ( ) ( ),H p q f p g q= −  

给出。则： 
1) ( ) 1 2,p q M M∈ × 是 H 的临界点当且仅当 p 是 f 的临界点且 q 是 g 的临界点，即： 

( ) ( ) ( )Crit H Crit f Crit g= ×  

2) f 和 g 是 Morse 函数，那么 H 也是 Morse 函数，并且在临界点 ( ),p g 处， H 的指数为： 

( ) ( ) ( )( )2, dimH f gp q p M qµ µ µ= + −  

证明(1)：在点 ( ),p q ，微分 ( ) ( ) ( )1 2, ,d :p q p qH T M M× →由下式给出： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2,d , d d ,p q p qp qH v w f v g w v w T M T M= − ∀ ∈ ×  

因此， ( ),d 0p qH = 当且仅当 d 0pf = 和 d 0qg = 即说明 ( ),p q 是 H 的临界点当且仅当 ,p q分别是 f 和 g
的临界点 

证明(2)：假设 f 和 g 是 Morse 函数，即它们的临界点都是非退化的。选择 p 附近的局部坐标系 
11, , mx x 和 q 附近的局部坐标系 21, , my y ，则 ( ),x y 是 1 2M M× 的局部坐标系，且： 

( ) ( ) ( ),H x y f x g y= −  

在临界点 ( ),p q 处，对于所有的 ,i j 有 ( ) 0i
f p
x
∂

=
∂

和 ( ) 0j
g q
y
∂

=
∂

，因此一阶导数为零。二阶导数为 
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2 2 2 2 2

, 0,i j i j i j i j i j
H f H H g

x x x x x y y y y y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

因此， H 在点 ( ),p q 处的 Hessian 矩阵为： 

( ),

Hess 0
Hess

0 Hess
p

p q
q

f
H

g
 

=  − 
 

由于 f 和 g 是 Morse 函数， Hess p f 和 Hessq g 都是非奇异的，故 ( ),Hess p q H 也是非奇异的，表明 H
在 ( ),p q 是非退化的。因此， H 是 Morse 函数。 

Morse 指数 ( ),H p qµ 是 ( ),Hess p q H 的负特征值个数。由于矩阵块对角，特征值由 Hess p f 和 Hessq g−
的特征值组成。 Hess p f 有 ( )f pµ 个负特征值，而 Hessq g− 的特征值是 Hessq g 的特征值的相反数，故

Hessq g− 的负特征值个数等于 Hessq g 的正特征值个数，即 ( )2 gm qµ− 因此： 

( ) ( ) ( )( )2,H f gp q p m qµ µ µ= + −                              (5) 

3.2. 纤维积上的 Mayer-Vietoris 

定理 3.2：设：
1

n

i
i

X X
=

=


，且所有有限非空交集
1 ki iX X∩ ∩ 均可三角化，则： 

( ) ( ) ( )1
1

1

1 1
1

k
k

n k
i i

k i i n
X X Xχ χ+

= ≤ < < ≤

= − ∩ ∩∑ ∑


  

证明：定理 3.2 的证明我们采用数学归纳法。 
当 1n = 时情况显然成立。现假设定对于任意 m 个满足条件的集合 ( )1m n≤ − ，公式成立。考虑 n 个

集合 1, , nX X 令： 
1

1
,

n

i n
i

U X V X
−

=

= =


 

则 X U V= ∪ ，因为所有有限非空交集都可三角化，故 ,U V 以及 

( )
1

1

n

i n
i

U V X X
−

=

∩ = ∩


 

也可三角化，且它们的有限非空交集也是原集合交的子集，满足可三角化条件。应用 Mayer-Vietoris
序列得： 

( ) ( ) ( ) ( )X U V U Vχ χ χ χ= + − ∩                              (6) 

现在对于
1

1

n

i
i

U X
−

=

=


由归纳假设得： 

( ) ( ) ( )1
1

1 1

1 1 1
1

k
k

n k
i i

k i i n
U X Xχ χ

−
+

= ≤ < < ≤ −

= − ∩ ∩∑ ∑


                         (7) 

( )
1

1

n

i n
i

U V X X
−

=

∩ = ∩


其集合族为{ } 1

1

n
i n i

X X −

=
∩ 它们交集为： 

( ) ( )1 1k ki n i n i i nX X X X X X X∩ ∩ ∩ ∩ = ∩ ∩ ∩   

由归纳假设得： 
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( ) ( ) ( )1
1

1 1

1 1 1
1

k
k

n k
i i n

k i i n
U V X X Xχ χ

−
+

= ≤ < < ≤ −

∩ = − ∩ ∩ ∩∑ ∑


                     (8) 

此外， ( ) ( )nV Xχ χ=  
现在将(7)和(8)代入(6)： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1

1 11 1

1 1 1 1 1 1
1 1

k k
k k

nk k
i i n i i n

k i i n k i i n

n
X X X X X X Xχ χ χ χ

−
+ +

= ≤ < < ≤ − = ≤ < < −

−

≤

= − ∩ ∩ + − − ∩ ∩∩∑ ∑ ∑ ∑
 

     (9) 

现在将右端重新整理为对指标集{ }1, , n 的所有非空子集求和。设 { }1, ,J n⊆  非空，集合 J 的个数

记为 J 分三种情形： 

1) 若 { }1, , 1J n⊆ − ，则项 j
j J

Xχ
∈

 
 
 


出现在(9)的第一项中，系数为 ( ) 11 k+−  

2) 若 { }J n= ，则项 ( )nXχ 单独出现，系数为 1。而 ( ) ( )1 1 11 1 1J + +− = − =  
3) 若 J 包含 n 且 2J ≥ ，则 { }J I n= ∪ ，其中 { }1, , 1I n⊆ − 非空， 1I k= − 。这样的项出现在(9)的

第三项中，但注意第三项前有负号，且其求和指标为 I ，系数为 ( )( ) ( )1 11 1k k+ +− = − 因此该项贡献为： 

( ) ( ) 11 1k k
j n j

j I j J
X X Xχ χ+

∈ ∈

    
− ∩ =    
  
− −

 
 

 

与所需系数 ( ) 11 J +− 一致。 

综上，所有非空子集 J 的贡献恰好为 ( )| | 11 J
j

j J
Xχ+

∈

 
−  

 


。因此 

( ) ( )
{ }

( ) ( )1
1

| | 1 1

1, , 1 1
1 1

k
k

nJ k
j i i

J n k i i nj J
J

X X X Xχ χ χ+ +

⊆ = ≤ < < ≤∈
≠∅

 
= − = − ∩ ∩ 

 
∑ ∑ ∑
 





           (10) 

在上面通过定理 3.2 中我们通过 Mayer-Vietoris 序列计算出了将一个均可三角化的拓扑空间的欧拉示

性数公式。我们将利用定理 3.2 的结果来推导出纤维积上的欧拉示性数公式。 
定理3.3：已知 ( )1

i

f
a iL f a−= 和 ( )1

i

g
a iL g a−= 分别是函数 ,f g 是临界水平集，同时 f

iN 和 g
iN 是函数 ,f g

的正则水平集，我们以下纤维积的欧拉示性数公式： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1
,

i i

m m
f g f g
a a i i

i i
C f g L L N Nχ χ χ χ χ

−

= =

= −∑ ∑  

其中 m 为临界值的个数。 
证明：对于函数 ( ): ,C f gϕ →定义为 ( ) ( ) ( ),p q f p g qϕ = = 。函数ϕ 的水平集即为 f 与 g 的公共

水平集的乘积： ( ) ( ) ( )1 1 1c f c g cϕ− − −= × 。我们利用临界值 ia 将 ( ),C f g 划分为 ( ),C f g M 个子集： 

( ) ( ) ( ){ }1, , | , 1, 2, ,i i iA p q C f g a p q a i mϕ−= ∈ ≤ ≤ ∀ =   

并且我们记： 0 1, ma a += −∞ = +∞。显然我们可以得到： 

( )
1

1
,

m

i
i

C f g A
+

=

=


 

且相邻子空间交于正则水平集的乘积： 

( ) ( )1 1
1 , 1, , 1f g

i i i i i iA A f r g r N N i m− −
+∩ = × = × = +  
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而非相邻子空间交集为空。于是由 Mayer–Vietoris 序列逐步粘合可得： 

( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1
,

m m
f g

i i i
i i

C f g A N Nχ χ χ χ
−

= =

= −∑ ∑                        (11) 

下面对每一个 iA 计算 ( )iAχ ，我们固定每一个 i ，将区间 [ ]1,i ir r− 以临界值 ia 为界分为两个部分： 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }, ,| |,i i i i i iU p q C f p g q a V p q C f p g q a= ⊆ = ≤ = ⊆ = ≥  

显然 ( ) ( )1 1
i i i i iU V f a g a L− −∩ = × = 。又因为在区间 [ )1,i ir a− 上无临界点，故沿梯度流可将 iU 形变收缩

到 ( ) ( )1 1
1 1 1 1

f g
i i i if r g r N N− −
− − − −× = × ，同理 iV 可收缩到 f g

i iN N× 。因此： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,f g f g
i i i i i iU N N V N Nχ χ χ χ χ χ− −= =  

所以对于 i i iA U V= ∪ 我们同样可以应用 Mayer-Vietoris 序列得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
f g f g

i i i i i i i i i iA U V U V N N N N Lχ χ χ χ χ χ χ χ χ− −= + − ∩ = + −         (12) 

将(12)式代入(11)式得： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1
1 1

1

1 1
1 1 1 1

,
m m

f g f g f g
i i i i i i i

i i
m m m m

f g f g f g
i i i i i i i

i i i i

C f g N N N N L N N

N N N N L N N

χ χ χ χ χ χ χ χ

χ χ χ χ χ χ χ

−

− −
= =

−

− −
= = = =

= + − −

= + − −

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
      (13) 

我们令第一个和式中 1j i= − 得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 0 0
1 1

m m
f g f g f g

i i j j
i j

N N N N N Nχ χ χ χ χ χ
−

− −
= =

= +∑ ∑                 (14) 

第二个和式为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

m m
f g f g f g

i i j j m m
i j

N N N N N Nχ χ χ χ χ χ
−

= =

= +∑ ∑                  (15) 

将(14)式和(15)式代入(13)式得： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0
1 1

1

1 1
1

0 0
1 1

,
m m

f g f g f g f g
j j j j m m

j j

m m
f g

i i i
i i

m m
f g f g f g

m m j j i
j i

C f g N N N N N N N N

L N N

N N N N N N L

χ χ χ χ χ χ χ χ χ

χ χ χ

χ χ χ χ χ χ χ

− −

= =

−

= =

−

= =

   
= + + +   
   

− −

= + + −

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

 

选取 0r 充分小(小于 f 和 g 的最小值)以及 mr 充分大(大于最大值)，则 ( ) ( )1 1
0 0f r g r− −= = ∅， 

( ) ( )1 1
m mf r g r− −= = ∅从而 ( ) ( )0 0 0f gN Nχ χ = ， ( ) ( ) 0f g

m mN Nχ χ = 于是： 

( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1
,

m m
f g

i i i
i i

C f g L N Nχ χ χ χ
−

= =

= −∑ ∑  

最后注意到
i i

f g
i a aL L L= × ，故 ( ) ( ) ( )i i

f g
i a aL L Lχ χ χ= 。因此： 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1
,

i i

m m
f g f g
a a i i

i i
C f g L L N Nχ χ χ χ χ

−

= =

= −∑ ∑                      (16) 

以上的证明当中关于在临界水平集纤维积的欧拉示性数 

3.3. 纤维积上的欧拉示性数 

对于单个流形上的 Morse 函数，临界水平集和正则水平集的欧拉示性数公式为： 

( ) ( )
1

1 1
2 , 2

i i

i q i i q
q q

L Nχ χ
−

= =

= Ω +Ω = Ω∑ ∑  

具体而言，针对于 Morse 函数 ,f g 我们定义： ( ) ,1
f

i jf
i

j

µΩ = −∑ 和 ( ) ,1
g
i jg

i
j

µΩ = −∑ 其中， j
iµ 为 Morse

函数在临界点 j
ip 的指数 

对于 f 和 g ，分别应用公式： 

( ) ( )
1 1

1 1
2 , 2

i i

i i
f f f g g g
a q i a q i

q q
L Lχ χ

− −

= =

= Ω +Ω = Ω +Ω∑ ∑  

( ) ( )
1 1

2 , 2
i i

f f g g
i q i q

q q
N Nχ χ

= =

= Ω = Ω∑ ∑  

令
1

i
f f

i q
q

A
=

= Ω∑ 和
1

i
g g
i q

q
A

=

= Ω∑ ，则： 

( ) ( )1 12 , 2
i i

f f f g g g
a i i a i iL A L Aχ χ− −= +Ω = +Ω                         (17) 

( ) ( )2 , 2f f g g
i i i iN A N Aχ χ= =                             (18) 

代入纤维积公式得： 

( )( ) ( )( )
1

1 1
1 1

, 2 2 4
m m

f f g g f g
i i i i i i

i i
C f g A A A Aχ

−

− −
= =

= +Ω +Ω −∑ ∑                    (19) 

展开第一项： 

1 1 1 1
1

4 2 2
m

f g f g g f f g
i i i i i i i i

i
A A A A− − − −

=

 + Ω + Ω +Ω Ω ∑  

于是： 

( )( )
1

1 1 1 1
1 1 1 1 1

, 4 2 2 4
m m m m m

f g f g g f f g f g
i i i i i i i i i i

i i i i i
C f g A A A A A Aχ

−

− − − −
= = = = =

= + Ω + Ω + Ω Ω −∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

注意到
1

1 1
1 0

m m
f g f g

i i i i
i i

A A A A
−

− −
= =

=∑ ∑ ，因此 

1 1

0 0
0 1

4 4 4 0
m m

f g f g f g
i i i i

i i
A A A A A A

− −

= =

− = =∑ ∑  

故： 

( )( ) 1 1
1 1 1

, 2 2
m m m

f g g f f g
i i i i i i

i i i
C f g A Aχ − −

= = =

= Ω + Ω + Ω Ω∑ ∑ ∑                       (20) 

利用恒等式： ( )( )1 1 1 1 1 1 1 1
f g f g f f g g f g f g g f f g

i i i i i i i i i i i i i i i iA A A A A A A A A A− − − − − − − −− = +Ω +Ω − = Ω + Ω +Ω Ω 对 1i = 到 m 求

https://doi.org/10.12677/pm.2026.164116


段涵 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.164116 313 理论数学 
 

和得： 

( )1 1 0 0
1 1

m m
f g g f f g f g f g f g

i i i i i i m m m m
i i

A A A A A A A A− −
= =

Ω + Ω + Ω Ω = − =∑ ∑  

因此： 

1 1
1 1 1

m m m
f g g f f g f g

i i i i m m i i
i i i

A A A A− −
= = =

Ω + Ω = − Ω Ω∑ ∑ ∑                         (21) 

代入(20)式得： 

( )
1 1 1

2 2
m m m

f g f g f g f g f g
m m i i i i m m i i

i i i
C A A A Aχ

= = =

 = − Ω Ω + Ω Ω = − Ω Ω 
 

∑ ∑ ∑                 (22) 

1) 当 1m 和 2m 均为偶数时： 
此时 ( ) ( ) 0f g

i iN Nχ χ= = ，且 ( )i

f f
a iLχ = Ω ， ( )i

g g
a iLχ = Ω  

我们直接代入(16)式得： 

( )( ) ( ) ( )
1 1

, 0
i i

m m
f g f g
a a i i

i i
C f g L Lχ χ χ

= =

= − = Ω Ω∑ ∑                      (23) 

2) 当 1m 和 2m 均为奇数时： 
有 0f

mA = 和 0g
mA = 所以根据(22)式 

( )( )
1

,
m

f g
i i

i
C f gχ

=

= − Ω Ω∑  

综上：当 1 2m m+ 为偶数时，我们可知： 

( )( ) ( ) 2

1
, 1

mm f g
i i

i
C f gχ

=

= − Ω Ω∑                              (24) 

3) 当 1m 为奇数和 2m 为偶数时： 
此时对于 1M 有 ( ) 12

i

f f f
a i iL Aχ −= +Ω ， ( ) 2f f

i iN Aχ = ；对于 2M 有 ( )i

g g
a iLχ = Ω ， ( ) 0g

iNχ =  
代入(16)得： 

( )( ) ( )1 1
1 1 1

, 2 2
m m m

f f g f g f g
i i i i i i i

i i i
C f g A Aχ − −

= = =

= +Ω Ω = Ω + Ω Ω∑ ∑ ∑                 (25) 

注意 1
1 1

m
f g f g

i i q i
i q i m

A −
= ≤ < ≤

Ω = Ω Ω∑ ∑ ，所以： 

( ) ( )
1 1

2
m

f g f g
q i i i

q i m i
C Cχ χ

≤ < ≤ =

= Ω Ω + Ω Ω∑ ∑                        (26) 

由于 1M 为奇数维， ( )1
1

0
m

f
q

q
Mχ

=

= Ω =∑ ，即 0f
mA = 。考虑乘积： 

1 1 1
0

m m m
f g f g f g
q r i i q r

q r i q r= = = ≠

  = Ω Ω = Ω Ω + Ω Ω  
  

∑ ∑ ∑ ∑  

将非对角项按 q r< 和 q r> 分组： 

( )
1

.f g f g f g
q r q r r q

q r q r m≠ ≤ < ≤

Ω Ω = Ω Ω +Ω Ω∑ ∑  
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于是 

( )
1 1

.
m

f g f g f g
i i q r r q

i q r m= ≤ < ≤

Ω Ω = − Ω Ω +Ω Ω∑ ∑                            (27) 

将(27)代入(26)： 

( )( ) ( ) ( ), 2 f g f g f g f g f g
q r q r r q q r r q

q r q r q r
C f gχ

< < <

= Ω Ω − Ω Ω +Ω Ω = Ω Ω −Ω Ω∑ ∑ ∑                (28) 

即： 

( )( )
1

,
f g
q q
f g

q r m r r

C f gχ
≤ < ≤

Ω Ω
=

Ω Ω
∑                              (29) 

4) 当 1m 为偶数和 2m 为奇数时，由对称得： 

( )( )
1

,
f g
q q
f g

q r m r r

C f gχ
≤ < ≤

Ω Ω
= −

Ω Ω
∑                             (30) 

综上：当 21m m+ 为奇数时，我们可得到： 

( )( ) ( ) 2

1
, 1

f g
m q q

f g
q r m r r

C f gχ
≤ < ≤

Ω Ω
= −

Ω Ω
∑                           (31) 

所有由(24)和(31)可得： 

( )( )
( )

( )

2

2

1 2
1

1 2
1

1

,
1

mm f g
i i

i

f g
m q q

f g
q r m r r

m m

C f g
m m

χ
=

≤ < ≤

 − Ω Ω +
=  Ω Ω − +
 Ω Ω

∑

∑

为偶数

为奇数

                 (32) 

4. 例子 

1) 取两个偶数维流形 1
1M S= ， 2

2M S= 取 Morse 函数 ( ) cosf θ θ= 。临界点为 0θ =  (最大值，指数

为 1)和θ = π  (最小值，指数为 0)。设临界值分别为 1 和−1，则： ( )0
1 1 1f
−Ω = − = ， ( )11 1 1fΩ = − = −  

取 Morse 函数 ( ), ,g x y z z= 。临界值为−1 和 1 指数分别为 1 1g
−Ω = ， 1 1gΩ = 此时我们知道临界值对齐，

取他们的并集 1 21, 1a a= − = 此时 1 21, 2m m= =  

( )( ) ( )1 1

1 1

1 1
, 1 1 1 1 2

1 1

f g

f gC f gχ − −Ω Ω
= = = ⋅ − ⋅ − =

−Ω Ω
 

2) 取两奇数维流形 3
1M S= ， 3

2M P=  ，在 3
1M S= 存在一个 Morse 函数 f  (直接由 Morse 理论去进

行构造即可)有四个临界点，其指数分别为 0,1,2,3，且临界值互异。设临界值排序为 1 2 3 4a a a a< < < ，则： 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3
1 2 3 41 1, 1 1, 1 1, 1 1f f f fΩ = − = Ω = − = − Ω = − = Ω = − = −  

在 3
2M P=  上，取标注 Morse 函数 g ，其同样有四个临界点，指数分别为 0,1,2,3且可通过调整使临

界值与 f 的临界值完全对齐，即 1 2 3 4, , ,a a a a 是 g 的临界值。于是： 

1 2 3 41, 1, 1, 1g g g gΩ = Ω = − Ω = Ω = −  

此时 1 2 3m m= = 均为奇数，有定理 1.1 得： 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
43

1 1
, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 4

m
f g f g
i i i i

i i
C f gχ

= =

= − Ω Ω = − Ω Ω = − ⋅ + − ⋅ − + ⋅ + − ⋅ − = −∑ ∑  
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