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摘  要 

集值优化问题是向量优化，多目标优化及非线性规划的推广与统一，广泛应用于数学规划、工程技术、

数理经济及社会经济系统等领域。本文在实线性空间框架下，针对集值优化问题，研究了II型E-Benson
真有效解及其非线性标量化。全文安排如下：在第一节，我们介绍了研究集值优化问题非线性标量化的

意义和动机。在第二节，我们回顾了一些基本概念和定义，包括锥包、向量闭包和改进集等。在第三节，

我们在一般线性空间中，给出了集值优化问题的两种真有效解并举例进行说明。在第四节，在实赋范线

性空间中，利用非线性函数给出了集值优化问题的非线性标量化刻画的极小解。 
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Abstract 
Set-valued optimization problem is the generalization and unification of vector optimization, multi-
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objective optimization and nonlinear programming. It is widely used in mathematical programming, 
engineering technology, mathematical economy and social economic system. In this paper, under 
the framework of real linear space, the type II-Benson properly efficient solution and its nonlinear 
scalarization are studied for set-valued optimization problems. This paper is organized as follows: 
In Section 1, we introduce the significance and motivation of studying the nonlinear scalarization of 
set-valued optimization problems. In Section 2, we review some basic concepts and definitions, in-
cluding cone hulls, vector closures and improvement sets. In Section 3, we give two proper effi-
ciently solutions of set-valued optimization problems in real linear spaces and illustrate them with 
examples. In Section 4, in real normed linear spaces, the minimal solution of the nonlinear scalari-
zation characterization of set-valued optimization problems is given by using nonlinear functions. 
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1. 绪论 

在变分问题、不动点理论、控制论以及函数逼近论等多个数学研究领域中，许多实际问题的抽象描述

与理论建模均可归结为集值映射的形式。集值优化问题作为向量优化、多目标优化以及非线性规划的重要

推广和统一，不仅深化了相关数学理论的研究，还在管理科学理论、工程技术、数理经济以及社会经济系

统等诸多交叉学科中展现出广泛的应用前景，因此集值优化问题正日益成为学术界关注的研究热点。 
线性标量化方法与非线性标量化方法是处理集值优化问题的两类重要手段。在传统的研究框架下，

线性标量化方法通常需要借助目标函数具备某种凸性或广义凸性条件，从而实现对集值优化问题的有效

处理。然而，在大量复杂的实际问题中，许多函数往往难以满足上述凸性假设，这在一定程度上限制了

线性标量化方法的适用范围。针对这一局限，一些学者开始探索通过构造非线性标量化函数的方式，系

统研究集值优化问题的非线性标量化方法。 
郑喜印[1]在一般赋范空间中，针对有基闭凸锥诱导的序结构，用单调 Minkowski 泛函刻画了一般集

的 Henig 真有效点，用连续范数刻画了有界集的 Henig 真有效点，获得了弱紧集上 Henig 真有效点集在

弱拓扑下的连通性。Dhingra 和 Lalitha [2]在实 Hausdorff 拓扑空间中研究了集值优化问题的 ε -弱有效解，

并利用 Gerstewitz 泛函对其进行非线性标量化刻画。Chinaie 和 Fakhar 等[3]在实线性空间中利用向量闭

包和代数内部等代数工具，研究非凸集值优化问题的弱极小解，利用 Gerstewitz 泛函得到非线性标量化

定理。徐义红等[4]在局部凸 Hausdorff 拓扑线性空间中，利用正齐次，次可加且严格单调的连续非线性泛

函对集值均衡问题的近似 Benson 真有效解进行刻画，得到非线性标量化充要条件。周志昂等[5]在局部凸

空间的框架下，引入变序结构集值优化问题(SVOPVOS)的近似弱有效解，在没有任何凸性的情况下，建

立了(SVOPVOS)的非线性标量化定理。 
此外，通过“改进集 E”来统一刻画各种解的概念近年来成为研究热点。赵克全和杨新民[6]在实局

部凸 Hausdorff 拓扑向量空间中，将改进集与 Benson 真有效性相结合，提出了集值向量优化问题的 E-
Benson 真有效解的概念，在集值映射为 E-次似凸的凸性假设下，建立了择一性定理，进而对 E-Benson 真

有效解进行标量化刻画，获得了拉格朗日乘子定理。周志昂等[7]在实局部凸空间的框架下研究集值优化
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问题，基于改进集给出了 E-超有效解的定义，并在集值映射为近似 E-次似凸的条件下，建立了相应的充

分与必要标量化定理。周志昂等[8]将集合的 II 型 E-Benson 真有效点从赋范空间推广到局部凸空间，引

进了集值优化问题的 II 型 E-Benson 真有效解，得到了该解在局部凸空间框架下的非线性标量化定理。 
Kasimbeyli [9]基于一般的对偶锥，提出了增广对偶锥，引入一类非线性标量化函数，得到了非凸向

量优化问题的非线性标量化结果。本文利用这种非线性锥标量化方法，在实线性空间中，对 II 型 E-Benson
真有效解进行非线性标量化刻画，得到集值优化问题的非线性标量化结果。 

2. 预备知识 

设 X 和Y 是实线性空间，Y 的代数对偶空间为 *Y 。数零和零向量分别用 0 和 0 表示。我们记 

{ }: : 0r r+ = ∈ ≥  。设 S Y⊆ ：(i) S 称为一个凸集当且仅当对任意的 1 2,s s S∈ 和 [ ]0,1λ∈ ，有 

( )1 21s s Sλ λ+ − ∈ ；(ii) S 称为一个锥当且仅当对任意的 s S∈ 和 λ +∈ ，有 s Sλ ∈ ；(iii) S 称为点的当

且仅当 ( ) { }S S∩ − = 0 ；(iv) S 称为非平凡的当且仅当 { }S ≠ 0 和 S Y≠ 。 
设 K Y∅ ≠ ⊆ ， K 的锥包 coneK 、代数内部 corK 和向量闭包 vclK 分别定义为： 

{ }cone : : 0, ,K k k Kα α= ≥ ∈  

[ ]{ }cor : : , 0, 0, ,K x K d Y x d Kα β α β= ∈ ∀ ∈ ∃ > ∀ ∈ + ∈  

和 

] ]{ }vcl : : , 0, 0, , .K x Y d Y x d Kα β α β= ∈ ∃ ∈ ∀ > ∃ ∈ + ∈  

设 K Y∅ ≠ ⊆ ，(i) 如果 vclK K= ，则称 K 是向量闭的；(ii) 如果 corK K= ，则称 K 是代数开的。从

现在开始，我们假设C 是Y 中代数内部非空的点的向量闭凸锥。C 的代数对偶锥和严格代数对偶锥分别

定义为 

{ }* * *: : , 0,C y Y c y c C+ = ∈ ≥ ∀ ∈  

和 

{ }{ }* * *: : , 0, \ ,iC y Y c y c C+ = ∈ > ∀ ∈ 0  

其中， *,c y 为线性连续泛函 *y 在点 c 处的值。 
定义 2.1 [10] 设C 是Y 中代数内部非空的点的向量闭凸锥， E 是Y 中的非空子集。如果有 E∉0 且

E C E+ = ，则称 E 是相对于C 的改进集。Y 中所有相对于C 的改进集构成的集合记为 CL 。 
在本节中，我们假设 CE∈L ，M 是Y 中的一个非空子集。我们在一般线性空间中利用改进集 E 引入

两种 Benson 真有效点。 
定义 2.2 设 m M∈ ，如果有 

( ) ( ) { }vclcone ,M E m C+ − ∩ − = 0  

则称 m 是集合 M 的 I 型 E-Benson 真有效点。 ( ) ( )BS,I
EO M 表示所有 M 的 I 型 E-Benson 真有效点构成

的集合。 
定义 2.3 设m M∈ ，如果有 

( ) ( )vclcone ,M C m E+ − ∩ − =∅  

则称 m 是集合 M 的 II 型 E-Benson 真有效点。 ( ) ( )BS,II
EO M 表示所有 M 的 II 型 E-Benson 真有效点构

成的集合。 
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注 2.1 如果Y 是实拓扑向量空间， { }\E C= 0 ，则定义 2.3 退化为文献[11]中的 Benson 真有效点。 

3. II 型 E-Benson 真有效解 

设 A 是 X 的非空子集， :F A Y 是 A 上的集值映射。现在我们考虑下列集值优化问题(简称 SVOP)： 

( )min
,

F x
x S




∈
                                   (SVOP) 

其中，可行集 S A⊆ ，我们记 ( ) ( ):
x S

F S F x
∈

=


。 

定义 3.1 设 x S∈ ， ( )y F x∈ 。如果 ( )( ) ( ) { }vclcone F S E y C+ − ∩ − = 0 ，则称 x 为(SVOP)的 I 型 E-
Benson 真有效解。 ( ),x y 被称为(SVOP)的 I 型 E-Benson 真有效元。 

下面给出一个例子描述定义 3.1。 
例 3.1 设 2:X Y= =  ， ( ){ }2

1 2 1 2 1 2: , : 0, 0, 1E y y y y y y= ∈ ≥ ≥ + ≥ ， 2:C +=  和 [ ] [ ]: 0,1 1,0S A= = × − 。

对任意 ( )1 2,x x x A= ∈ ，定义集值映射 :F A Y 如下： 

( ) ( ){ } ( )2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2, : 0 , 0, 0 , .F x y y y x x y y y x x x A= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ + ≤ ∀ = ∈  

易知 CE∈L 且 ( ) ( ){ }2
1 2 1 2 1 2, : 0 1, 1 0, 0F S y y y y y y= ∈ ≤ ≤ − ≤ ≤ + ≤ 。设 ( )1, 1x S= − ∈ 和 

( ) ( )0,0y F x= ∈ ，则 ( )( ) ( ) { }vclcone F S E y C+ − ∩ − = 0 。此时，( ),x y 是(SVOP)的 I 型 E-Benson 真有效

元。 
定义 3.2 设 x S∈ ， ( )y F x∈ 。如果 ( )( ) ( )vclcone F S C y E+ − ∩ − =∅，则称 x 为(SVOP)的 II 型 E-

Benson 真有效解。 ( ),x y 被称为(SVOP)的 II 型 E-Benson 真有效元。 
下面给出一个例子描述定义 3.2。 
例 3.2 让 2:X Y= =  ， ( ){ }2

1 2 1 2: , : 1, 1E y y y y= ∈ ≥ ≥  2:C +=  和 [ ] [ ]: 1,0 0,1S A= = − × 。对任意

( )1 2,x x x A= ∈ ，我们定义集值映射 :F A Y 如下： 

( ) ( ) ( ) [ ] [ ]{ } ( )2
1 2 1 2 1 2 1 2, : , 0, 0, , , .F x y y y y x x x x x A= ∈ ∈ − × ∀ = ∈  

易知 CE∈L 且 ( ) ( ){ }2
1 2 1 2, : 0 1,0 1F S y y y y= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ 。设 ( )1,0x S= − ∈ 和 ( ) ( )0,0y F x= ∈ ，由

( )( ) 2vclcone F S C y ++ − =  ，可得 ( )( ) ( )vclcone F S C y E+ − ∩ − =∅。此时， ( ),x y 是(SVOP)的 II 型 E-
Benson 真有效元。 

4. 非线性标量化 

设 ( ),Y ⋅ 为实赋范线性空间且 iC+ ≠ ∅，引入以下锥： 

( ) ( ){ }* * *, : 0,a iC y C y y y y Cα α+
+= ∈ × − ≥ ∀ ∈  

和 

( ) ( ) { }{ }# * *, : 0, \ ,a iC y C y y y y Cα α+
+= ∈ × − > ∀ ∈ 0  

其中 { }* * \y Y∈ 0 。设α +∈ ，定义函数 ( )* ,
:

y
g Y

α
→如下： 

( ) ( ) ( )*
*

,
, .

y
g y y y y y Y

α
α= + ∀ ∈  

设 ( ) { }( )* *, \y Yα +∈ ×0 ，我们考虑以下非线性标量化问题 
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( ) ( )

( )

* ,
min

.

y
g y

y F S

α



∈
                                 (NSP) 

定义 4.1 设 x S∈ 和 ( )y F x∈ ，如果对于任意的 ( )y F S∈ 有 ( ) ( ) ( ) ( )* *, ,y y
g y g y

α α
≤ 成立，则称 x 为

(NSP)的最优解， ( ),x y 被称为(NSP)的最优元。 
定理 4.1 设 x S∈ ， ( )y F x∈ ， CE∈L ，E 是代数开集，并且 ( ),x y 是(NSP)的最优元。如果 

( ) ( ) #* *, cone aay C Eα ∈ ∩ ，那么 ( ),x y 是(SVOP)的一个 II 型 E-Benson 真有效元。 
证明 假设 ( ),x y 不是(SVOP)的一个 II 型 E-Benson 真有效元，则有 

( )( ) ( )vclcone .F S C y E+ − ∩ − ≠ ∅  

由于 E 是代数开集，有 corE E= ，那么存在 ( )( ) ( )vclcone cord F S C y E≠ ∈ + − ∩ −0 。由 
( )( )vclconed F S C y∈ + − 可得，存在 1h Y∈ ，对任意 1 0> ，存在 ] ]1 10,t ∈  ，使得 

( )( )1 1 cone .d t h F S C y+ ∈ + −  

由 cord E∈− 且 E∉0 可得，对任意 2h Y∈ ，存在 2 0> ，对任意 [ ]2 20,t ∈  ，使得 

2 2 .d t h E≠ + ∈−0  

令 2 1:h h= ， 1 2:=  和 2 1:t t= ，我们有 

( )( ) ( )1 1 2 20 cone .d t h d t h F S C y E≠ + = + ∈ + − ∩ −  

一方面，由 ( )( )1 1 coned t h F S C y+ ∈ + − 可知，存在 0λ > ， ( )1y F S∈ 和 1 1c C∈ ，使得 

( )1 1 1 1 .d t h y c yλ+ = + −  

由于 ( )* *, ay Cα ∈ ，则 

( )* 0, .y c c c Cα− ≥ ∀ ∈                                 (1) 

再由 ( ),x y 是(NSP)的最优元，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *, ,
, ,

y y
g y g y y F S

α α
≥ ∀ ∈  

即有 

( ) ( ) ( )* * , .y y y y y y y F Sα α+ ≥ + ∀ ∈  

因此， 

( ) ( ) ( )* 0, .y y y y y y F Sα− + − ≥ ∀ ∈                          (2) 

由(1)和(2)，得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )
( ) ( )( )

1 1 1 1, ,

*
1 1 1 1

* *
1 1 1 1

0.

y y
g d t h g y c y

y y c y y c y

y y y y y y c c

α α
λ

λ α λ

λ α α

∗ ∗+ = + −

= + − + + −

≥ − + − + −

≥

                 (3) 

另一方面，由 ( ) ( ) #*, cone ay Eα ∈ ， 2 2 coned t h E E+ ∈− ⊆ − 且 0 E∉ ，得到 
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( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

* *1 1 2 2, ,

*
2 2 2 2

*
2 2 2 2

0,

y y
g d t h g d t h

y d t h d t h

y d t h d t h

α α

α

α

+ = +

= + + +

= − − − − − −

<

 

这与(3)矛盾。因此， ( ),x y 是(SVOP)的一个 II 型 E-Benson 真有效元。 
下面通过一个例子说明定理 4.1。 
例 4.1 令 ( ) ( )2

2, ,Y ⋅ = ⋅ ， 2X =  ， ( ){ }2
1 2 1 2: , : 1, 1E y y y y= ∈ > > ，集合C 、S 、A 和集值映射

:F A Y 参见例 3.2。易知 CE∈L 。设 ( ) ( )( ) { }* 2, 1, 2 ,1 \ 0y α += ∈ ×  ， ( )1,0x S= − ∈ 和 ( ) ( )0,0y F x= ∈ ，

由 

( ) ( ) ( ) ( )*
2 2

1 2 1 2 1 2,
2 0, , ,

y
g y y y y y y y y F S

α
= + + + ≥ ∀ = ∈  

可知 x 为(NSP)的最优解， ( ),x y 是(NSP)的最优元。 
由于 ( )1,2 iC+∈ 且 

( ) ( )* 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 22 2 0, ,y y y y y y y y y y y y y y y Cα− = + − + = + − + + ≥ ∀ = ∈  

我们得到 ( )( ) *1, 2 ,1 aC∈ 。此外，由 { }2cone cor 0E += ∪ 可知 ( )( ) ( )1,2 ,1 cone iE +
+∈ × 。再有 

( ) ( ) { }* 2 2
1 2 1 2 1 22 2 0, , cone \ 0 ,y y y y y y y y y y Eα− = + − + ≥ ∀ = ∈  

可得 ( )( ) ( ) #1, 2 ,1 cone aE∈ ，从而有 ( ) ( )( ) ( ) #* *, 1, 2 ,1 cone aay C Eα = ∈ ∩ 。这样，定理 4.1 中的所有条件

都得到满足。此时，由 ( )( ) 2vclcone F S C y ++ − =  ，可得 ( )( ) ( )vclcone F S C y E+ − ∩ − =∅，即 ( ),x y 是

(SVOP)的一个 II 型 E-Benson 真有效元。 
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