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摘  要 

一般线性微分方程组解的结构都是从齐次微分方程组的基解矩阵出发得到相应非齐次微分方程组的基本

解组。本文主要讨论了从非齐次微分方程的基本解组如何构造对应齐次微分方程的基本解组。 
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Abstract 
Under the conventional framework of linear differential equation systems, the structure of solu-
tions is typically derived from the fundamental solution matrix of the homogeneous system to ob-
tain the general solution of the corresponding nonhomogeneous system. This paper, however, fo-
cuses on the reverse direction: constructing the fundamental solution set of the homogeneous equa-
tion from a known fundamental solution set of the nonhomogeneous system. 
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1. 引言 

线性微分方程组在数学、物理、工程等领域具有广泛应用。与线性代数中的线性代数方程组类似[1]，
线性微分方程组也可分为齐次与非齐次两类。一般地，通过对应齐次方程组解的结构的描述，可以得到

对应非齐次方程的解的结构。在文献[2]中作者回答了如何利用非齐次线性代数方程的解的结构来刻画齐

次线性代数方程的解的结构。那么，这里的问题是，如何通过非齐次微分方程组解的结构来刻画齐次微

分方程解的结构。在传统的教学中，学生习惯于“齐次到非齐次”的单向推导，然而逆向的视角“非齐

次到齐次”这一探索性问题能够引导学生发现仿射空间的几何图像，从而将线性代数与微分方程进行深

度融合。 

2. 预备知识 

考虑如下齐次线性微分方程组 

( ) ( ) ( )x t A t x t′ =                                    ( (1) 

与非齐次线性微分方程 

( ) ( ) ( ) ( )x t A t x t f t=′ +                                  (2) 

其中 ( )A t 是 n n× 的连续矩阵函数， ( )f t 是连续向量函数， ( )x t 是未知向量函数。 
记微分方程组(1)与(2)的解集分别为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }| ,x t x t A t x t′Γ ≡ =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 | .x t x t A t x t f tΓ ≡ = +′  

一般的《常微分方程》的教材中针对微分方程组(1)与(2)的通解结构，有如下结论。 
定理 1 [3] (齐次线性微分方程组的通解结构) 如果 ( ) ( ) ( )1 2, , , nt t tϕ ϕ ϕ 为齐次线性方程组的线性无

关的解，相应的基解矩阵为 ( )tΦ ，则齐次线性微分方程组(1)的任一解 ( )tϕ 均可表示 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 n nt c t c t c tϕ ϕ ϕ ϕ= + + +  

或者 

( ) ( )t t cϕ = Φ  

其中 1 2, , , nc c c 是任意常数， c是由其构成的 n 维常数向量。 
注 1：集合Γ是线性空间，且维数为 n 。 
对于非齐次线性微分方程组(2)有如下基本性质。 
性质 1 如果 ( )tϕ 是(1)的解， ( )tψ 是(2)的解，则 ( ) ( )t tϕ ψ+ 是(2)的解。 
性质 2 如果 ( ) ( )0,t tψ ψ 是(2)的两个解，则 ( ) ( )0t tψ ψ− 是(1)的解。 
基于这两个基本性质有非齐次线性微分方程组的通解的结构。 
定理 2 (非齐次线性微分方程组的通解结构) 如果 ( ) ( ) ( )1 2, , , nt t tϕ ϕ ϕ 为齐次线性方程组的线性无关

的解， ( )0 tψ 是非齐次线性微分方程组(2)的某一解，则(2)的任一解 ( )tψ 均可表示为 
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( ) ( ) ( )0t t tψ ϕ ψ= +  

其中 ( )tϕ 是(1)的某一解。 
即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 0n nt c t c t c t tψ ϕ ϕ ϕ ψ= + + + +  

或 

( ) ( ) ( )0t t c tψ ψ= Φ +  

其中 1 2, , , nc c c 是任意常数， c是由其构成的 n 维常数向量。 

3. 主要结果 

为了方便约定： ( ) ( ) ( )1 2, , , nt t tϕ ϕ ϕ 为齐次线性微分方程组(1)的基本解组，即向量组 

( ) ( ) ( )1 2, , , nt t tϕ ϕ ϕ 满足线性微分方程组(1)且线性无关。另外约定 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2, , , , mt t t tψ ψ ψ ψ 为非齐次

线性微分方程组(2)的 1m + 个线性无关的解。那么有如下重要结果。 
命题 1 函数向量组 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 0, , , ,nt t t tϕ ϕ ϕ ψ 线性无关。 
证：采用反证法。假设向量函数 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 0, , , ,nt t t tϕ ϕ ϕ ψ 线性相关，则存在不全为零的一组数 

1 2, , , ,nk k k k 使得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 0 0n nk t k t k t k tϕ ϕ ϕ ψ+ + + + =  

事实上 0k ≠ 。否则存在不全为零的常数 1 2, , , nk k k 使得 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 0,n nk t k t k tϕ ϕ ϕ+ + + =  

矛盾。得证。 
命题 2 函数向量组 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 0 0, , , mt t t t t tψ ψ ψ ψ ψ ψ− − − 线性无关。 
证：假设存在不全为零的一组数 1 2, , , mk k k 使得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 0 2 2 0 0 0,m mk t t k t t k t tψ ψ ψ ψ ψ ψ− + − + + − =  

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 1 2 2 0.m m mk k t k t k t k tψ ψ ψ ψ− + + + + + + =   

由函数向量组 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2, , , , mt t t tψ ψ ψ ψ 的线性无关性可得 1 2 0mk k k= = = = 。从而得证。 
命题 3 函数向量组 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 0 0 0, , , ,nt t t t t t tϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ψ+ + + 线性无关，是非齐次线性方程组

(2)的解集 0Γ 的极大线性无关组。 
证：首先证明向量组函数 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 0 0 0, , , ,nt t t t t t tϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ψ+ + + 线性无关。采用反证法。

假设存在常数 1 2, , , nk k k 使得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 0 2 2 0 0 0 0,n nk t t k t t k t t k tϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ψ+ + + + + + + =  

则有 1 2 0nk k k k+ + + + = 。若不然有 

( ) ( ) ( )

( )

1 2
0 1 2

1 2 1 2

1 2

,

n n

n
n

n

k kt t t
k k k k k k k k

k t
k k k k

ψ ϕ ϕ

ϕ

−
= −

+ + + + + + + +

− −
+ + + +

 





 

则 ( ) ( ) ( )0 1, , , nt t tψ ϕ ϕ 线性相关，这与命题 1 矛盾。因此有 
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( ) ( ) ( )1 1 2 2 0,n nk t k t k tϕ ϕ ϕ+ + + =  

从而 

1 2 0.nk k k k= = = = 且  

从而证明了向量组函数 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 0 0 0, , , ,nt t t t t t tϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ψ+ + + 线性无关。 
另一方面，假设非齐次方程组(2)存在 2n + 个线性无关的解 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 1, , , , nt t t tψ ψ ψ ψ + ，则由命题 2

可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 0 0 1 0, , , ,n nt t t t t t t tψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ+− − − −  

是齐次方程组(1)的 1n + 个线性无关的解，这与定理 1 矛盾。综上得证。 
基于命题 3 可以定义非齐次线性方程(2)的基本解组。 
定义 1 非齐次系统的基本解组是指其解集 0Γ 中 1n + 个线性无关的解。 
注 2：非齐次系统的解集 0Γ 是维数为 1n + 的仿射空间，即是由其齐次方程解空间(线性空间)平移而

成。 
命题 4 设函数向量组 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2, , , , nt t t tψ ψ ψ ψ 是非齐次方程组(2)的 1n + 个线性无关的解，即基本

解组，则可得到其解集 0Γ 的刻画 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 2 2 0
0

| 1n n i
i

n
t k t k t k t k t kψ ψ ψ ψ ψ

=

 = + + + + = = Γ 
 

∑  

其中 0 1 2, , , , nk k k k 为常数。 
证：设 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2, , , , nt t t tψ ψ ψ ψ 是非齐次方程组(2)的 1n + 个线性无关的解，且 ( )tψ 是非齐次微分

方程组(2)的任意解，则由命题 2 可知存在常数 0 1 2, , , , nk k k k 使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 2 2 .n nt k t k t k t k tψ ψ ψ ψ ψ= + + + +  

由于 ( ) , 0, ,i t i nψ =  是非齐次方程组(2)的解，因此 

( ) ( ) ( ) ( ) , 0,1, , .i i i i ik t A t k t k f t i nψ ψ′ = + =   

将上述 1n + 个方程相加可得 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

,i i i i
i

n n

i
i

n

i
k t A t k t k f tψ ψ

= = =

′ = +∑ ∑ ∑  

即

 
( ) ( ) ( ) ( )

0
.i

n

i
t A t t k f tψ ψ

=

 ′  
 

= + ∑  

而 ( )tψ 是非齐次微分方程组(2)的解，从而
0

1i
i

n
k

=

=∑ 。因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 2 2 0
0

| 1 .n n i
i

n
t k t k t k t k t kψ ψ ψ ψ ψ

=

 = + + + + = ⊃ Γ 
 

∑  

另一方面设方程组(2)的任意解 ( )tψ 满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 2 2 ,n nt k t k t k t k tψ ψ ψ ψ ψ= + + + +  

其中 0 1 2, , , , nk k k k 为常数并且
0

1i
i

n
k

=

=∑ 。显然 ( )tψ 满足非齐次微分方程组(2)，即 ( ) 0tψ ∈Γ ，从而 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 2 2 0
0

| 1 .n n i
i

n
t k t k t k t k t kψ ψ ψ ψ ψ

=

 = + + + + = ⊂ Γ 
 

∑  

得证。

 命题 5 设函数向量组 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2, , , , nt t t tψ ψ ψ ψ 是非齐次次方程组(2)的 1n + 个线性无关的解，则

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 0 0, , , nt t t t t tψ ψ ψ ψ ψ ψ− − − 为齐次方程组(1)的基本解组，且对于方程组(1)的任意解 ( )tϕ
存在一组常数 1, , nc c 使得 

( ) ( ) ( )( )
1

.
n

i n
i

it c t tϕ ψ ψ
=

= −∑  

证：设 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2, , , , nt t t tψ ψ ψ ψ 是非齐次方程组(2)的 1n + 个线性无关的解，由定理 1 及命题 2 可

知函数向量组 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 0 0, , , nt t t t t tψ ψ ψ ψ ψ ψ− − − 为齐次线性方程(1)的基本解组，且对(1)的任意

解存在一组常数 1, , nc c 使得： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 0 2 2 0 0 ,n nt c t t c t t c t tϕ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= − + − + + −  

从而得证。 

4. 结论 

本文从线性代数的视角出发，系统分析了齐次与非齐次线性微分方程组解的结构的关系，尤其是总结

出非齐次方程解集的三个重要特征：1) 任意两个解的差是对应齐次方程的解；2) 解集的“维度”比齐次

方程高一维；3) 任意 1n + 个线性无关解的线性组合可以表示所有解。基于这些特征本文给出了依据非齐

次微分方程组的基本解组构造齐次微分方程基本解组的方法。这一研究不仅丰富了微分方程的教学内容，

加深了学生对于解空间几何结构的认识，也为线性代数与微分方程的融合教学提供了新的路径。 
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