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摘  要 

设 H H H1 2 3, , 为无穷维复可分Hilbert空间。对给定关系 ( )A H1∈ ， ( )B H2∈ ， ( )C H3∈ ，

构造三阶上三角关系矩阵 D E F

A D E
M B F

C
, , 0

0 0

 
 =  
 
 

。本文从值域的稠密性角度出发，对有界线性算子的点谱

进行进一步分类，将其划分为两类点谱。并利用分析方法给出了三阶上三角关系矩阵 D E FM , , 的谱，点谱

和两类点谱的性质，得到了与算子矩阵不同的结果，最后用例子证明了结果的准确性。 
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Abstract 
Let H H H1 2 3, ,  be infinite-dimensional complex separable Hilbert spaces. For given linear rela-
tions ( )A H1∈ , ( )B H2∈ , ( )C H3∈ , define the third-order upper triangular re-

lation matrix D E F

A D E
M B F

C
, , 0

0 0

 
 =  
 
 

. Based on the density of the range, this paper further classifies 

the point spectrum of bounded linear operators into type-1 and type-2 point spectrum. Using ana-
lytical methods, the properties of the spectrum, the point spectrum, and the two types of point spec-
trum of the third-order upper triangular relation matrix D E FM , , are obtained, yielding results that 
differ from those for operator matrices. Finally, examples are provided to verify the correctness of 
the results.  
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1. 引言 

自算子理论确立以来，凭借其坚实的理论基础、严密逻辑及广泛应用前景，已成为数学及相关交叉

学科研究的核心领域。算子谱理论作为其重要分支，系统研究算子的代数结构、拓扑特性及运算规律，

并揭示线性与非线性系统的稳定性、能量传递与演化机制，为理论研究、方法创新及应用实践提供了支

撑。在基础数学领域，算子谱理论为矩阵论、计算数学及泛函分析提供了关键工具；在交叉学科中，它

支撑量子力学、经典物理、工程控制及信号处理等问题，如微分方程特征值求解、振动频率分析及复杂

动态系统的稳定性判定与控制，其理论价值已在实践中得到验证。 
伴随算子理论的发展进一步凸显了线性关系的核心地位。20 世纪中期，Von Neumann 在文献[1]研究

非稠定微分算子的共轭问题时首次提出线性关系概念，但研究仍停留于概念阶段。随后，R. Arens 在文献

[2]给出了严格定义，并系统论述了伴随关系的基本性质，为后续理论发展奠定基础。R. Cross 与 D. Wilcox
在文献[3]和文献[4]深入分析线性关系的代数特性，提出正规线性关系概念，并完善伴随理论。2009 年，

A. Sandovici 与 D. Snoo 在文献[5]通过严密推导验证两个线性关系乘积指标的核心结论，进一步丰富理论

体系。2012 年，Y. M. Shi 在文献[6]将经典 Glazman-Krein-Naimark 理论推广至 Hermite 线性关系，有效

拓宽了线性关系的研究领域与应用范围。 
过去几十年里，学者们关注 2 × 2 上三角算子矩阵的各种谱，1994 年，H. K. Du 和 J. Pan 在文献[7]

中上三角算子矩阵 cM 进行了研究，得到如下性质 

( ) ( ) ( )DM A Bσ σ σ⊂ ∪ ，对任意的 ( ),D K H∈ 都成立， 

阿拉坦仓等人在文[8]中利用 ,A B 的一类点谱和一类剩余谱给出了 Hilbert 空间中算子矩阵 DM 谱的

刻画并得到 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1 ,1(D p rA B M A Bσ σ σ σ σ∪ = ∪ ∩ , 

文献[9]指出对任意的 ( )2 1,D H H∈ 有 

( ) ( ) ( )DA B M Mσ σ σ∪ = ∪ , 

H. M. Rashid 在文献[10]中研究了 Banach 空间中算子矩阵 DM 的 Weyl 谱，证明了 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )*
DA B M S A S Bω ω ωσ σ σ∪ = ∪ ∩ , 

缺项算子矩阵是一类具有未知算子块的算子矩阵，其谱补问题研究的是缺失算子块对该类算子矩阵

谱的影响。一般而言，缺项算子矩阵的谱补问题主要包含两个方面的内容：其一是缺项算子矩阵的谱扰

动，其二是缺项算子矩阵的可能谱。总体来看，国外关于上三角算子矩阵谱理论的研究起步较早，研究

内容主要集中在谱扰动和谱性质等基础问题。算子稠定性被认为是伴随算子理论的基础条件，非稠定算

子可能导致伴随算子多值化，从而增加运算不确定性，影响理论推导与数值计算。单值线性算子与多值

线性算子共同构成线性关系，理论上可视为单值算子的多值推广，为算子理论体系的完善及跨学科应用

提供坚实基础。 
在上三角关系矩阵研究方面，文献[11]系统研究了二阶上三角关系矩阵的 Fredholm 性；文献[12]探讨

了其谱、点谱、连续谱及剩余谱的扰动问题，并分析矩阵点谱与内部元素点谱的对应关系。文献[13]进一

步补充了二阶上三角关系矩阵 Fredholm 性的理论；文献[14]结合谱扰动分析，探讨点谱与内部元素点谱

的关联；文献[15]研究了二阶上三角关系矩阵两类点谱及两类剩余谱的基本性质。在此基础上，本文采用

分析方法，对三阶上三角关系矩阵的谱结构进行研究，阐明了其谱、点谱及两类点谱与对角算子对应谱

并集之间的关系。 
综上所述，现有关于上三角关系矩阵的研究已经涉及谱、本质谱、点谱、剩余谱、值域、闭值域谱、

Fredholm 性质和 Weyl 性质等多个方面，并逐步形成了由上三角算子矩阵向上三角关系矩阵推广的研究

脉络。已有研究不仅丰富了线性关系框架下的矩阵理论，也为进一步研究更一般上三角关系矩阵的谱性

质及其刻画奠定了基础。然而，从整体上看，关于更一般上三角关系矩阵的系统研究仍有待进一步深化，

尤其是在谱刻画、扰动稳定性及不同性质之间的内在联系方面，仍具有较大的研究空间。 
下面介绍本文中所涉及的基本概念及主要符号。 
定义 1.1 设 1 2 3, ,H H H 为无穷维复可分 Hilbert 空间。关系 1 2:T H H→ 指一种对应法则，它将定义域

( ) 1dom T H⊆ (且 ( )dom T ≠ ∅ )中的元素映射到 2H 的某个非空子集。若对任意 ( )1 2, domx x T∈ 以及任意不

全为零的标量 ,α β ，都有 

( ) ( ) ( )1 2 1 2T x x T x T xα β α β+ = + , 

则称T 为线性关系。记 ( ),i jH H 为从 iH 到 jH 的所有线性关系组成的集合，其中 ( ),i iH H 简

记为 ( )iH 。进一步地，记 ( ),i jH H 为所有从 iH 到 jH 的有界线性关系之集， ( ),i jH H 为所有

从 iH 到 jH 的有界闭线性关系之集，其中， { }, 1, 2,3i j∈ 。 
定义 1.2 设 ( )1 2,T H H∈ 。定义 ( ) ( ){ }ker dom : 0T x T Tx T= ∈ = 称为关系T 的零空间；同时记

( )( )ran domT T T= 称为关系T 的值域。 
定义 1.3 设 ( )1 2,T H H∈ ，记 ( ) { }: ,T Tρ λ λ= ∈ − 是单的 值域闭且稠 ，称集合 ( )Tρ 为算子T

的预解集，其中每个元素 λ 称为T 的正则值。由闭图像定理可以得到：当且仅当算子T λ− 在整个空间 X
上存在有界逆算子时， ( )Tλ ρ∈ 。进一步定义 

( ) ( )\T Tσ ρ=   
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并称其为算子T 的谱。 
定义 1.4 若 ( )1 2,T H H∈ 并存在算子 A 满足条件T A T T= + − 且 dom domA T= ，则称 A 为算子T

的一个选择。此时对任意 domx T∈ ，都有 ( ) ( )0T T x T− = ，因此可以把T T− 理解为一个常值线性关系。 
此外，当 A 是T 的一个选择时，对任意 domx T∈ 有 

( )0Tx Ax T= + . 

由上述关系可知，算子T 的谱 ( )Tσ 可以分解为三个互不相交的组成部分， 

( ) ( ) ( ) ( )p r cT T T Tσ σ σ σ= ∪ ∪ , 

其中集合 

( ) { }:p T Tσ λ λ= ∈ − 不是单射 , 

( ) ( ){ }1: , ranr T T T Hσ λ λ λ= ∈ − − ≠是单射 , 

( ) ( ) ( ){ }1: , ran ranc T T T H Tσ λ λ λ λ= ∈ − − = ≠ −是单射 . 

分别为T 的点谱，剩余谱和连续谱。 
定义 1.5 设 ( )1 2,T H H∈ ，基于 ranT 的闭性，将关系的点谱细分为1,2 -类点谱，即 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }1 ,2: ran , : ranp p p pT T T X T T T Xσ λ σ λ σ λ σ λ= ∈ − = = ∈ − ≠，  

并有 

( ) ( ){ }1: ranco T T Hρ λ λ= ∈ − = , 

( ) ( ){ }1: ranco T T Hσ λ λ= ∈ − ≠ , 

( ) ( ){ }1: ranT T Hδσ λ λ= ∈ − ≠ , 

( ) { }:in T Tρ λ λ= ∈ − 是单射 . 

2. 辅助引理
 

引理 2.1 [3] 设T 是 Hilbert 空间上的线性关系，则 
(i) T 闭的当且仅当 1T − 是闭的； 
(ii) 若T 闭的当且仅当 ( )0T 是闭的。 

引理 2.2 [3] 设 ( )1T H∈ ，若 ( )0T 是闭的，则 kerT 是闭的。 
引理 2.3 [16] 设 ( )1T H∈ ， ranT 是不闭，则存在无穷维闭子空间 ranM T⊆ 使得 { }ran 0M T∩ = 且

ran ranM T T+ = 。 
引理 2.4 [3] 设 ( )1T H∈ ，则 

(i) T 是左可逆关系当且仅当T 是单的，且 ranT 是闭的； 
(ii) T 是右可逆关系当且仅当T 是满的。 

引理 2.5 [3] 设 ( )1T H∈ ，若 ( )U H∈ 和 ( )V H∈ ，则 
(i) ranUT 闭当且仅当 ranT 闭; 
(ii) ranTV 闭当且仅当 ranT 闭。 

下面的引理 2.6 和 2.7 的证明是显然的，不再赘述。 
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引理 2.6 设 ( )1A H∈ ， ( )2B H∈ ， ( )3C H∈ 为给定的关系，则对任意 ( )2 1,D H H∈ ，

( )3 1,E H H∈ ， ( )3 2,F H H∈ 均有 ( ), ,in D E FMλ ρ∈ 充要条件为 ( ) ( ) ( )in in inA B Cλ ρ ρ ρ∈ ∩ ∩ 。 
引理 2.7 设 ( )1A H∈ ， ( )2B H∈ ， ( )3C H∈ 为给定的关系，则对任意 ( )2 1,D H H∈ ，

( )3 1,E H H∈ ， ( )3 2,F H H∈ 均有 ( ), ,co D E FMλ ρ∈ 充要条件为 ( ) ( ) ( )co co coA B Cλ ρ ρ ρ∈ ∩ ∩ 。 
引理 2.8 [14] 设 ( )1T H∈ ，则对任意的 domx T∈ 有

( )0T
P Tx Tx⊥ = ，并且

( )0T
P T T⊥ = 。 

3. 主要定理及其证明 

定理 1 设 ( )1A H∈ ， ( )2B H∈ ， ( )3C H∈ 为给定的关系，对任意的 ( )2 1,D H H∈ ，

( )3 1,E H H∈ ， ( )3 2,F H H∈ 都有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

, , : 0 0 ran 0

: 0 ran 0 .
p D E F p p pM A B C D E A I A

F B I B

σ σ σ σ λ λ

λ λ

⊆ ∪ ∪ ∪ ∈ ∩ ∩ −

∪ ∈ ∩ −








 

且有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ } ( ), ,

: 0 0 ran 0

: 0 ran 0 .
p p

p D E F

A B D E A I A

F B I B M

σ σ λ λ

λ λ σ

∪ ∪ ∈ ∩ ∩ −

∪ ∈ ∩ − ⊆


 

证明 先证明左端包含右端，我们采用反证法。设 

( ) ( ) ( ) ( ){ ( ): 0 0p p pA B C D Eλ σ σ σ λ∉ ∪ ∪ ∪ ∈ ∩ ∩  

( ) ( )} ( ) ( ) ( ){ }ran 0 : 0 ran 0A I A F B I Bλ λ λ− ∪ ∈ ∩ −   ，则 ( ) ( ) ( )in in inA B Cλ ρ ρ ρ∈ ∩ ∩ ，且有 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 ran 0D E A I Aλ∩ ∩ − ⊆ , ( ) ( ) ( )0 ran 0F B I Bλ∩ − ⊆ , 

设 ( ) ( )1 2 3 , ,, , ker D E Fx x x M Iλ∈ − 。因为 ( )in Cλ ρ∈ ，所以 3 0x = ，进而有 ( ) ( )20 0B I x Fλ∈ − + ，因此

( ) ( ) ( )0 ran 0F B I Bλ∩ − ⊆ 蕴含着 ( ) { }2 ker 0x B Iλ∈ − = ，同理有， ( ) ( ) ( )10 0 0A I x D Eλ∈ − + + ，因此

( ) ( ) ( ) ( )0 0 ran 0D E A I Aλ∩ ∩ − ⊆ 蕴含着 ( ) { }1 ker 0x A Iλ∈ − = ，故 , ,D E FM Iλ− 是单的，于是得到， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

, , : 0 0 ran 0

: 0 ran 0 .
p D E F p p pM A B C D E A I A

F B I B

σ σ σ σ λ λ

λ λ

⊆ ∪ ∪ ∪ ∈ ∩ ∩ −

∪ ∈ ∩ −








 

其次要证 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ } ( ), ,

: 0 0 ran 0

: 0 ran 0 .
p p

p D E F

A B D E A I A

F B I B M

σ σ λ λ

λ λ σ

∪ ∪ ∈ ∩ ∩ −

∪ ∈ ∩ − ⊆


 

注意到 ( ) ( ) ( ), ,p p p D E FA B Mσ σ σ∪ ⊆ 。设 ( ) ( ) ( ) ( ){ }: 0 0 ran 0D E A I Aλ λ λ∈ ∈ ∩ ∩ −  ，且 

( ) ( ) ( ){ }: 0 ran 0F B I Bλ λ λ∈ ∈ ∩ −  ，则存在 ( )1 0x A∉ ， ( )2 0x B∉ 使得 

( ) ( ) ( )1 0 0 rany D E A Iλ∈ ∩ ∩ − , ( ) ( )2 0 rany F B Iλ∈ ∩ − . 

这意味着存在 10 domx A≠ ∈ ， 20 domx B≠ ∈ 。使得 ( )1 1y A I xλ∈ − ， ( )2 2y B I xλ∈ − 。所以 

( ) ( )T
1 2 , ,, ,0 ker D E Fx x M Iλ∈ − ，进而 ( ), ,p D E FMλ σ∈ 。 

另外，若 ( ) ( )0 0D A⊆ ， ( ) ( )0 0E A⊆ ， ( ) ( )0 0F B⊆ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }: 0 0 ran 0 : 0 ran 0D E A I A F B I Bλ λ λ λ∈ ∩ ∩ − = ∈ ∩ − =∅   , 

因此， ( ) ( ) ( ) ( ), ,p D E F p p pM A B Cσ σ σ σ⊆ ∪ ∪ 。 
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注 3.1 当矩阵元素均为算子时，关于上三角算子矩阵的点谱、剩余谱和连续谱，在线性关系矩阵情

形，上述谱等式一般不能成立。需要在附加条件下才能得到谱并等式,，其根本原因在于线性关系允许出

现非平凡多值部分，而算子只是满足 { }(0) 0T = 的单值特例。因此，本文定理中出现的 2 3,∆ ∆ 正是关系矩

阵区别于算子矩阵的额外谱项。 
定理 3.2 设 ( )1A H∈ ， ( )2B H∈ ， ( )3C H∈ ， ( )2 1,D H H∈ ， ( )3 1,E H H∈ ，

( )3 2,F H H∈ 为给定的关系，对任意的 ( )2 1,D H H∈ ， ( )3 1,E H H∈ ， ( )3 2,F H H∈ 都有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, ,

, 0 0 , 0 0 , 0 0 ,

\ , 0 0 , 0 0 , 0 0 .
D E F

D E F

M A B C D A E A F B

A B C M D A E A F B

σ σ σ σ

σ σ σ σ

 ⊆ ∪ ∪ ⊆ ⊆ ⊆


∪ ∪ ⊆   
 

证明 记 

1 ( ) ( ) ( )A B Cσ σ σ∆ = ∪ ∪  

{ }2 : (0) (0) ran( ) (0)D E A I Aλ λ∆ = ∈ ∩ ∩ −   

{ }3 : (0) ran( ) (0)F B I Bλ λ∆ = ∈ ∩ −   

由定理 3.1 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){, , : 0p p p p D E F p p pA B C M A B C Dσ σ σ σ σ σ σ λ∪ ∪ ∪ = ∪ ∪ ∪ ∈ ∩  

( ) ( ) ( )} ( ) ( ) ( ){ }0 ran 0 : 0 ran 0E A I A F B I Bλ λ λ∩ − ∪ ∈ ∩ −  。注意到， 

( ) ( ) ( ) ( ), ,D E FM A B Cδ δ δ δσ σ σ σ⊆ ∪ ∪ , 

则有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }

, ,

: 0 0 ran 0

: 0 ran 0 .

D E FA B C M

A B C D E A I A

F B I B

σ σ σ σ

σ σ σ λ λ

λ λ

∪ ∪ ∪

= ∪ ∪ ∪ ∈ ∩ ∩ −

∪ ∈ ∩ −









 

若有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 , 0 0 , 0 0D A E A F B⊆ ⊆ ⊆ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,D E FA B C M A B Cσ σ σ σ σ σ σ∪ ∪ ∪ ⊆ ∪ ∪ , 

则 ( ) ( ) ( ) ( ), ,D E FM A B Cσ σ σ σ⊆ ∪ ∪ 。 
若有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 , 0 0 , 0 0D A E A F B   ，则 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }: : 0 0 ran 0A D E A I Aδλ λ σ λ λ∈ ∉ ⊆ ∈ ∩ ∩ −   , 

同时有 

( ){ } ( ) ( ) ( ){ }: : 0 ran 0B F B I Bδλ λ σ λ λ∈ ∉ ⊆ ∈ ∩ −  , 

进而可得 ( ) ( ) ( ) ( ), ,D E FA B C Mσ σ σ σ∪ ∪ ∪ = ，因此， ( ) ( ) ( ) ( ), ,\ D E FA B C Mσ σ σ σ∪ ∪ ⊆ 。 
注 3.2 定理 3.2 表明，上三角关系矩阵的谱性质不仅依赖对角元 , ,A B C 的谱性质，而且还受到多值

部分包含关系的影响。与经典算子矩阵情形不同。 
定理 3.3 设 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,A H B H C H∈ ∈ ∈   为给定的关系，则对任意 ( )2 1,D H H∈ ，

( )3 1,E H H∈ ， ( )3 2,F H H∈ 都有

 ( ), 2,1 1 3,p D E FMσ ∆⊆ ∪∆ ∪∆  

其中 
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1 ( ) ( ) ( )p p pA B Cσ σ σ∆ = ∪ ∪  

{ }2 : (0) (0) ran( ) (0)D E A I Aλ λ∆ = ∈ ∩ ∩ −   

{ }3 ( ) ( ) ( ) : (0) ran( ) (0)co co coA B C F B I Bλ ρ ρ ρ λ∆ = ∈ ∪ ∪ ∩ −   

证明 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ){: 0 0 ran 0 : 0p p pA B C D E A I A Fλ σ σ σ λ λ λ∉ ∪ ∪ ∪ ∈ ∩ ∩ − ∪ ∈ ∩  

( ) ( )} ( ) ( ) ( )( )ran 0 co co coB I B A B Cλ ρ ρ ρ− ∩ ∪ ∪ ，由定理 2 可知， ( ), ,p D E FMλ σ∉ ，同时由引理 2.7 可

知， ( ), ,co D E FMλ ρ∉ ，则 ( ),1 , ,p D E FMλ σ∉ 。 
注 3.3 定理 3.3 表明, 对于上三角关系矩阵 , ,D E FM 的 (1) −类点谱 ,1 , ,( )p D E FMσ 的性质除受对角元

, ,A B C 的点谱控制外, 还会受到非对角元的多值部分 (0), (0)D E 与相应值域 ran( ), ran( )A Bλ λ− − 之间

的影响, 其中 2 3,∆ ∆ 正反映了多值部分所带来的影响. 
定理 3.4 设 ( )1A H∈ ， ( )2B H∈ ， ( )3C H∈ 为给定的关系，则对任意 ( )2 1,D H H∈ ，

( )3 1,E H H∈ ， ( )3 2,F H H∈ 都有 

,2 , , 1 2 3 4 5( ) .p D E FMσ ⊆ ∆ ∪∆ ∪∆ ∪∆ ∪∆  

其中 

1 ( ) ( ) ( )p p pA B Cσ σ σ∆ = ∪ ∪ ,  

{ }2 : (0) (0) ran( ) (0)D E A I Aλ λ∆ = ∈ ∩ ∩ −  ,  

{ }3 ( ) : (0) ran( ) (0) ,co C F B I Bλ σ λ∆ = ∈ ∩ −   

{ }4 ran( )( ) ( ) : ran ran( ) ,co co B IB C P F B Iλλ σ ρ λ⊥
⊥

−
∆ = ∈ ∩ = −  

{ }5 ran( ) ran( )( ) ( ) ( ) : ran( , ) ran( ) .co co co A I A IA B C P D P E A Iλ λλ σ ρ ρ λ⊥ ⊥
⊥

− −
∆ = ∈ ∩ ∩ = −  

证明 因为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

ran

ran ran

: 0 0 ran 0

: 0 ran 0

: ran ran

: ran , ran ,

p p p

co co co B I

co co co A I A I

A B C D E A I A

F B I B

C B C P F B I

A B C P D P E A I

λ

λ λ

λ σ σ σ λ λ

λ λ

σ λ σ ρ λ

λ σ ρ ρ λ

⊥

⊥ ⊥

⊥

−

⊥

− −

∉ ∪ ∪ ∪ ∈ ∩ ∩ −

∪ ∈ ∩ −

∩ ∪ ∈ ∩ = −

 ∪ ∈ ∩ ∩




= − 
 



 

 

由定理 2.1 可知， ( ), ,p D E FMλ σ∉ ，则当 ( )co Cλ σ∉ 时，显然有 ( ), ,co D E FMλ σ∉ ，当 ( ) ( )co coB Cλ σ ρ∈ ∩

时， , ,D E FM λ− 作为从 ( ) ( )1 3ker kerH B B Hλ λ ⊥⊕ − ⊕ − ⊕ 到 1 2 3H H H⊕ ⊕ 关系均可以写为 

( )
( )

( )

1

11
, ,

2

1

0
0 0
0 0

D E F

A D E
B F

M
F

C

λ
λ

λ

λ

 − 
 − − =  
  − 

, 

因为
( ) ( )

ran
ran ran

B I
P F B I

λ
λ⊥

⊥

−
= − ，所以 ( ), ,co D E FMλ σ∉ 。同时，当 ( ) ( ) ( )co co coA B Cλ σ ρ ρ∈ ∩ ∩ 时， 

, ,D E FM λ− 作为从 ( ) ( ) ( ) ( ) 3ker ker ker kerA A B B Hλ λ λ λ⊥ ⊥− ⊕ − ⊕ − ⊕ − ⊕ 到 1 2 3H H H⊕ ⊕ 关系均可以写

为 
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( )

( )

( )

11

2

1, , 1

2

1

0 0
0
0 0
0 0

D E F

A D E
E

B FM
F

C

λ

λλ

λ

 − 
 
 
 −− =
 
 
 − 

, 

因为
( ) ( )( ) ( )

ran ran
ran , ran

A I A I
P D P E A I

λ λ
λ⊥ ⊥

⊥

− −
= − ，则 ( ), ,co D E FMλ σ∉ 。因此， ( ),2 , ,p D E FMλ σ∉ 。 

注 3.4 定理 3.4 表明，上三角关系矩阵 , ,D E FM 的 (2) −类点谱 ,2 , ,( )p D E FMσ 不仅依赖于对角元 , ,A B C

的点谱性质 , 而且还受到非对角元多值部分与相应值域的影响。特别地，定理中出现的 2 3,∆ ∆ 受

(0), (0), (0)D E F 的影响，当矩阵元均为算子时, 由于 { } { }(0) 0 , (0) 0 .A B= = 可知 2 3 .∆ = ∆ =∅ 当矩阵元推

广为线性关系后，多值部分不再消失。 

4. 例子 

下面举例说明上述结论的正确性。 
例 1 设 2

1 2 3H H H l= = = ，对任意的 ( ) 2
1 2 3, , ,x x x x l= ∈ ，定义关系 ( )2A l∈  ， ( )2B l∈  ，

( )2C l∈  满足 

( ) ( )1 2 3,0,0,0, ,0,0,0, ,0,0,0, 0 ,Ax x x x A= +  

( )1 2 3,0,0, ,0,0, ,0,0, ,Bx x x x=   

( )1 2 3,0, ,0, ,0, .Cx x x x=   

其中 

( ) ( ) ( ){ }2
1 2 3 1 2 30 0, ,0,0,0, ,0,0,0, , : , , , ,A x x x x x x l= ∈   

显然， ( ) ( ) ( )0 p p pA B Cσ σ σ∉ ∪ ∪ ，我们断言， ( )2 1,D H H∈ ， ( )3 1,E H H∈ ， ( )3 2,F H H∈

使得 ( ), ,0 p D E FMσ∈ ，事实上，定义 

( ) ( ) ( ){ }2
1 2 3 4 1 2 30 , ,0,0, , ,0,0, : , , , ,Ex E x x x x x x x l= = ∈   

容易验证 ( ), ,0 p D E FMσ∈ ，由定理 2 知， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

0 : 0 0 ran 0

: 0 ran 0 .
p p pA B C D E A I A

F B I B

σ σ σ λ λ

λ λ

∈ ∪ ∪ ∪ ∈ ∩ ∩ −

∪ ∈ ∩ −






 

因为 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 ran ran 0D E A I A Aλ∩ ∩ − =  , 

所以与定理 2 的结果一致。 
例 2 设 2

1 2 3H H H l= = = ，对任意的 ( ) 2
1 2 3, , ,x x x x l= ∈ ，定义关系 ( )2A l∈  ， ( )2B l∈  ，

( )2C l∈  满足 

( )1 2 3,0,0,0, ,0,0,0, ,0,0,0, ,Ax x x x=   

( ) ( )1 2 30, ,0,0, ,0,0, ,0,0, 0 ,Bx x x x B= +  

( )1 3 50,0,0, ,0,0,0, ,0,0,0, , .Cx x x x=   

其中 
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( ) ( ) ( ){ }2
1 2 3 1 2 30 0, ,0,0,0, ,0,0,0, , : , , , ,B x x x x x x l= ∈   

显然， ( ) ( ) ( )0 p p pA B Cσ σ σ∉ ∪ ∪ ，我们断言， ( )2 1,D H H∈ ， ( )3 1,E H H∈ ， ( )3 2,F H H∈

使得 ( ), ,0 p D E FMσ∈ ，事实上，定义 

( ) ( ) ( ){ }2
1 2 3 4 1 2 30 0, , ,0,0,0, , ,0,0,0, : , , , ,Fx F x x x x x x x l= = ∈   

容易验证 ( ), ,0 p D E FMσ∈ ，由定理 2.1 知， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )( )

0 : 0 0 ran 0

: 0 ran 0 .
p p p

co co co

A B C D E A I A

F B I B A B C

σ σ σ λ λ

λ λ ρ ρ ρ

∈ ∪ ∪ ∪ ∈ ∩ ∩ −

∪ ∈ ∩ − ∩ ∪ ∪


 

因为 

( ) ( ) ( )0 ran ran 0F B I B Bλ∩ − =  , 

所以与定理 3 的结果一致。 

5. 总结与展望 

本章研究了无穷维复可分 Hilbert 空间 1 2 3, ,H H H 上三阶上三角关系矩阵的谱、点谱以及两类点谱与

其对角元的对应谱的并集之间的联系，本文根据值域的稠密性将有界线性关系的点谱进一步细分为两类

点谱，并利用分析方法给出了三阶上三角关系矩阵 , ,D E FM 的谱、点谱以及两类点谱的性质。最后用例子

证明结果的准确性。关于线性关系矩阵的谱扰动还有谱性质问题还有许多问题没有解决。例如： 
一、研究 n 阶上三角关系矩阵谱的性质； 
二、将 Hilbert 空间上的线性关系矩阵的谱、点谱和两类点谱的性质推广至 Banach 空间上的谱、点

谱和两类点谱的性质。 
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