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摘  要 

在过程参数的漂移方向已知的情况下，使用单侧控制图来检测过程参数的漂移比普通的控制图效果更好。

现有的单边监控的方法主要分为两大类。第一类是简单地使用双侧控制图的单一控制限，仅监控感兴趣

的一侧。第二类是采用数据截断的方法，将不相关一侧的观测值设为零，仅保留需要监控的一侧。本文

提出了一种新的控制图，该控制图基于单边假设检验的似然比统计量，同时应用两个单边检验的统计量

来监控多元正态分布均值向量的变化。单侧统计量的构建与应用，使得该控制图能够结合单侧控制图较

为灵敏的优点，在过程参数漂移方向未知的情况下，也能基本达到漂移方向已知时的单侧控制图的监控

效果。新的控制图结合了滑动窗口，能够聚焦于局部数据，从而更快速地捕捉过程中的微小变化。采用

蒙特卡洛模拟方法计算了所提控制图的平均运行长度(ARL)。模拟结果表明，所提控制图比现有方法能

更快地检测到偏移。 
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Abstract 
When the direction of a process parameter shift is known in advance, using one-sided control charts 
to detect the shift is more effective than using traditional control charts. Existing methods for one-
sided monitoring can be broadly classified into two categories. The first simply employs a single 
control limit from a two-sided chart to monitor the side of interest. The second adopts data truncation 
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methods, where observations from the irrelevant side are set to zero, retaining only the side that 
requires monitoring. This paper proposes a novel control chart based on the likelihood ratio statis-
tic for one-sided hypothesis testing, simultaneously applying two one-sided test statistics to moni-
tor shifts in the mean vector of a multivariate normal distribution. The construction and application 
of these one-sided statistics enable the proposed chart to combine the sensitivity advantages of one-
sided charts. Consequently, even when the direction of the process parameter shift is unknown, its 
monitoring performance is comparable to that of one-sided charts when the shift direction is known. 
The new chart incorporates a sliding window, allowing it to focus on local data and thereby capture 
small shifts in the process more quickly. The Average Run Length (ARL) of the proposed control 
chart was evaluated using Monte Carlo simulations. The simulation results demonstrate that the 
proposed chart detects shifts faster than existing methods. 
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1. 引言 

统计过程控制(SPC)是一种应用统计方法对生产过程进行监控和管理的质量管理技术。作为现代质量

体系的关键组成部分，它广泛应用于制造业和服务业。其核心目标是将过程变异限制在仅由随机原因引

起的范围内；任何异常波动都会立即触发警报并启动纠正措施。控制图是 SPC 的核心工具，以图表方式

展示随时间变化的过程数据，为生产绩效提供直观的画面。通过控制图，可以实时监控生产过程，及早

发现质量问题，并在造成重大损失之前采取纠正措施，从而实现质量改进和成本节约。 
现有的控制图多为双边同时监测的控制图，这类控制图适用于质量特性发生变化的方向未知的时候，

此时需要同时监控过程参数向上和向下的变化，例如，产品的尺寸、重量、强度等指标通常需要在一定

的范围内，超出指定范围可能会影响产品的性能和寿命。近年来，双边控制图的研究已有了非常成熟的

理论和应用。Lowry [1]提出了多元 EWMA 控制图，用于检测多元正态分布均值向量的偏移。Khatun 等

[2]提出了自适应多维双抽样和变抽样区间的 Hotelling’s T2 控制图。Haq 等[3]提出了一种自适应 EWMA
控制图，利用 EWMA 统计量构建均值偏移的无偏估计量，增强了控制图的监控性能。Sanchez-Marquez
和 Vivas [4]将回归模型的权重引入多元统计过程控制，并使用多元回归模型的系数来量化各质量特征对

最终质量的影响，从而优化监控策略并提高故障检测的敏感性。Wu [5]设计了一种基于滑动窗口的高维

非参数 EWMA 控制图，用于卵巢癌监测和早期预警。关于双边多元控制图的更多相关研究，我们可以参

考 Xie 等[6]、Cabana 和 Lillo [7]、Zhao 等[8]、Capezza 等[9]以及 Hu [10]的工作。但如果我们能够提前知

道过程参数会向哪个方向漂移，这时使用单边控制图比双边控制图监控更加有效。 
在某些特殊情况下，我们能够提前知道过程参数变化方向，例如，在疾病爆发监测中，监控疾病发

病率是否超过某个阈值，此时只需要关注质量特性单侧的变化情况，在这类问题中，使用单边的控制图

进行过程监控会比双边控制图提前发出报警信号。单边单变量 EWMA 控制图由 Shu 等[11]开发。其思想

是在 EWMA 估计的迭代计算中，只累积正(负)观测值，并将负(正)观测值设置为零，以快速捕捉到过程

均值的向上/向下偏移。他们发现，在检测单变量正态分布过程均值的增加或减少时，单边 EWMA 图比

双边 EWMA 图更敏感。Joner 等[12]提出了一种单侧 MEWMA 控制图，用于快速检测特定疾病或其他医
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疗状况发病率的增加，当不感兴趣的一侧的 EWMA 统计量低于或高于目标值时将其重置为目标值。继

Joner 等[12]的工作之后，Haq [13]提出了一种单侧 MEWMA 控制图，用于有效监控多元正态分布的均值

向量。通过将正/负观测值截断为零，并将转换后的数据应用于 EWMA 控制图，显著增强了控制图检测

多元分布过程均值向量单侧偏移的能力。关于单侧多元控制图的最新研究可以参考 Chew [14]、Mehmood
等[15]、Zhang 等[16]。 

分析现有成果，大多检测单侧偏移的控制图，要么依赖单一控制限来监控单侧变化，要么使用截断

数据构建统计量。受 Zhu 和 Chen [17]的多参数单侧假设检验启发，我们开发了一种新的控制图，新控制

图同时应用两个单边检验的统计量来监控多元正态分布均值向量的变化，称为 OSHT-MEWMA 控制图。

我们通过在原假设空间内最小化目标函数来确定最优参数，这些参数被用于统计量的构建，单侧统计量

的构建与应用，使得该控制图能够结合单侧控制图较为灵敏的优点，在过程参数漂移方向未知的情况下，

也能基本达到漂移方向已知时的单侧控制图的监控效果。为统一样本量对统计量的影响，在统计量中加

入了滑动窗口，当窗口大小为 D 时，关注最近 D 个样本的变化，以提高检测效率。OSHT-MEWMA 控制

图将此统计量与 EWMA 控制图相结合。ARL 性能比较表明，在检测过程均值向量偏移时，所提出的单

侧多元控制图优于现有的单侧 MEWMA 控制图。真实数据的实验结果表明，我们的控制图总是比现有控

制图更早地触发失控信号。 

2. 单边假设检验 

2.1. 单边似然比检验 

假设随机变量 1 2, , , nX X X ，服从 p 维的多元正态分布 ( )~ ,MVN ΣX μ ， μ为均值向量，协方差矩

阵为 Σ。考虑检验问题： 

0 1: vs :H H≥ <0 0μ μ                               (2-1) 

假设 Σ未知， X 是样本均值，我们用样本协方差矩阵 S 来估计 Σ： 

( )( )
1

1 n

i i
in =

= − −∑


S X X X X                             (2-2) 

在正态分布情况下， X 和 S 对 μ和 Σ的估计是完全而充分的。  
经过简单的代数变换，对数似然函数为： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1, log det tr
2 2n
n n −  = − − + − −  

Σ Σ Σ


μ S X μ X μ               (2-3) 

为了建立似然比统计量(LRT)，我们需要找到原假设和无约束条件下对数似然函数 ( ),n Σ μ 的最大值

点，在无约束条件下的解为无约束条件下 μ和 Σ的极大似然估计值： 
ˆˆ ,= =Σμ X S                                   (2-4) 

将解代入对数似然函数，得到无约束条件下似然函数的最大值： 

( ) ( )sup , log det
2n
n p= − +  Σ μ S                             (2-5) 

对于原假设条件下的解，对 2-3 式固定 μ和 Σ求偏导， 

( ) ( )( )1 1 1,
2 2

n n n− − −∂  = − + + − −  ∂
Σ

Σ Σ Σ
Σ

 μ
S X μ X μ                    (2-6) 

令上述偏导数等于 0，得到 Σ的极大似然估计，记为： 
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( )( )ˆ
µ = + − −Σ


S X μ X μ                                 (2-7) 

将上式带入 2-3 式中，得到关于 μ的边际对数似然函数为： 

( ) ( )( )( ){ }
( )( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }

1/2

1/2 1/2 1/2 1/2

1/2 1/2 1/2

1

ˆ, log det
2

log det
2

log det 1
2

log det log 1
2

n
n p

n p

n p

n p

µ

− −

− −

−

= − + − − +

  = − + − − +    
      = − + − − +         

 = − + + − − +  

Σ









μ S X μ X μ

S I S X μ X μ S S

S X μ S S X μ S

S X μ S X μ

         (2-8) 

最大化这个似然函数就是最小化目标函数： 

( ) ( )1−− −


X μ S X μ                                   (2-9) 

即在原假设条件 0H 下，通过最优化上述目标函数，得到原假设条件下的 μ的极大似然估计，记为 0μ̂ ，

即： 

( ) ( )1
0 0ˆ arg min −

≥= − −


μμ X μ S X μ                          (2-10) 

通过两个似然函数得似然比统计量的表达式： 

( ) ( )

( ) ( ){ }
0

1
0 0

2 sup , sup ,

ˆ ˆlog 1

n n n
H

R

n −

 
= − 

 

= + − −

Σ Σ 



μ μ

X μ S X μ
                        (2-11) 

其中 nR 对 nT 单调： 

( ) ( )1
0 0ˆ ˆnT n −= − −


X μ S X μ                             (2-12) 

取 nT 作为我们的检验统计量。 

2.2. 统计量的渐近分布 

公式 2-12 是一个带非负约束的 Hotelling’s T2 统计量。我们知道当样本量很大时，Hotelling’s T2 的渐

近分布是卡方分布。带有约束的 Hotelling’s T2 的渐近分布其实是一个混合卡方分布[18]。下面我们将推导

统计量 nT 的渐近分布。 
由中心极限定理： 

( ) ( ),pn − →X μ   0 Σ                              (2-13) 

定义： 

( ) ( )1/2 ~ ,d
n p pn−  = − → Σ 0Y X μ Y I                      (2-14) 

设真实参数为 μ，令 

( )0ˆn n= −δ μ μ                                  (2-15) 

那么： 
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( ) ( ) ( ) 1/2
0 0ˆ ˆ n nn n n− = − − − = −X μ X μ μ μ Y δΣ                    (2-16) 

因此： 

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )

1
0 0

1
0 0

1/2 1 1/2

ˆ ˆ

ˆ ˆ

n

n n n n

T n

n n

−

−

−

= − −

= − −

= − −

X μ S X μ

X μ S X μ

Y δ S Y δ






Σ Σ

                          (2-17) 

我们知道， 1−S 依概率收敛到 1−Σ ，即： 1 1P− −→S Σ ， 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1/2 1 1/2

1/2 1/2 1 1/2 1/2

1/2 1/2

d
nT −

− − −

− −

→ − −

= − −

= − −

Σ Σ Σ

Σ Σ Σ Σ Σ

Σ Σ







Y δ Y δ

Y δ Y δ

Y δ Y δ

                         (2-18) 

其中 δ是 nδ 的极限分布。 

原约束 0≥μ 等价于 0ˆ 0≥μ ，即： 0n

n
+ ≥
δμ ，当 n →∞时， 0n

n
→

δ
，所以约束在极限下取决于真实

的 μ。 

(1) 当真实的 μ在 0H 内部 0>μ 时，这时对大 n ， 0μ̂ 不受约束影响，因此 0ˆ ≈μ X ，所以 nδ 无限制，

极限问题变为无约束最小化，解为 0=δ ，因此 0d
nT → 。 

(2) 真实 μ在边界，这是最坏的情况，这时为了得到原假设 0H 下的分布，考虑最小有利参数，即 0=μ 。

此时， 0ˆn n=δ μ ，约束 0ˆ 0≥μ 变为 0n ≥δ 。 
于是极限优化问题转化为： 

( ) ( )1/2 1/2min − −
≥ − −δ Y δ Y δ0 Σ Σ


                          (2-19) 

令 1/2−=δ δ Σ ，则约束 0≥δ 转化为： 
1/2 ≥δΣ 0                                     (2-20) 

这是一个线性不等式约束的锥。目标函数可以简化为
2

−Y δ ，这表示从Y 到 δ的马氏距离。令

{ }1/2: 0p= ∈ ≥δ δ Σ ，极限分布为： 



2
mind

n CT
∈

→ −δ Y δ                               (2-21) 

因此，极限分布是多元标准正态向量投影到一个凸锥上的平方距离的分布。 
所以 nT 的分布为： 

2

0, ,

min , ,
d

n
C

T
∈

>→
− = δ

μ

Y δ μ

0

0
                           (2-22) 

其中 ( )0,pN∼Y I ， { }1/2: 0p= ∈ ≥δ δ Σ 。 

由 Silvapull 和 Sen [18]的引理 3.13，
2

min
δ∈

−Y δ





的渐近分布为下式的混合卡方分布： 



2 2

0
min ~

p

i i
i
ω χ

∈
=

− ∑δ Y δ
                              (2-23) 
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其中，
0

1
p

i
i
ω

=

=∑ ，且 0iω ≥ ， ( )0,pN∼Y I ， { }1/2: 0p= ∈ ≥δ δ Σ 。 

特殊情况下，当所有变量相互独立，即 = IΣ 时，优化问题变成： 

( ) ( ) ( )min , ~ ,p≥ − −δ Y δ Y δ Y I0 0                         (2-24) 

这个问题的解是Y 到非负象限 p
+ 的正交投影。其解析解为： 

( )max 0, , 1, ,j jZ j pδ = =                            (2-25) 

于是残差为 

( )min 0, , 1, , .j j j jZ Z Z j pδ −− = = =                        (2-26) 

因此： 

( ) ( )22

1 1
min 0,

p p
d

n j j
j j

T Z Z −

= =

→ =∑ ∑                         (2-27) 

因为 ( ). . . 0,1jZ i i d N∼ ，所以： 

( )2
2

0, 0,
, 0.

j
j

j j

Z
Z

Z Z
− ≥=  <

                             (2-28) 

由于 ( ) ( )0 0 1 2j jP Z P Z≥ = < = ，记每个 ( )2

jZ − 的分布为： 

2
0 1

1 1~
2 2jD δ χ+                                (2-29) 

则 nT 的极限分布是 p个独立混合变量的和： 

1

p
d

n j
j

T D
=

→∑                                 (2-30) 

该分布的累积分布函数可以写成： 

( )2

1 0
2 , 0

p p
p

j k
j k

p
D x x x

k
χ−

= =

 


 
≤ = ≤ ≥ 

 


 
∑ ∑                      (2-31) 

其中 2
0 0χ ≡ 。当 = IΣ 时，极限分布的具体形式为： 

( )2 2

1 0

1~
2

pp p
d

n j k
j k

p
T Z

k
χ−

= =

 


 →  
 


 
∑ ∑                          (2-32) 

3. 提出控制图 

3.1. OSHT-MEWMA 控制图 

在本小节我们将 2.1 中所提出的单边似然比检验与 EWMA 控制图相结合来构造监控统计量。我们首

先将 2.1 中所提出的单边统计量记为 

( ) ( )1
0 0ˆ ˆnT n− − − −= − −X μ S X μ


                             (3-1) 

其中 0ˆ −μ 是原假设 0H 条件下的 μ的极大似然估计。根据 2.1 的方法过程，在假设条件 

0 1: vs :H H≤ >μ μ0 0                               (3-2) 

下，我们可以得到统计量： 
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( ) ( )1
0 0ˆ ˆnT n+ + − += − −X μ S X μ


                            (3-3) 

其中 0ˆ +μ 是原假设 aH 条件下的 μ的极大似然估计。 
在将统计量与 EWMA 控制图相结合之前，为了固定样本量 n 对 nT 的影响，我们引入了滑动窗口 D 。

随着检测点向后续位置移动，一个新的样本点代替窗口内最远位置的样本点，从而构成新的检测窗口。

加入滑动窗口以后，两个统计量的计算公式如下： 

( ) ( )1
0 0ˆ ˆD D D

t t tT − − − −= − −X μ S X μ


                          (3-4) 

( ) ( )1
0 0ˆ ˆD D D

t t tT + + − += − −X μ S X μ


                          (3-5) 

令 ( )max ,D D D
t t tT T T− += ，将 D

tT 代入 EWMA 中得： 

( ) ( )11 , 0 1D D D
t t tZ Z Tλ λ λ−= − + < <                          (3-6) 

其中
1

1 t
D
t i

i t D
X

D = − +

= ∑X ， λ 为平滑参数，取值范围在(0, 1)内， λ 决定了新数据和历史数据在计算 EWMA 

统计量时的权重。λ 越大，新数据的权重越大，历史数据的权重越小，这使得 EWMA 统计量对新数据的

变化更敏感。 

3.2. 控制图统计量的均值与方差 

由上一节得： 

2

0
~

p

n i i
i

T ω χ
=
∑                                    (3-7) 

其中 2
0χ 是退化分布(常数 0)，权重 iω 满足

0
1

p

i
i
ω

=

=∑ ，且 0iω ≥ 。并且 2
iχ 表示自由度为 i 的卡方分布。 

EWMA 控制图统计量的定义为： 

( ) 11t t tZ Z Tλ λ−= − +                                (3-8) 

可以等价定义为： 

( ) ( )
1

0
0

1 1
t j t

t t j
j

Z T Zλ λ λ
−

−
=

= − + −∑                            (3-9) 

于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0
0

1 1
t j t

t t j
j

E Z E T E Zλ λ λ
−

−
=

= − + −∑                     (3-10) 

令 ( ) ( )2

0 0

p p

t i i i
i i

m E T E iω χ ω
= =

= = =∑ ∑ ，设 0 0Z = ，EWMA 统计量的均值和方差分别为： 

( ) ( ) ( )

( )

( )( )

1

0

1

0

1

1

1 1

t j
t t j

j

t j

j

t

E Z E T

m

m

λ λ

λ λ

λ

−

−
=

−

=

= −

= −

= − −

∑

∑                            (3-11) 
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( )
( )

( )
21 1

Var Var
2

t

t tZ T
λ λ

λ

 − − =
−

                            (3-12) 

令 ( ) ( ) ( ) 22Var t t tv T E T E T= −   = ，其中 

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2

0

22 2

0

2

0

Var

2

p

t i i
i

p

i i i
i

p

i
i

E T w E

w E

w i i

χ

χ χ

=

=

=



=

 = +  

=


 

+

∑

∑

∑

                          (3-13) 

由 ( ) 2 2
tE T m  =  ，得 ( )2 2

0
2

p

i
i

v i i mω
=

= + −∑ ，所以： 

( )
( )21 1

Var
2

t

tZ v
λ λ

λ

 − − =
−

.                            (3-14) 

需要说明的是，上述均值和方差的计算(式 3-11 至 3-14)隐含了观测值 tT 相互独立的假设。然而，考

虑到 tT 序列的实际生成背景，本文中的 tT 是非独立的。因此，当前推导出的控制图参数(如式 3-14)为基于

简化模型的理论近似。 

4. 模拟 

4.1. 各参数组合下的控制限 

根据 3.1 提出的控制图，运用蒙特卡洛模拟计算控制图的控制限。首先给定受控条件下的 ARL0，常

用的 ARL0 有 200，370，500，这里我们给定 ARL0 为 200 来计算控制图的控制限。在给定 ARL0 条件下，

控制限 h 受平滑参数 λ、滑动窗口大小 D、和维度 P 的影响。我们选择这三个参数的多种情况，观察不同

参数情况对控制限的影响。对平滑参数 λ，考虑了 λ = 0.05，0.1，0.25，对滑动窗口大小 D，考虑了 D = 
6，8，10，15，对维度 P，考虑 P = 2，5，10，结果如表 1 所示。 
 
Table 1. Control limits under different parameter combinations 
表 1. 不同参数组合下的控制限 

 P 2 5 10 

D λ 0.05 0.1 0.25 0.05 0.1 0.25 0.05 0.1 0.25 

6 h 2.78 3.63 5.35 5.24 6.39 8.59 8.76 10.24 12.96 

6 ARL0 200.75 199.49 200.73 199.07 200.58 200.11 199.77 201.63 200.28 

6 SDRL0 175.73 188.39 200.28 161.95 186.82 198.68 155.7 181.85 195.5 

8 h 2.87 3.77 5.48 5.35 6.58 8.78 8.95 10.51 13.25 

8 ARL0 200.21 199.09 200.37 199.13 199.29 199.47 200.04 200.62 199.37 

8 SDRL0 178.53 187.55 197.9 164.92 181.79 195.59 163.41 181.75 194.61 

10 h 2.93 3.87 5.52 5.48 6.74 8.9 9.08 10.72 13.39 

10 ARL0 199.1 198.87 201.02 200.88 200.46 200.23 199.09 200.79 199.29 
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续表 

10 SDRL0 174.64 189.08 194.95 173.21 189.94 197.03 158.07 188.03 197.49 

15 h 3.05 4 5.5 5.64 6.91 8.93 9.28 10.95 13.5 

15 ARL0 200.43 200.05 201.1 199.99 199.23 199.2 199.53 199.25 202.9 

15 SDRL0 183.38 196.47 196.85 175.16 187.22 196.51 164.41 185.5 199.46 

 
从表中可以看出，当其他参数固定时，控制限 h 随 λ的增大而增大，例如，当 P = 2，D = 6 时，λ在

0.05，0.1，0.25 对应的控制限 h 分别是 2.78、3.63、5.35。SDRL0 与控制限有相同的变化情况。当 λ和 P
固定时，控制限 h 会随滑动窗口的增大而增大，例如，当 λ = 0.1、P = 2 时，D 在 6，8，10，15 时对应的

控制限 h 大小分别为 6.39、6.58、6.74、6.91，但控制限相差不大。当固定 λ和 D 不变时，控制限 h 随 P
的增大而增大，例如，当 D = 10、λ = 0.25 时，P = 2，5，10 对应的控制限 h 大小分别为 5.52、8.9、13.9，
并且此时控制限相差较大，此时，SDRL0 随 P 的增大而减小。所以总体来说控制限 h 受滑动窗口影响不

大，受平滑参数 λ和维度 P 影响较大。 

4.2. 滑动窗口大小的影响 

在本小节中，我们模拟了不同滑动窗口大小对不同应用场景的影响。模拟结果见表 2。从表 2 中可以

看出： 
(1) 在小漂移的场景下(δ ≤ 0.5)，ARL1 随 D 增大而持续下降，降幅较为明显。这表明在小漂移场景

下，较大的 D 有助于提升检测效率。中等漂移场景(0.75 ≤ δ ≤ 1)，ARL1 随 D 增大的情况仍呈下降趋势，

但降幅逐渐收窄，D = 15 时已接近理想检测水平。大漂移场景(δ ≥ 2)，当 δ ≥ 2 时，各 D 取值下的 ARL1

均已降至 1 或接近 1，D 对检测效率的影响基本消失。 
(2) ARL1 仅反映从窗口形成到检测到信号所需的样本数，但实际监控中，控制图需要积累 D 个样本

才能形成第一个检测窗口。因此，真实检测时间(Detection Time, DT = ARL1 + D)更能全面反映 D 对检测

延迟的综合影响。DT 随 D 增大而显著增加，虽然 ARL1 随 D 增大有所下降，但 D 的增加直接导致 DT
上升。以 δ = 0.5 为例，D = 6 时 DT = 17.15，D = 15 时 DT = 21.40，增加了 4.25 个样本。D 对 DT 的影响

在 δ较小时更为显著：δ = 0.5 时，D = 6 与 D = 15 的 DT 相差 4.25；δ = 1 时，两者相差 7.28；δ = 2 时，

相差 9.00。这表明较大的 D 在小漂移场景下对真实检测时间的负面影响更为突出。基于上述分析，以最

小化真实检测时间为目标，为不同应用场景提供以下量化建议，关注极小漂移(δ ≤ 0.5)时，建议选择 D = 
6 或 8，此时 ARL1 的改善不足以弥补 D 增加带来的 DT 上升，关注中等漂移(0.75 ≤ δ ≤ 1)时，建议选择

D = 8 或 10，在检测效率和首次延迟之间取得平衡，关注大漂移(δ ≥ 2)时，可选择 D = 6~10 任意值，ARL1

已接近理想水平，主要考虑 DT 最小化。滑动窗口 D 的选择需在检测效率(ARL1)和真实检测时间(DT)之
间进行权衡。虽然较大的 D 能略微提升 ARL1，但会显著增加 DT，尤其在微小漂移场景下影响更为突出。

在多数场景下，D = 8 能实现检测能力与响应速度的较好平衡。 
 
Table 2. Effect of sliding window size 
表 2. 滑动窗口大小的影响 

   δ 

D P λ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.75 1 2 3 

6 2 0.05 83.06 44.21 26.73 17.9 12.92 6.69 4.02 1.21 1 
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续表 

6 2 0.1 87.74 43.55 25.14 16.37 11.15 5.5 3.21 1.04 1 

6 2 0.25 92.73 48 26.82 16.37 10.75 4.55 2.41 1 1 

8 2 0.05 81.69 41.73 24.77 16.24 11.46 5.63 3.34 1.04 1 

8 2 0.1 82.35 40.88 22.98 14.33 9.84 4.52 2.59 1 1 

8 2 0.25 86.52 43.29 23.46 14.25 9 3.61 1.81 1 1 

10 2 0.05 77.86 39.75 22.71 14.62 10.08 4.82 2.81 1 1 

10 2 0.1 80.31 39.45 21.81 13.23 8.69 3.8 2.15 1 1 

10 2 0.25 86.27 41.26 21.62 12.49 7.62 2.78 1.46 1 1 

15 2 0.05 74.93 35.63 19.52 11.83 7.79 3.46 2.03 1 1 

15 2 0.1 74.86 34.16 17.77 10.22 6.4 2.59 1.49 1 1 

15 2 0.25 77.89 34.66 17.07 9.27 5.12 1.71 1.08 1 1 

6 5 0.05 62.09 30.77 18.62 12.46 9.02 4.81 3.02 1.01 1 

6 5 0.1 61.27 26.92 15.31 9.7 6.71 3.41 2.18 1 1 

6 5 0.25 70.04 29.22 14.44 8.45 5.35 2.35 1.39 1 1 

8 5 0.05 60.01 28.31 16.48 10.94 7.75 4 2.48 1 1 

8 5 0.1 60.18 25.42 13.65 8.55 5.76 2.87 1.82 1 1 

8 5 0.25 61.96 25.35 12.01 6.77 4.15 1.8 1.11 1 1 

10 5 0.05 58.08 26.41 15.34 9.78 6.81 3.43 2.17 1 1 

10 5 0.1 56.38 23.61 12.3 7.54 4.99 2.44 1.51 1 1 

10 5 0.25 60.18 22.87 10.71 5.78 3.45 1.48 1.03 1 1 

15 5 0.05 54.05 22.58 12.28 7.54 5.06 1.64 1 1 1 

15 5 0.1 51.66 20.23 9.79 5.59 3.63 1.83 1.07 1 1 

15 5 0.25 53.79 18.42 7.81 3.81 2.21 1.08 1 1 1 

6 10 0.05 49.83 24.05 14.81 10.21 7.39 4.07 2.61 1 1 

6 10 0.1 45.39 18.91 10.74 7.05 5.03 2.73 1.85 1 1 

6 10 0.25 47.88 17.12 8.28 4.85 3.2 1.63 1.05 1 1 

8 10 0.05 47.34 22.06 13.07 8.81 6.33 3.37 2.17 1 1 

8 10 0.1 42.89 17.45 9.51 6.09 4.29 2.27 1.47 1 1 

8 10 0.25 44.35 15.24 7.05 4.02 2.62 1.29 1 1 1 

10 10 0.05 45.56 20.23 11.73 7.68 5.49 2.87 1.97 1 1 

10 10 0.1 41.79 16.1 8.52 5.29 3.71 2.03 1.16 1 1 
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续表 

10 10 0.25 40.95 13.56 5.9 3.32 2.19 1.1 1 1 1 

15 10 0.05 41.22 16.8 9.39 5.89 4.14 2.17 1.34 1 1 

15 10 0.1 37.38 13.25 6.49 3.95 2.73 1.46 1 1 1 

15 10 0.25 35.39 10.4 4.13 2.28 1.53 1 1 1 1 

4.3. 多种控制图的性能比较 

在这一节我们将所提出的 OSHT-MEWMA 控制图与现有控制图(Abdul Haq (2020)提出的控制图、

Joner 等人(2008)提出的 MEWMA 及 Lowry 等提出的 MEWMA 控制图，以下简称 AH-MEWMA、J-
MEWMA 和 MEWMA)进行比较。从上一小节的结论可以看出，滑动窗口越大，控制图监控效果越好，

但我们控制图的设计是从第 D + 1 个样本开始监测，当滑动窗口值较大时，会浪费监测样本，在这里我

们综合监测效果来考虑，选取滑动窗口大小 D = 8 来与其他控制图比较监测性能。给定 ARL0 = 200，平

滑参数λ = 0.05，0.1，0.25，维度 P = 2，5，10，比较四种控制图在漂移大小分别为 0.5，1，1.5，2，3，
4，5 时的 ARL1，模拟结果如表 3 所示。根据表 3，可以得出以下结论： 

1) 随着 δ的增大，OSHT-MEWMA 控制图的 ARL1 减小，并且 δ越大，ARL1 就越小，在 δ = 4 的时

候，各参数下的 ARL1 都降到了 1，三个对比控制图也有相同的结论。 
2) 在漂移较小的时候(δ = 0.5)，对于较大的λ(λ = 0.25)，OSHT-EWMA 控制图监测效果更好。例如在

λ = 0.25，P = 2，5，10 时对应的 ARL1 分别为 32.21、47.51、67.34，在相同条件下，AH-MEWMA 控制

图的 ARL1 分别为 45.69、65.77、83.5。J-MEWMA 控制图的 ARL1 分别为 46.16、70.52、92.66。MEWMA
控制图的 ARL1 分别为 39.23、57.46，76.74。 

3) 当漂移较大的时候 OSHT-MEWMA 图监控性能优于三种对比方法。例如，在 P = 5，λ = 0.1 时，

对于 δ = 1、1.5、2、3、4、5 时，OSHT-MEWMA 图对应的 ARL1 分别为 11.58、4.9、2.76、1.32、1、1，
全面优于三种对比控制图。 

4) 当λ较小的时候(λ = 0.05, 0.1)，对于小漂移(δ = 0.5)，OSHT-MEWMA 控制图监控效果不如两种对

比方法，此时 AH-MEWMA 控制图监控效果最好。 
综合来看，中等及以上漂移(δ ≥ 1.5)OSHT-MEWMA 具有显著优势，检测速度快，稳定性好，尤其适合

需要快速响应的生产过程监控。λ取值较大(λ = 0.25)的小漂移场景：OSHT-MEWMA 性能优异，可替代传

统方法。高维过程监控中，OSHT-MEWMA 在中大漂移范围内表现稳健，适合高维质量特性监控。λ取值

较小(λ = 0.05, 0.1)的小漂移场景，OSHT-MEWMA 的检测灵敏度略低于 AH-MEWMA 和传统 MEWMA。 
 
Table 3. Comparison of ARL₁ for multiple control charts 
表 3. 多种控制图的 ARL1 比较 

    δ 

P λ chart h 0 0.5 1 1.5 2 3 4 5 

2 0.05 OSHT 2.87 200.21 34.55 9.44 4.22 2.48 1.17 1 1 

  AH-MEWMA 9.22 200.99 29.05 10.91 6.33 4.41 2.81 2.14 1.86 

  J-MEWMA 8.53 199.06 29.98 12.31 7.8 5.72 3.83 2.96 2.37 

  MEWMA 7.35 200.41 26.77 11.23 7.14 5.27 3.54 2.75 2.20 
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续表 

2 0.1 OSHT 3.77 199.09 31.32 7.33 3.11 1.79 1.01 1 1 

  AH-MEWMA 11.66 199.74 31.38 10.11 5.56 3.81 2.4 1.87 1.47 

  J-MEWMA 9.58 199.07 32.24 11.11 6.58 4.7 3.1 2.34 2.01 

  MEWMA 8.64 200.31 27.88 10.18 6.09 4.41 2.93 2.23 1.97 

2 0.25 OSHT 5.48 200.37 32.21 5.99 2.07 1.17 1 1 1 

  AH-MEWMA 15.7 199.6 45.69 11.48 5.29 3.39 2 1.46 1.13 

  J-MEWMA 10.46 199.14 46.16 11.91 5.83 3.84 2.38 1.84 1.44 

  MEWMA 9.91 200.24 39.23 10.61 5.42 3.64 2.30 1.76 1.37 

5 0.05 OSHT 5.35 199.13 52.69 15.36 7.12 4.11 2.06 1.14 1 

  AH-MEWMA 15.61 199.91 37.29 13.56 7.91 5.46 3.45 2.59 2.09 

  J-MEWMA 14 201.04 39.68 15.61 9.77 7.16 4.74 3.61 2.99 

  MEWMA 12.94 200.42 34.56 14.31 9.12 6.69 4.49 3.42 2.87 

5 0.1 OSHT 6.58 199.29 46.9 11.58 4.9 2.76 1.32 1 1 

  AH-MEWMA 18.6 199.79 42.24 12.81 6.81 4.6 2.86 2.16 1.86 

  J-MEWMA 15.12 199.49 45.39 14.34 8.14 5.8 3.76 2.86 2.28 

  MEWMA 14.54 199.07 37.24 12.88 7.59 5.46 3.57 2.74 2.19 

5 0.25 OSHT 8.78 199.47 47.51 9.4 3.16 1.66 1 1 1 

  AH-MEWMA 23.33 200.79 65.77 15.52 6.56 4.01 2.33 1.72 1.31 

  J-MEWMA 15.84 201.49 70.52 16.91 7.55 4.74 2.83 2.12 1.81 

  MEWMA 16.02 199.62 57.46 14.71 6.98 4.50 2.72 2.08 1.76 

10 0.05 OSHT 8.95 200.04 72.06 23.22 10.74 6.27 3.02 1.99 1.18 

  AH-MEWMA 24.05 200.56 45.6 16.37 9.39 6.53 4.13 3.08 2.47 

  J-MEWMA 21.46 200.63 48.85 19.01 11.86 8.64 5.72 4.32 3.53 

  MEWMA 20.70 200.05 42.43 17.33 11.01 8.13 5.44 4.15 3.36 

10 0.1 OSHT 10.51 200.62 65.4 16.77 7.13 4.02 2.03 1.1 1 

  AH-MEWMA 27.51 200.75 53.06 15.38 8.06 5.4 3.32 2.46 2.04 

  J-MEWMA 22.57 199.44 59.01 17.63 9.87 6.91 4.45 3.34 2.77 

10 0.25 OSHT 13.25 199.37 67.34 13.78 4.54 2.33 1.07 1 1 

  AH-MEWMA 32.89 200.22 83.5 19.91 7.93 4.67 2.63 1.96 1.56 

  J-MEWMA 22.93 199.23 92.66 23.51 9.51 5.78 3.33 2.41 2.02 

  MEWMA 24.39 199.06 76.74 20.03 8.76 5.44 3.22 2.36 1.99 
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4.4. 多种控制图的 RMI 比较  

为了评估控制图的整体性能，在这里引入了相对平均指数(Relative Mean Index, RMI)。Han 和 Tsung 
[19]给出了控制图的 RMI 质数的定义： 

1

ARL min ARL1RMI ,
min ARL

j j

j

N

jN
δ δ

δ
=

−
= ∑  

其中 N 是所有漂移幅度的个数，本文取 N = 7。对于某一固定的漂移 jδ ， ARL
jδ
相当于特定控制图的

1ARL 。对于相同的漂移 jδ ，不同控制图具有不同的 ARL
jδ
值， min ARL

jδ
是所有控制图中最小的 

min ARL
jδ
。基于 RMI 指数，RMI 值越小，控制图的总体性能越好。这里将该方法应用到不同参数下，

以评估控制图的综合性能。表 4 是不同参数情况下，四种控制图的 RMI 值，从表中可以看出，在所有参

数情况下 OSHT 图的 RMI 值都是最小的，所以，综合来看，OSHT 图监控性能优于三种对比方法。 
 

Table 4. Comparison of RMI for multiple control charts 
表 4. 多种控制图的 RMI 比较 

P λ chart RMI 

2 0.05 OSHT 0.0415 

2 0.05 AH-MEWMA 0.2950 

2 0.05 J-MEWMA 0.4091 

2 0.05 MEWMA 0.3054 

2 0.1 OSHT 0.0486 

2 0.1 AH-MEWMA 0.2709 

2 0.1 J-MEWMA 0.3516 

2 0.1 MEWMA 0.2649 

2 0.25 OSHT 0.0000 

2 0.25 AH-MEWMA 0.4469 

2 0.25 J-MEWMA 0.4697 

2 0.25 MEWMA 0.3192 

5 0.05 OSHT 0.0000 

5 0.05 AH-MEWMA 0.2873 

5 0.05 J-MEWMA 0.4125 

5 0.05 MEWMA 0.3272 

5 0.1 OSHT 0.0027 

5 0.1 AH-MEWMA 0.3094 

5 0.1 J-MEWMA 0.4372 

5 0.1 MEWMA 0.3389 
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续表 

5 0.25 OSHT 0.0000 

5 0.25 AH-MEWMA 0.3809 

5 0.25 J-MEWMA 0.4639 

5 0.25 MEWMA 0.3468 

10 0.05 OSHT 0.0000 

10 0.05 AH-MEWMA 0.3333 

10 0.05 J-MEWMA 0.4959 

10 0.05 MEWMA 0.3806 

10 0.1 OSHT 0.0000 

10 0.1 AH-MEWMA 0.2945 

10 0.1 J-MEWMA 0.4283 

10 0.1 MEWMA 0.3183 

10 0.25 OSHT 0.0000 

10 0.25 AH-MEWMA 0.3291 

10 0.25 J-MEWMA 0.4755 

10 0.25 MEWMA 0.3668 

5. 结论 

单边控制图因其更为灵敏的监测性能而被广泛用于监控参数漂移方向生产过程。在本文中，我们基

于单边假设检验的似然比统计量，同时应用两个单边检验的统计量来监控多元正态分布均值向量的变化。

该控制图能够结合单侧控制图较为灵敏的优点，在过程参数漂移方向未知的情况下，也能基本达到漂移

方向已知时的单侧控制图的监控效果。同时，新的控制图结合了滑动窗口技术，能够提高监测效率。实

验结果表明，所提方法的检测性能优于现有控制图。我们采用蒙特卡洛模拟方法计算了这些多元控制图

的运行长度特征。模拟结果显示，在检测过程均值向量偏移时，所提 OSHT-MEWMA 控制图比现有

MEWMA 控制图具有更高的敏感性。此外，当前控制图可扩展应用于非正态多元过程，如多元 t 分布和

多元指数分布。我们的后续工作将尝试把本文提出的控制图应用于非正态分布均值向量的监控。 
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