
Pure Mathematics 理论数学, 2026, 16(4), 53-64 
Published Online April 2026 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2026.164091  

文章引用: 尚义杰, 李叶舟. 扰动的扩展 Zakharov-Kuznetsov 方程行波解存在性[J]. 理论数学, 2026, 16(4): 53-64.  
DOI: 10.12677/pm.2026.164091 

 
 

扰动的扩展Zakharov-Kuznetsov方程行波解 
存在性 
尚义杰，李叶舟 

北京邮电大学数学科学学院，北京 
 
收稿日期：2026年3月7日；录用日期：2026年4月9日；发布日期：2026年4月20日 

 
 

 
摘  要 

扩展Zakharov-Kuznetsov (eZK)方程是描述磁化双温离子尘埃等离子体中三维非线性尘埃离子声孤波的

重要数学模型，已被广泛应用于等离子体物理相关研究领域。本文聚焦受扰eZK方程的行波解特性，采用

几何奇异摄动理论、Melnikov方法及不变流形理论，对该受扰方程进行系统分析。研究结果表明，带有外

部Kuramoto-Sivashinsky扰动的eZK方程存在稳定行波解，且该方程系统可呈现极限环动力学行为。 
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Abstract 
The extended Zakharov-Kuznetsov (eZK) equation is widely used to describe nonlinear three-di-
mensional dust-ion-acoustic solitary waves in a magnetized two-ion-temperature dusty plasma. 
This paper investigates the traveling wave solutions of the perturbed eZK equation. To analyze this 
perturbed equation, the geometric singular perturbation theory, Melnikov methods, and invariant 
manifold theory are employed to prove that the eZK equation with external Kuramoto-Sivashinsky 
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perturbation has stable traveling wave solutions and also exhibits limit cycles. 
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1. 引言 

非线性偏微分方程(NLPDEs)是一类应用广泛且形式复杂的数学模型，在物理学、工程学、生物学等

诸多领域均具有重要应用价值[1]-[3]。非线性波模型作为非线性偏微分方程的经典研究对象，长期以来吸

引了众多学者与数学家构建各类高效求解方法，常用方法包括：Backlund 变换法[4]、Hirota 双线性法、

试探方程法[5] [6]、拓展范氏子方程法[7]、雅可比椭圆函数法[8]、拓展直接代数法[9]-[12]以及几何奇异

摄动理论与交换引理法[13]-[15]。 
近年来，尘埃声孤波已成为等离子体中研究最深入的波之一。它们的特性可以用非线性微分方程来

描述，如科特韦格–德弗里斯(KdV)方程、扎哈罗夫–库兹涅佐夫(ZK)方程等[16]-[18]。通过应用约化微

扰技术[19]，可以推导出(3 + 1)维扩展扎哈罗夫–库兹涅佐夫(eZK)方程： 

( ) 0,t x xxx xyy xzzA B CΦ + ΦΦ + Φ + Φ +Φ =                           (1) 

其中 ( ), , ,x y z tΦ 是静电势， A ， B 和C 是非零常数。扩展扎哈罗夫–库兹涅佐夫(eZK)方程可用于解释

稠密量子磁约束等离子体中低频(3 + 1)维波的传播，以及磁化双离子温度尘埃等离子体中的非线性尘埃-
离子声波[19] [20]。 

在过去几年里，众多学者对非线性(3 + 1)维 eZK 进行了研究。Elbrolosy 等人[21]对 eZK 方程进行分

析，通过引入截断 M 分数阶导数构建了含布朗运动的随机模型，推导得到等价的守恒哈密顿模型，并获

得了多种新解，包括双曲函数解、三角函数解及雅可比椭圆函数解；Kumar 和 Kumar [22]采用李群变换

法结合李对称方法求解 eZK 方程获得优于以往显式解；Zhang [23]采用两种新方法—即(G′/G)展开法与双

曲正割–双曲正切展开法对 eZK 方程的解析解展开研究。 
研究人员还对 eZK 方程的其他形式进行了研究。Zhen 等人[24]采用广田方法对 eZK 方程展开研究，

推导得出其双线性形式和 N 孤子解，并通过引入周期性外力项进一步研究了受扰 eZK 方程： 

( ) ,t x xxx xyy xzz xA B C hΦ + ΦΦ + Φ + Φ +Φ =                           (2) 

并得到了受扰 eZK 方程会呈现混沌运动；Elwakil 等人[25]则针对“波振幅增大时，孤子宽度与速度

会偏离 eZK 方程预测结果”这一问题，在经典 eZK 方程中引入五阶色散项作为高阶微扰项，构建了受扰

eZK 方程并得到其高阶孤子解。受上述文献的启发，我们引入了一个额外的 Kuramoto-Sivashinsky 扰动

[16]，以研究受扰动的 Ezk (eZK-KS)的性质。其形式如下： 

( ) ( ) 0,t x xxx xyy xzz xx xxxxA B C εΦ + ΦΦ + Φ + Φ +Φ + Φ +Φ =                   (3) 

其中 0ε > 是一个足够小的扰动参数；A、B、C 与式(1)中的相同； xxΦ 表示反向扩散； xxxxΦ 表示耗散项。

方程(3)可用于研究相较于方程(1)更大振幅尘埃声波的相关性质。 
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本文采用几何奇异摄动理论(GSP) [26]证明了受扰动的 eZK 方程行波解的存在性。几何奇异摄动理

论已被众多研究者广泛用于研究行波解的存在性[27] [28]。例如，徐和杜[29] [30]结合几何奇异摄动理论、

弗雷德霍姆理论和线性链技术，研究了一类广义科特韦格–德弗里斯(KdV)方程行波解和孤波解的存在

性。在文献[31]中，尚和杜应用几何奇异摄动理论和不变流形理论，证明了非线性色散–耗散方程孤波解

的存在性。几何奇异摄动理论为我们理解受扰动的 eZK 方程解的存在性提供了有力工具。 
本文的结构如下：第 2 节证明 eZK 行波解的存在性。第 3 节将运用几何奇异摄动理论、Melnikov 方

法和不变流形理论，讨论方程(3)行波解的存在性。第 4 节通过数值模拟给出第 2 节和第 3 节的理论结果

图像显示。最后，给出本文的主要结论。 

2. eZK 方程的行波解 

本节研究 eZK 方程的行波解。首先，通过行波变换，构造行波解形式： 

( ) ( ) ( ), , , ,x y z t lx ky mz ctϕ ξ ϕΦ = = + + −                            (4) 

将行波变换式子(4)代入 eZK 方程(1)，可得 

( )2 2 2 0,c Al l Bl C k mϕ ϕϕ ϕ ′ ′ ′′′− + + + + =                            (5) 

其中 d dξ′ = ， l 、 k 和 m是非零方向常数， c为波速。对式(5)积分，并取积分常数为 0，可得 

( )
2

2 2 2 0.
2

Alc l Bl C k mϕϕ ϕ  ′′− + + + + =                            (6) 

令 cUϕ = ， cζ ξ= ，则(6)简化为： 
2

0,
2

aUU bU ′′− + + =                                   (7) 

这里 d dζ′ = ， a Al= ， ( )2 2 2b l Bl C k m = + + 这为常数。方程(7)的一阶常微分方程组为： 

2

2
,

U V
U aV U
b b

′ =

 ′ = −

                                    (8) 

方程(8)为 Hamilton 系统，其 Hamilton 函数为： 

( )
2 2 3

, .
2 2 6

V U aUH U V
b b

= − +                                 (9) 

通过简单计算可以得到系统(8)有两个平衡点 ( )0 0,0E 和 ( )1 2 ,0E a 。 
定理 1 对于方程组(8)，有下述结论： 
(1) 若 0b > ，系统(8)在 ( )0 0,0E 处存在一个鞍点，在 ( )1 2 ,0E a 处存在一个中心。系统(8)存在一条环

绕中心平衡点的同宿轨 Γ，该轨道自 ( )0,0 点连接至自身，且与 U 轴相交于 ( )3 ,0a  (图 1)。 
(2) 若 0,b < 系统(8)在 ( )1 2 ,0E a 处存在一个鞍点，在 ( )0 0,0E 处存在一个中心。从而存在一条环绕中

心平衡点的同宿轨 Γ，该轨道自 ( )2 ,0a 点连接至自身，且与 U 轴相交于 ( )1 ,0a−  (图 2)。 
证明 在各平衡点处，系统(8)的线性化矩阵可表示为： 

0 1
.1 0

D au
b b

 
 =  − 
 

 

令 ( )det Dσ = ， ( )tr Dτ = 。则有 
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( )

1

0,0

,2 0

0 1 0 1
1 ,1 10 0

0 1
1                 .1 0

a

au b
b b b

au b
b b

σ

 
 
 

= = = −
−

=
−

 

如果 0b > 且 1 0σ < ，故 ( )0 0,0E 为鞍点； 2 0σ > 且 0τ = ，故 ( )1 2 ,0E a 为中心。同理，当 0b < 时 1 0σ > ，

2 0σ < ，因此 ( )0 0,0E 为中心， ( )1 2 ,0E a 为鞍点。综上(1)和(2)成立。                        
 

     
Figure 1. The left image is 0, 0a b> < , the right image is 0, 0a b< > . Both are phase diagrams of system (8) 
图 1. 左图为 0, 0a b> < ，右图为 0, 0a b< > 。都为系统(8)的相图 

 

     
Figure 2. The left image is 0, 0a b< < , the right image is 0, 0a b> < . Both are phase diagrams of system (8) 
图 2. 左图为 0, 0a b< < ，右图为 0, 0a b> < 。都为系统(8)的相图 
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图 1 与图 2 清晰地展示了两种类型的轨迹–非线性周期轨和同宿轨，这表明存在非线性周期波和孤

波解。 
推论 1 当 0b > 且 0a > 时， ( )0,0 为鞍点在 ( )2 ,0a 处存在一个中心。系统(8)存在一条环绕中心平衡

点从原点出发回到原点的同宿轨道，它的解为： 

( ) 2, , , 3 sech .
2 2

lx my nz ctx y z
a

t D+ + − − 
 
 

Φ =  

证明 由于 

( ) ( ), 0,0 0,H U V H= =                                (10) 

+Γ 表示同宿轨 Γ 位于 U 轴上方的分段，其从 ( )0,0 连接 ( )3 ,0a 。由式(10)推导得到的 +Γ 上 V 的表

达式为 

2 3

3
U aUV
b b

= −                                   (11) 

−Γ 表示同宿轨 Γ 位于 U 轴下方的分段，其从 ( )3 ,0a 延伸至 ( )0,0 。由式(10)推导得到的 −Γ 上 V 的

表达式为 

2 3

3
U aUV
b b

= − −                                  (12) 

对上述式(11)和(12)积分。由于 d dU V ζ= ，可得 

( )
2 3

1 d d 0 ,

3

U
U aU
b b

ζ ζ= >

−
∫ ∫  ( )

2 3

1 d d 0 ,

3

U
U aU
b b

ζ ζ− = <

−
∫ ∫  

由此可推得 

23 sech
2 2

DU
a

ζ − =  
 

 

即 

( ) 2, , , 3 sech .
2 2

lx my nz ctx y z
a

t D+ + − − 
 
 

Φ =  

推论 2 当 0b > 且 0a > 时，系统(8)存在一簇单参数周期轨族 αΓ 。 
证明 首先由 Hamiltonian 函数得到 

( ) ( )
2 3

, ,0 ,
2 6

aH U V H
b b

α αα= = − +                            (13) 

其中 ( )0,2 aα ∈ ，α 为 U 的一个取值。 α
+Γ 代表周期轨 αΓ 在 U 轴上方的部分，它围绕着中心 ( )2 ,0a ，并

与 U 轴在α 和 E 处相交。根据方程(13)推导出的 α
+Γ 上V 的表达式为 

2 3 2 3

3 3
U aU aV
b b b b

α α
= − − + ，                             (14) 

α
−Γ 代表周期轨 αΓ 在 U 轴下方的部分，它围绕着中心 ( )2 ,0a ，并与 U 轴在α 和 E 处相交。根据方程

(13)推导出的 α
+Γ 上V 的表达式为 
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2 3 2 3

.
3 3

U aU aV
b b b b

α α
= − − − +                             (15) 

其中 
2 23 23 3

3 .
2

a aa
E

a

α αα + −
− +

=  

3. eZK-KS 方程行波解的存在性 

本节研究 eZK-KS 方程的行波解存在性。首先，通过引入变量变换，构造行波解形式： 

( ) ( ) ( ), , , ,x y z t lx ky mz ctϕ ξ ϕΦ = = + + −                         (16) 

将行波变换得到的式(16)代入 eZK-KS 方程(3)，可以得到： 

( ) ( )( )42 2 2 2 4 0c Al l Bl C k m l lϕ ϕϕ ϕ ε ϕ ϕ ′ ′ ′′′ ′′− + + + + + + =  ，               (17) 

其中 d dξ′ = ， l 、 k 和 m是非零方向常数， c为波速。对式(17)积分，并取积分常数为 0，可得 

( ) ( )
2

2 2 2 2 4 0.
2

Alc l Bl C k m l lϕϕ ϕ ε ϕ ϕ  ′′ ′ ′′′− + + + + + + =                  (18) 

令 cUϕ = ， cζ ξ= ，则(18)简化为： 

( )
2 2

2 2 2 4 2 0
2

ac Uc U bc U l c cU l c cUε′′ ′ ′′′− + + + + = ，                  (19) 

这里 a 和 b 与方程(7)一致。方程(19)可等价转化为一阶常微分方程组： 

2 2
4

,
,

,
2

U V
V W

aU l Vcl W U bW
c

εε

′ =
 ′ =

 ′ = − − −

                        (20) 

系统(20)为慢系统，其中 d dζ′ = 。引入尺度变换ζ εη= ，得到等价快系统 

2 2

4

,
,

1 ,
2

U V
V W

aU l VW U bW
cl c

ε
ε

ε

 =
 =


  = − − −   







                       (21) 

其中 ˙ d dη= 。当 0ε > 时，快系统(21)与慢系统(20)是等价的。 
系统(19)的临界流形为： 

( )
2

3
0

1|, , ,
2

aUM U V W R W
b b

 
= ∈ = − 
 

                       (22) 

当 0ε = 时对系统(21)在 0M 上的线性化矩阵为行： 

( )4 4

0 0 0
0 0 0 ,

1 1 0
G

baU
cl cl

 
 
 =
 

− − 
 
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通过计算得到矩阵G 的特征值为：0、0 和 4b cl- 。 
因为临界流形 0M 的维数与系统(20)的线性化矩阵特征值中零特征值个数相同，所以临界流形 0M 是

法向双曲的(参见[29]中的定义 1)。根据 Fenichel 不变流形定理([32])，存在一个局部不变的慢流形 Mε 在

0M 附近，且微分同胚于 0M ，定义慢流形 Mε 的形式为： 

( ) ( )
2

3, , | , , ,
2

U aUM U V W R W g U V
b bε ε

 
= ∈ = − + 
 

                   (23) 

其中 g 平滑地依赖于 ε ，且 ( ), ,0 0g U V = 。因此，函数 ( ), ,g U V ε 展开为： 

( ) 2
1 2, , ,g U V g gε ε ε= + + ⋅⋅⋅  

将 Mε 代入慢系统(19)，可以得到： 

4 2

1
1 ,cl V aU l Vg

b b b cb
 = − − − 
 

 

因此在 Mε 的限制下慢系统(19)变为 

( ) ( )
2 4 2

2
2

,

 
1

2

U V

U aU cl V l VV aU O
b b b cb

ε ε

′ =


  ′ = − + − − − +   
 

.
                   (24) 

接下来，将证明同宿轨的存在性。由推论 1 可知，当 0ε = 时，存在这样的同宿连接且根据 Fenichel
的不变流形定理 2 [32]，当 0ε > 且充分小时，Mε 的稳定流形 ( )sW Mε 和不稳定流形 ( )uW Mε 存在，并且

分别与 ( )0
sW M 和 ( )0

uW M 微分同胚。而 Melnikov 方法可以证明稳定流形与不稳定流形的横截相交性。

故对于 0ε > ，我们将运用 Melnikov 方法完成证明[32]。 
定理 2 当波速 27 5 ( )c b l O ε= + 时，对于足够小的 0ε > ，方程(3)的稳定的孤波解仍然存在，且同时

存在极限环。 
证明：Melnikov 方法([32])可用于表示 ( )sW Mε 和 ( )uW Mε 之间的距离。Melnikov 函数为： 

( ) ( )4 2 2 2

2

1
d .

cl V aU l VM c
b cb

ζ
+∞

−∞

−
= − −∫  

由(11)，(12)和 d dU Vζ = 可得： 

( )
( )

( )

( )

2 3 2 3
4 2

2

2 3 2 3
4 2

2

2 3
2

23

0

4 2

2 5

1
3 3 d

1
3 3 d

132 d

120 168 ,
35

a

U aU U aUcl aU l
b b b bM c U

b cb

U aU U aUcl aU l
b b b b U

b cb

U aUl l aU c bb b U
b cb

cl l b
a cb

+

−

Γ

Γ

− − −
= − −

− − −
+ +

−  − +
= −   

 
−

=

∫

∫

∫
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对上式关于 c求导 

( ) 4 5 2 5

2 5 3

d 420 588
d 245

M c cl b l b b
c a b c

+
= ， 

通过计算可以知道， ( ) 0M c = 当且仅当 2
0 7 5c b l= 。且 ( )0d d 0M c c ≠ 则有唯一零点 2

0 7 5c b l= 。这

表明我们建立了稳定流形与不稳定流形的横截相交：对于所有充分小的 0ε > ，存在 ( )0c c Oε ε= + ，使得

取 c cε= 的系统(24)在同宿轨 Γ的 ε 邻域内的原点(鞍点)处存在一条同宿轨道(见文献[32]的定理 4)。因此，

方程(3)的孤波解是持续存在的。此外，对于系统(24)中的向量场 F f gε= + ，我们有 

( ) ( )2

0 1
0, , ,1DF c

O S
b

ε
ε

 
 =  + 
 

 

这里 

( )
4 2

2
2 0.cl lS O

b b c
ε ε
 

= − − + <  
 

 

因此，在 0 0Sσ = < 时，分界线环 { }0εΓ  是稳定的[32]。 
接下来，我们借助推论 2 中含单参数的周期轨道族来证明极限环的存在性。沿周期轨道 αΓ (Tα 为周

期)的 Melnikov 函数([32])因此可表示为 

( ) ( )4 2 2 2

20

1
, d ,

T cl V aU l VM c
b cb

αα ζ
−

= − −∫  

将(14)和(15)代入 ( ),M cα 可以得到 

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

4 2 2 2

20

4 2 2 2

20 0

, 1 ,
, d

, 1 ,
d

1 ,

T

T T

cl V U aU l V U
M c

b cb
cl V U aU l V U

b cb

cP Q
c

α

α α

α α
α ζ

α α
ζ

α α

−
= − −

−
= − −

= − −

∫

∫ ∫  

其中 

( ) ( ) ( ) ( )2 24
2

0 0

,1, d , d .
T T l V Ul aUP V U Q

b b b b
α α α

α α ζ α ζ = − = 
 ∫ ∫  

显然 ( ) 0Q α > 。因为 αΓ 是系统(7)中的周期轨，则积分轨迹沿着周期轨道 αΓ ，由于 

1d d d ,aUV V V
b b

ζ ζ ′ ′′= = − 
 

                            (25) 

则 

( ) ( )
4 4 4 4

2 2
00 0 0

d d d 0.
t t ttl l l lP V V VV V V

b b b b
ζ ζ′ ′ ′ ′= = − = − <∫ ∫ ∫  

因此， ( ), 0M cα = 时当且仅当 ( ) ( )1 1c Q Pα α= − 。接下来，开始计算 
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( )

4

2 2 3 2 3

2

2 2 3 2 3

d , d 1 d
d d d

1
12 d

3 2 6

1
2 d

3 2 6

E

E

M c P Qc
c

l Uc U
b bb U U

b b b b

l U
b c U U

b b

a
a

a a

a

a
b

a
b

α

α

α
α α α

α α

α α

α α

α α

= − −

 −    = − − 
 

− − −

 − 
 −

− − −

∫

∫

 

由式(25)和 d dU Vζ = 可得 

( )

2

4 0

22

4 2

d 11 d
d 2

1 d 0,
2

T

E

P a al Uc c
b bb

Vlc V
b

a
V

α

α

α α ζ
α

α α

 − = − − − 
 

′  ′= − − > 
 

∫

∫
 

显然， ( )d d 0Q α α <  ，因此可以得出 ( )1 1d , d 0M cα α > 。由此可知，对于所有足够小的 0ε > ，系

统(24)在 αΓ 的 ε 邻域内存在唯一的双曲极限环
εα

Γ 。通过分析系统 8，我们可以知道 αΓ 是负向的，即 

0 1ω = − 。因此， ( )0 1 1, 0M cαεω α > ，则该极限环
εα

Γ 是稳定的(参见[32]第 4.10 节中的定理 1)。 

4. 数值模拟 

在本小节中，通过数值模拟来展示了上述得到的结果。令 1 32, ,l ba = == 且 

( ) ( )( ) ( )0 , 0 1.500001,0U V = 。由推论 1 可知，当 0ε = 时，方程(1)存在一条从鞍点 ( )0,0 到 ( )0,0 的同宿轨

Γ。根据定理 2，我们对 0.01ε = ， ( )25 7 21 5c l b O ε≠ + = 的情形下方程(3)的同宿轨存在性进行了模拟(图
4)；从图 3 可以看出，当 ( )25 7c l b O ε≠ + 时，同宿轨会破裂。 
 

     
Figure 3. Right image 20 5c =  left image 22 5c = .The homoclinic orbit of system (24) is broken 
图 3. 右图 20 5c = ，左图 22 5c = 。系统(24)的同宿轨破裂 
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Figure 4. 0.01ε = , 2a = , 1l = , 3b =  homoclinic orbit (Blue line) and limit cycle (Red line) of system (24) 
图 4 0.01ε = ， 2a = ， 1l = ， 3b = 系统(24)的同宿轨(蓝色线)与极限环(红色线) 

 
由推论 2 可知，当 0ε = 且对 ( )0,2 aα ∈ 时，方程(1)存在一簇以 ( )2 ,0a 为中心的单参数周期轨道，

记为 αΓ 。根据定理 2，通过数值模拟展示了方程(3)极限环的存在性(红线，图 4)。 

5. 结论 

本文旨在研究受扰动的 eZK 动力学方程。首先，推导了 eZK 的孤波解。随后，基于所得到的同宿轨

道，结合几何奇异摄动理论和 Melnikov 方法等工具，证明了方程(3)稳定行波解的存在性和极限环的存在

性，并通过数值模拟验证了相关结论。本文首次通过引入 KS 扰动来研究 eZK 方程，这为研究大振幅尘

埃声孤波的特性提供了理论支持。 
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