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摘  要 

本文研究anti-Zinbiel超代数的构造和二维anti-Zinbiel超代数的分类。首先给出anti-Zinbiel超代数的定

义，并建立了与交换结合超代数之间的关系。进一步地，利用二维交换结合代数的分类，我们得到二维

anti-Zinbiel超代数在同构意义下的完全分类。最后，引入交换结合超代数关于表示的强anti-O-算子与强

anti-Rota-Baxter算子的定义，利用它们构造anti-Zinbiel超代数结构，并给出了低维例子。 
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Abstract 
This paper focuses on the construction of anti-Zinbiel superalgebras and the classification of two-
dimensional anti-Zinbiel superalgebras. First, we give the definition of anti-Zinbiel superalgebras 
and establish their relationship with commutative associative superalgebras. Furthermore, by uti-
lizing the classification of two-dimensional commutative associative superalgebras, we obtain the 
complete classification of two-dimensional anti-Zinbiel superalgebras up to isomorphism. Finally, 
we introduce the definitions of strong anti-operators and strong anti-Rota-Baxter operators on the 
representations of commutative associative superalgebras, construct the structures of anti-Zinbiel 
superalgebras by virtue of these operators, and present corresponding low-dimensional examples. 
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1. 引言 

Zinbiel 代数的概念由 Loday 于 1995 年在[1]引入，为非结合代数的研究开辟了新的对偶视角。此后，

Towers 于 2002 年在[2]中取得了重要进展，证明了任意域上有限维 Zinbiel 代数均为幂零代数，成功将复

数域上的结论推广至一般域。Camacho，Fernández Ouaridi，Kaygorodov，Navarro 于 2023 年在[3]中将

Zinbiel 代数的幂零性结论推广到 Zinbiel 超代数情形，证明任意域上的有限维 Zinbiel 超代数皆为幂零。

在[4]中 Liu 和 Bai 引入了 anti-Zinbiel 代数。在此基础上，本文考虑超代数，引入 anti-Zinbiel 超代数的定

义，并且讨论 anti-Zinbiel 超代数的构造和二维 anti-Zinbiel 超代数的分类。 

2. 预备知识 

本文讨论的向量空间是复数域上的向量空间。若 0 1A A A= + 是 2 -分次超向量空间，则称 0A 为偶

部， 1A 为奇部。对于任意齐次元 x A∈ ，记其次数为 2x ∈ 。 
定义 2.1 [4] 设 A 是向量空间，若 A 上的双线性运算 ∗满足 

( ) ( ) ( ) ,  , ,x y z x y y x z x z x y zy A∗ ∗ = − ∗ + ∗ ∗ = ∀∗ ∈∗ ,                 (2.1) 

则称 ( ),A ∗ 为 anti-Zinbiel 代数。 
定义 2.2 [5] 设 0 1A A A= + 是 2 -分次超向量空间。若 A 上的双线性运算 ⋅满足 

( ) ( ) ( ),  1  ,, ,x yx y z x y z x y y x x y z A⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = − ∀ ∈⋅ , 

则称 ( ),A ⋅ 为交换结合超代数。 
定义 2.3 [5] 设 ( ),A ⋅ 是交换结合超代数，V 是超向量空间。若偶的线性映射 ( ): EndA Vρ → 满足 

( ) ( ) ( ) ,  ,x y x y x y Aρ ρ ρ⋅ ∀ ∈= ,                          (2.2) 

则称 ( ),Vρ 为 ( ),A ⋅ 的表示。 
定理 2.4 [6] 设 ( ),A ⋅ 是复数域上的 2 维交换结合代数，{ }1, 2,e e 为 ( ),A ⋅ 的基，则 A 同构于以下类型的

交换结合代数： 
(A1) 0, , 1, 2i je e i j⋅ = = 。 
(A2) 1 1 1e e e⋅ = , 2 2 2e e e⋅ = 。 
(A3) 1 1 1e e e⋅ = , 1 2 2 1 2e e e e e⋅ = ⋅ = 。 
(A4) 1 1 1e e e⋅ = 。 
(A5) 1 1 2e e e⋅ = 。 

3. anti-Zinbiel 超代数 

定义 3.1 设 0 1A A A= + 是 2 -分次超向量空间。若 A 上的双线性运算 ∗满足对于任意 , ,x y z A∈ 有 
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( ) ( ) ( ) ( )1 x yx y z x y z y x z∗ ∗ = − ∗ ∗ − − ∗ ∗ ,                       (3.1) 

( ) ( ) ( )( )1 x y zx y z y z x+∗ ∗ = − ∗ ∗ ,                            (3.2) 

则称 ( ),A ∗ 为 anti-Zinbiel 超代数。 
当 1 0A = 时，等式(3.1)，(3.2)为 

( ) ( ) ( ) ( )x y z x y z y x z y z x∗ ∗ = − ∗ ∗ − ∗ ∗ = ∗ ∗ , 

交换 ,x y 的得到 

( ) ( ) ( ) ( )y x z y x z x y z x z y∗ ∗ = − ∗ ∗ − ∗ ∗ = ∗ ∗ , 

所以有 ( ) ( ) ( ) ( )x y z x y z y x z x z y∗ ∗ = − ∗ ∗ − ∗ ∗ = ∗ ∗ ，此时 anti-Zinbiel 超代数为 anti-Zinbiel 代数。 
定理 3.1 设 A 是 2 -分次超向量空间，A 上带有一个双线性运算∗，则 ( ),A ∗ 是 anti-Zinbiel 超代数的

充分必要条件是在 A 上定义 ( )1 x yx y x y y x⋅ = ∗ + − ∗ ( , )x y A∀ ∈ 时，( ),A ⋅ 是交换结合超代数，且 ( ),L A∗−

是 ( ),A ⋅ 的表示，其中 L∗为 A 上关于 ∗的左乘运算。 
证 必要性。设 ( ),A ∗ 是 anti-Zinbiel 超代数。对任意齐次 ,x y A∈ ，由于 

( ) ( ) ( )( )
( )

1 1 1

1
,

x y x y y x

x y

y x y x x y

y x x y
x y

− ⋅ = − ∗ + − ∗

= − ∗ + ∗

= ⋅  

因此 ( ),A ⋅ 是交换超代数。 
, ,x y z A∀ ∈ ，由等式(3.2)，直接计算得 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

 

* * 1 * * 1 * * 1 * *

  * * 1 * *

* * 1 * * 1 * * 1 * *

  * * 1 * * 1 * * 1 * *

2 * * 2 1 * * 2 1 * * 2 1

x y x y z x y

y z x

x y x y z x y

y z y z x y z

x y x z x y x z y z

x y z x y z

x y z y x z z x y z y x

x y z y z x

x y z y x z z x y z y x

x y z x z y y z x z y x

x y z y x z y z x

+

+

+

+

+ + +

⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

 = + − + − + − 

− − −

 = + − + − + − 
 − − − − − + − 

= + − − − − − ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
* *

2 * * 1 * *

0,

x y

x y z

z y x

x y z y z x+= − + −

=

 

即 ( ),A ⋅ 是结合超代数。 
, ,x y z A∀ ∈ ，由于 ∗满足等式(3.1)，因此 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) .

1 x yL x y x y z y x z

x zy x

z

z L L y
∗

∗ ∗

⋅ = − ∗ ∗ − − ∗ ∗

= ∗ ∗ =

−

 

因此 L∗− 满足等式(2.2)，即 ( ),L A∗− 是结合超代数 ( ),A ⋅ 的表示。 
充分性。由 ( ),L A∗− 是 ( ),A ⋅ 的表示知 ∗满足等式(3.1)，又由于 ( ),A ⋅ 是结合超代数，直接展开得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )2 10 x y zx y z x y z x y z y z x+⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = − ∗ ∗ + − ∗ ∗= , 
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因此 ∗满足等式(3.2)，从而可知 ( ),A ∗ 是 anti-Zinbiel 超代数。 

4. 二维 anti-Zinbiel 超代数的分类 

定理 4.1 设 ( ),A ∗ 是非平凡二维 anti-Zinbiel 超代数， 0dim 2A = ， 1dim 0A = ，此时 ( ),A ∗ 为二维 anti-
Zinbiel 代数。则存在 ( ),A ∗ 的一组基{ }1 2,e e 使。 

证明 设 1 2,e e 为 A 的基， 

1 2 ,  , 1, 2i j ij ije e a e b e i j= + =∗ ,                          (4.1) 

其中 ,ij ija b ∈。 ,x y A∀ ∈ 定义 x y x y y x⋅ = ∗ + ∗ ，则 ( ),A ⋅ 为交换结合代数。由定理 2.4，分别考虑 ( ),A ⋅

为(A1)~(A5)这 5 种情况。 
若 ( ),A ⋅ 为(A1)型交换结合代数，则 0i je e⋅ = ( )1 , 2i j≤ ≤ 。代入等式(4.1)可得 

( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2 2

1 2 12 21 1 12 21 2

0 2 ,
0 2 ,
0 .

e e e e
e e e e
e e a a e b b e

= ⋅ = ∗
= ⋅ = ∗

=



⋅ = + + +






 

因此 11 11 22 22 0a b a b= = = = ， 12 21 12 21 0a a b b+ = + = 。由于 ( ),A ∗ 为 anti-Zinbiel 代数，因此 ∗满足等

式(2.1)，代入可得 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

12 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2

2
21 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 1 21

1

2

20 ,

0 .

2

2

b e e e e e e e e e e

a e e e e

b

e e e e e e a a

∗ = ∗ ∗ = − ∗ ∗ = ∗

= ∗ ∗ = − ∗ ∗ = = ∗ =∗

=



 

解得 12 21 12 21 0a a b b= = = = 。此时 ( ),A ∗ 的代数运算为 0i je e∗ = ( ), 1, 2i j = 。 
若 ( ),A ∗ 为(A2)型交换结合代数，则 1 1 1e e e⋅ = ， 2 2 2e e e⋅ = ，代入等式(4.1)可得 

1 1 1 1 1 11 1 11 22 2 2e e e e e a e b e= ⋅ = ∗ = + , 

解得 11
1
2

a = ， 11 0b = 。由于 ( ),A ∗ 为 anti-Zinbiel 代数，因此 ∗满足等式(2.1)，代入可得 

( ) ( ) ( )2 2
11 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 122a e e e e e e e a e e e e= ∗ ∗ = − ∗ ∗ = − = ∗ ∗ , 

解得 11 0a = ，矛盾，所以不存在 anti-Zinbiel 代数使对应交换结合代数为(A2)型的交换结合代数。 
若 ( ),A ∗ 为(A3)型交换结合代数，则 1 1 1e e e⋅ = ， 1 2 2 1 2e e e e e⋅ = ⋅ = ，代入等式(4.1)可得 

1 1 1 1 1 11 1 11 22 2 2e e e e e a e b e= ⋅ = ∗ = + , 

解得 11
1
2

a = ， 11 0b = 。由于 ( ),A ∗ 为 anti-Zinbiel 代数，因此 ∗满足等式(2.1)，代入可得 

( ) ( ) ( )2 2
11 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 122a e e e e e e e a e e e e= ∗ ∗ = − ∗ ∗ = − = ∗ ∗ , 

解得 11 0a = ，矛盾，所以不存在 anti-Zinbiel 代数使对应交换结合代数为(A3)型的交换结合代数。 
若 ( ),A ∗ 为(A4)型交换结合代数，则 1 1 1e e e⋅ = 。代入等式(4.1)可得 

1 1 1 1 1 11 1 11 22 2 2e e e e e a e b e= ⋅ = ∗ = + , 

解得 11
1
2

a = ， 11 0b = 。由于 ( ),A ∗ 为 anti-Zinbiel 代数，因此 ∗满足等式(2.1)，代入可得 

( ) ( ) ( )2 2
11 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 122a e e e e e e e a e e e e= ∗ ∗ = − ∗ ∗ = − = ∗ ∗ , 

解得 11 0a = ，矛盾，所以不存在 anti-Zinbiel 代数使对应交换结合代数为 ( 4)A 型的交换结合代数。 
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若 ( ),A ⋅ 为(A5)型交换结合代数，则 1 1 2e e e⋅ = ，代入等式(4.1)可得 

( ) ( )

2 1 1 1 1 11 1 11 2

2 2 2 2

1 2 12 21 1 12 21 2

2 2 2 ,
0 2 ,
0 .

e e e e e a e b e
e e e e
e e a a e b b e

= ⋅ = ∗ = +
= ⋅ = ∗

= ⋅ = + + +







 

因此 11 22 22 0a a b= = = , 11
1
2

b = , 12 21 12 21 0a a b b+ = + = 。由于 ( ),A ∗ 为 anti-Zinbiel 代数，因此 ∗满足

等式(2.1)，代入可得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
21 1 21 21 2 2 2 1 2 2 1 2 1 2

2
2 1 1 2 1 1 21 2 2 1 1

2 ,0

0 22 .

a e a b e e e e e e e e e e

e e e e e e b e e e e

+ = ∗ ∗ = − ∗ ∗ = = ∗ ∗

= ∗ ∗ = − ∗ ∗



= − = ∗ ∗


  

解得 12 21 12 21 0a a b b= = = = 。由于 1 1 2
1
2

e e e∗ = , 1 2 0e e∗ = , 2 1 0e e∗ = , 2 2 0e e∗ = ，所以当 , ,x y z 在等

式(2.1)取基中元素其它的组合时有， 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 1 2 2 2 1

1 2 2 1 2 2 1 2 2

1 2 1 1 2 1 1 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 1 1 2 1 2 1

(2 ) 0,

2 0,

2 0,

2 0,

0

0

0

0

0 2 0

2 0.0

,

e e e e e e e e e

e e e e e e e e e

e e e e e e e e e

e e e e e e e e e

e e e e e e e e e

e e e e e e e e e

= ∗ ∗ = − ∗ ∗ = ∗ ∗

= ∗ ∗ = − ∗ ∗ = ∗ ∗

= ∗ ∗ = − ∗ ∗ = ∗ ∗

= ∗ ∗ = − ∗ ∗ = ∗ ∗

= ∗ ∗ = − ∗ ∗ = ∗ ∗

= ∗ ∗ = − ∗ ∗ = ∗

=

∗

=

=

=

=

=










  

成立，故在这种情形下 anti-Zinbiel 代数的基中非零运算只有 1 1 2
1
2

e e e∗ = 。取 ( ),A ∗ 的另一组基 1 1e e′ = ，

2 2
1
2

e e′ = ，则 ( ),A ∗ 的代数运算为 

1 1 2e e e′ ′ ′∗ = , 1 2 0e e′ ′∗ = , 2 1 0e e′ ′∗ = , 2 2 0e e′ ′∗ = . 

定理 4.2 设 ( ),A ∗ 是非平凡二维 anti-Zinbiel 超代数， 0 1dim 1 dim 1A A= =， ，则存在 1e 为 0A 的基， 2e
为 1A 的基使得 2 2 1e e e∗ = 。 

证明 设 1e 为 0A 的基， 2e 为 1A 的基， 

1 1 1e e ae∗ = , 1 2 2e e be∗ = , 2 1 2e e ce∗ = , 2 2 1e e de∗ = , , , ,a b c d ∈ . 

由 ( ),A ∗ 为 anti-Zinbiel 超代数知 ∗满足等式(3.1)，(3.2)。分别取 

1x y z e= = = , 1 2,x y e z e= = = , 1 2,x z e y e= = =  

三种情况，等式(3.1)和(3.2)对应方程 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2
1 1 2 1 1 2 2

1 2 1 1

2
1

2 1 2 1
2

21

3 ,

2

.

0

0 2 ,

0

e e e e e e e e e

e e e e e e b ab e

e e e e e e e e e

a e

c e

= ∗ ∗ ∗ ∗ + ∗ + ∗

= ∗ ∗ ∗ ∗ +

= ∗ ∗ ∗ ∗ + ∗ ∗ =

=
 + =


+  

因此 0a b c= = = 。此时，当 , ,x y z 取基中元素其它的组合时，等式(3.1)恒成立，当 , ,x y z 其中一个为

1e 时，等式(3.2)恒成立，当 2x y z e= = = 时，等式(3.2)为 

( ) ( )2 2 2 2 2 2e e e e e e=∗ ∗ ∗ ∗ , 
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因此 d 为任意复数。当 0d ≠ 时，取 ( ),A ∗ 的另一组基 1 1e de′ = ， 2 2e e′ = ，则 ( ),A ∗ 的代数运算为 

1 1 0e e′ ′∗ = , 1 2 0e e′ ′∗ = , 2 1 0e e′ ′∗ = , 2 2 1e e e′ ′ ′∗ = . 

5. anti-Zinbiel 超代数的构造 

定义 5.1 设 ( ),A ⋅ 是交换结合超代数， ( ),Vρ 为 ( ),A ⋅ 的表示。若偶的线性映射 :T V A→ 满足 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )1 , ,u vT T T T T Tu v u v v u u v Vρ ρ⋅ = − ∀− ∈− ,           (5.1) 

则称T 是 ( ),A ⋅ 关于 ( ),Vρ 的 anti-O-算子。 
如果 anti-O-算子T 还满足 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 u v wT u T v w T v T w uρ ρ+⋅ = − ⋅ , , ,u v w V∀ ∈ ,            (5.2) 

则称T 为强 anti-O-算子。 
定义 5.2 设 ( ),A ⋅ 是交换结合超代数，如果 A 上偶的线性变换 R 满足 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 , ,x yR x R y R R x y R R y x x y A∀⋅ = − − − ⋅ ∈⋅ ,             (5.3) 

则称 R 是 ( ),A ⋅ 的 anti-Rota-Baxter 算子。 
若 anti-Rota-Baxter 算子 R 还满足 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 x y zR x y RR xRz y z+⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ , , ,x y z A∀ ∈ ,             (5.4) 

则称 R 为强 anti-Rota-Baxter 算子。 
命题 5.3 设 :T V A→ 是交换结合超代数 ( ),A ⋅ 关于表示 ( ),Vρ 的强 anti-O-算子，在V 上定义双线性

运算 

( )( ) , ,u v T u v u v Vρ∗ = ∈ , 

则 ( ),V ∗ 为 anti-Zinbiel 超代数。 
证 由∗运算的定义以及 ( ),Vρ 为 ( ),A ⋅ 的表示可知， , ,u v w V∀ ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )

1

1

1 .

u v

u v

u v

u v w u v w u w

T u T v w T u v w T u w

T u T v w T T u

v

v

vv T uw T w

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

∗ ∗ ∗ ∗ + − ∗ ∗

= + ∗ + − ∗

= ⋅ + +

+

−

 

由于T 是 anti-O-算子，由等式(5.1)知 

( ) ( )( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )1 u vT u T v w T T u v w T T v u wρ ρ ρ ρ ρ⋅ = − − − , 

即在V 上等式(3.1)成立。又由于T 是强 anti-O-算子，所以 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( )

1

1

0,

u v w

u v w

u v w v u

T u T v

w

w T v T w uρ ρ

+

+

∗ ∗ − ∗ ∗

= ⋅ − − ⋅

=

−

 

即在V 上等式(3.2)成立。因此 ( ),V ∗ 为 anti-Zinbiel 超代数。 
推论 5.4 设 ( ),A ⋅ 是交换结合超代数， R 是 A 上的强 anti-Rota-Baxter 算子，在 A 上定义双线性运算 

( ) ,  ,x y R x y x y A∗ = ⋅ ∈ ,                             (5.5) 
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则 ( ),A ∗ 为 anti-Zinbiel 超代数。 
证 取 ( ),A ⋅ 的左乘运算 L⋅ ，则 ( ),L A⋅ 为交换结合超代数 ( ),A ⋅ 的表示，从而 R 是关于 ( ),L A⋅ 的强 anti-

O-算子，由命题 5.3 知 ( ),A ∗ 为 anti-Zinbiel 超代数。 
例 5.5 取一类三维交换结合超代数 ( ),A ⋅ ，设{ }e 为 0A 的基，{ }1 2,f f 为 1A 的基，基中非零乘法运算有

21 1 2, ,e fe e e f fe f⋅ ⋅ = =⋅= 。设 R 为 ( ),A ⋅ 的偶的 anti-Rota-Baxter 算子， 

( ) 11R e r e= , ( )1 22 1 32 2R r f rf f= + , ( )2 23 1 33 2R f r f r f= + , ijr ∈ . 

由 R 是 anti-Rota-Baxter-算子可知， R 满足等式(5.3)，因此 

( )
( )

32 23

32

2
11

2
22

2
33

22 33

23 22 33

23 32

3 0,

0

0,
0,

.

0,

r r r
r r r

r

r

r

r

r

r

r

 =






 =

+ =

+

=



=

+

+

 

分情况讨论。当 23 0r = 时解得 22 33 0r r= = ，所以 R 在 1 2, ,e f f 下的对应矩阵为 

32

0 0 0
0 0 0
0 0

R
r

 
 =  
 
 

, 

,x y A∀ ∈ ，由于 ( ) 0R e = ， ( )1 1R A A∈ ，所以有 ( ) ( ) 0R x R y⋅ = ，从而等式(5.4)两边同时为 0。因此 R
为强 anti-Rota-Baxter 算子。由推论 5.4，在 A 上定义运算∗，则 ( ),A ∗ 为 anti-Zinbiel 超代数，其中 ( ),A ∗

的运算为 

( ) 0e e R e e= ⋅ =∗ , ( )1 1 0e R e ff = ⋅ =∗ , 

( )2 2 0e R e ff = ⋅ =∗ , ( )1 1 32 2f e R f e r f∗ ∗= = , 

( )2 2 0f e R f e= ∗ =∗ , ( ) , , , 20 1i j i jf f R i jf f∗ == =∗ . 

当 32 0r ≠ 时，取 ( ),A ∗ 的另一组基 e e′ = ， 1 1f f′= ， 2 32 2f r f′ = 则 ( ),A ∗ 的非零代数运算为 '
1 2f e f′∗ = 。 

当 23 0r ≠ 时解得
2

22

23
32 33 22,r r rr

r
= = −− ， R 在 1 2, ,e f f 下的对应矩阵为 

22 23
2

22
22

23

0 0 0
0

0

R r r
r r
r

 
 
 
 =
 
 − − 
 

, 

,x y A∀ ∈ ，由于 ( ) 0R e = ， ( )1 1R A A∈ ，所以有 ( ) ( ) 0R x R y⋅ = ，从而等式(5.4)两边同时为 0。因此 R
为强 anti-Rota-Baxter 算子。由推论 5.4，所以在 A 上定义运算 ∗，则 ( ),A ∗ 为 anti-Zinbiel 超代数，其中

( ),A ∗ 的运算为 

( ) 0e e R e e= ⋅ =∗ , ( )1 1 0e R e ff = ⋅ =∗ , 

( )2 2 0e R e ff = ⋅ =∗ , ( )
2

22
1 1 22 1 2

23

rf e R f e r f f
r

= = −∗ ∗ , 
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( )2 2 23 1 22 2f e R f e r f r f= −∗=∗ , ( ) , , , 20 1i j i jf f R i jf f∗ == =∗ . 

取 ( ),A ∗ 的另一组基
23

1e e
r

′ = ， 22
1 1 2

23

rf f f
r

′= − ， 2 2f f′ = 则 ( ),A ∗ 的非零代数运算为 2 1f e f ′′ ′∗ = 。 
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