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摘  要 

设 ( )m n,φ 为两个有限循环群的直积 m n×  的自同构的个数，本文考虑了当 m 、 n互素时 ( )m n,φ 的分

布，即 ( )m n, 1= 时满足 ( )m n x,φ ≤ 的 ( )m n, 有多少对，利用双曲求和法、卷积法等解析数论方法得到了

( )m n,φ 分布的渐进表达式。 
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Abstract 

Let ( )m n,φ  be the number of automorphisms of the direct product of two finite cyclic groups 

m n×  . This paper considers the distribution of ( )m n,φ  when m  and n  are coprime, that is, 

how many pairs ( )m n,  satisfy ( )m n x,φ ≤  with ( )m n, 1= . Using analytic number theory meth-
ods such as the hyperbolic summation method and convolution method, we obtain an asymptotic 
expression for the distribution of ( )m n,φ . 
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1. 引言 

研究群的自同构个数是群论研究的经典课题，最简单的是有限循环群，有限循环群一定同构于某个

整数加法群的商群 n ，而其自同构个数即为 ( )nφ 。随着 p -群等理论的发展，人们在群自同构个数的研

究方面已取得了诸多成果，并进一步推动了组合群论等领域的研究。 
2015 年，Amit Sehgal、Satita Sehgal 与 P.K. Sharma 首先给出了[1]： 
有限交换 p -群 1 2p pα α×  的自同构个数为 

( ) ( )( )
{ }
{ } { } { }

{ }
1 21 2

1 2
1 21 21 2

min ,min ,
2min ,

max ,max ,1p p p p
α αα α

α α
α αα αα αφ φ

−

+  

并进一步计算得到一般 m n×  自同构个数： 

( ) ( ) ( ) ( )
{ }
{ } { } { }

{ }
min ,min ,

2min ,
max ,max ,

1
, 1

i ii i
i i

i ii i
r

i i
i

m n m n p p
α βα β

α β
α βα βφ φ φ

−

=

  
 
  

= +∏  

其中 1 2
1 2

r
rm p p pα α α=  , 1 2

1 2
r

rn p p pβ β β=  。 
上述研究是从群论角度出发对群的自同构个数的定量描述，本文希望考虑自同构计数函数的整体性

质，引入解析数论的视角与方法，对 m 、 n 互素时的 m n×  的自同构群的阶数分布进行研究，此时

( ) ( ) ( ),m n m nφ φ φ= 。 
关于 Euler 函数 ( )nφ 的值分布，1972 年，Paul. T. Bateman 利用复变积分法等多种方法给出了其经典

的结果[2]： 
存在正常数 c，对 1x ≥ ，有 

( )

( ) ( )
( ) ( )log2 3

1 e
6

c x

n x
x O x

φ

ζ ζ
ζ

−

≤

= +∑  

其中余项的精确形式为 { }( )12 2exp log logO x c x x− ， 12c 为
1 2
2

< 的任意常数。 

2017 年，冯彬计算了 Euler 函数在算术级数中的分布[3]，并得到： 
设 c为给定常数，则存在正常数 1 2,c c ，使得当 { }exp logq c x≤ 时 

( )
( )

( ) { }( )6
1 2

1
1 exp log log

n x
n l q

G
x O x c x c x

qφ ≤
≡

= + − +∑  

其中 ( ) ( ) ( )
( )

2 3
1

6
G

ζ ζ
ζ

= 。 

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2026.164121
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


崔浩天 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.164121 355 理论数学 
 

由上可知，一般情形的 ( ),m nφ 公式十分的复杂，涉及到对 m 、n 的素数分解且要依次比较每个公共

素因子的指数大小，将此公式置于求和号之下，考虑一般情形的 ( ),m nφ 分布更将十分繁杂，故本文基于

上述研究计算了最特殊的一类情形，即 m 、 n 互素时 ( ),m nφ 的分布，并得到 

定理 1.1. 1c 为某个正常数，对满足 1
10 min ,
5

c c < <  
 

的任一常数 c  

( )
( )
( ) ( )

( ) ( )
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2 3

2
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, 1

2 3 log1 log
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φ φ
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ζ

=
≤

 
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 = − +         

∑  

2. 基本引理 

引理 2.1 (冯彬) 设 c为给定常数，则存在正常数 1 2,c c ，使得当 { }exp logq c x≤ 时 

( )
( )

( ) { }( )6
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1
1 exp log log

n x
n l q

G
x O x c x c x

qφ ≤
≡
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6
G

ζ ζ
ζ

= 。 

证明：参见[3] 

引理 2.2 ( )
( )2

1

1
2n

n
n

µ
ζ

∞

=

=∑  

证明：参见[4]的 45 页 

引理 2.3 
1 1log

n x
x O

n x
γ

≤

 = + +  
 

∑  

证明：参见[5]的 42 页 

引理 2.4 存在正常数 c′，当 2m ≥ 时，有 ( )
log

mm c
m

φ ′≥  

证明：参见[6]中给出了更强的结论 

引理 2.5 对 2x ≥ ，有 2log 1 loglog
2n x

n xx A O
n x≤

 = + +  
 

∑ ，其中 A 为某常数 

证明：参见[7]的 62 页习题 

3. 定理 1.1 的证明 

当 ( ), 1m n = 时，易见 ( ) ( ) ( ),m n m nφ φ φ= ，结合引理 3.1 的叙述及条件，为了在后续计算中利用引理

2.1，并尽可能计算的更加精确，使用双曲求和法[7] (pp. 50-53)进行计算。 
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                   (3.1) 
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下面分别计算第一部分
( )

( ) ( )
( ), 1

1
m x

m n x
m n

φ
φ φ

≤
≤

=

∑ 与第二部分
( )
( )
( ), 1

1
m x
n x

m n

φ
φ

≤
≤
=

∑ 。 

3.1. 第一部分计算 

利用 Dirichlet 卷积法，有 

( )
( ) ( )
( )

( )( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
| , |

|
, 1

1
d m n d mm x m x m x
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= =∑ ∑ ∑ ∑ ∑                   (3.2) 

下面对 d 的范围进行大致估计。因为 ( ) ( )m n xφ φ ≤ 且有 ( )
2
mmφ ≥ 、 ( )

2
nnφ ≥ ，故

4
mn x≤ ， 

( )224 2mn x x≤ = 。又因为 ( )| ,d m n ，故 |d m ， |d n ，故 2 |d mn ，若 2d x> ，则 2 24d x> ，这与 2 2| 4d mn x≤

矛盾，所以 2d x< 。由此，(3.2)式可写为 

( )
( ) ( )
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| 0( )
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注意到引理 2.1 是对 q  (这里为 d )较小时成立的，所以要利用引理 2.1 进行计算，就必须对 d 在前述

范围下进一步划分，将上式分为两部分， d 较小部分能完全利用引理 2.1， d 较大部分无法满足引理 

2.1 的条件，故用其他方法计算。结合引理 2.1，注意到 ( )m xφ ≤ ，所以
( )
x x
mφ

≥ ，所以 
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，故以
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为分界，d 小的部分最内层求和完全

适用于引理 2.1，而不必担心由于
( )
x
mφ

的变化对引理 2.1 适用性的影响。故(3.3)式为 
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3.1.1. d 小的部分 

先对
2exp log

2
d c x

 
≤   

 
的部分计算，利用引理 2.1，有 
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∑ ∑ ∑
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  (3.5) 
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先计算主项部分 

( )
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( )
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计算内层和 
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( )
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当 1k = 时， ( ) 1mφ = ，解得 1, 2m = ， |d m ，故 1d = 或 2，即对 3d ≥ ，有 
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当1 k x< ≤ 时，利用 Abel 求和，并应用引理 2.1，有 
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   
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            (3.8) 

其中 

( ) ( )
1

1 11d log
2

x G G
t x

t d d
=∫                                (3.9) 

由引理 2.2，有 
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d c x

d
d c x

d c x

d G
G x t

d t d

G d
x x

d

G d d
x x

d d

G d
x x

d

µ

µ

µ µ

µ
ζ

 
≤   

 

 
≤   

 

∞

=  
>   

 

 
>   

 
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 
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                       (3.10) 

对余项进行估计 

( )
2 2 2

2 2 2exp log exp log exp log2 2 2

1 1 1d
2exp log

2
d c x d c x c x

d
y

d d y
c x

µ ∞
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 

∑ ∑ ∫         (3.11) 

即 
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1
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2
d c x

d
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∑                       (3.12) 

结合(3.10)与(3.12)，故 
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 
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∑

                  (3.13) 

下面估计(3.8)式中余项部分 
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( )( )
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∫

∫
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下面依次估计上面两式，对第一个式子 
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O
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+  

 
=

          (3.15) 

其中 M 为引理 2.1 余项的隐含常数。 
对第二个式子 

( )( ) ( )( )

( )

( )

6 6
1 2 1 22

1 1

6
1 22

1

6
1 2

1

1 1exp log log d exp log log d
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1exp log log d

x x

x

x

O t c t c t O t c t c t t
t t

Mt c t c t t
t

M c t c t t
t

− + = − +

≤ − +

= − +

∫ ∫

∫

∫

        (3.16) 

为了估计上式，需要对积分内的函数 ( )6
1 2exp log logc t c t− + 进行放缩，取函数

1
log 2t

，易见 

( )6
1 2exp log log

lim 01
log 2

t

c t c t

t
→∞

− +
=  

故存在常数 0M ′ > ，使得对 1t ≥ ，均有 

( )6
1 2

1exp log log
log 2

c t c t M
t

′− + ≤  

故 

( )
( )

( )

6
1 2

1 1 1

2

1 1 1 1 1exp log log d d d2
log 2 2 log 2

log log 2 log log 2

log 2

x x x

M c t c t t M M t MM t
t t t t t

MM x

O x

′ ′− + ≤ =

′= −

=

∫ ∫ ∫

      (3.17) 
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由(3.14)~(3.17)式与引理 2.3，有 

( ) ( )( )

( )( )

( )( )

( ) ( )( ) ( )

6
1 2

2 1exp
2

6
1 2

2 1exp
2

6
1 2

1

2

1d exp log log

1 1d exp log log

1 2 1d exp log log log
2 2exp log

2

1 log 2 log log

x

d c x

x

d c x

x

d
O t c t c t

d t

O t c t c t
d t

O t c t c t c x O
t

c x

O O x O x O

µ

γ

 
≤   

 

 
≤   

 

− +

≤ − +

  
  
  = − + + +            

= + =

∑ ∫

∑ ∫

∫

( )2log 2x x

       (3.18) 

以上，由(3.6) (3.7) (3.13) (3.18)式，我们已经计算完了(3.5)式的主项部分，下面，我们将计算(3.5)式的余

项部分 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

61 2
2exp log 02

61 2
2exp log 02

1 2
2exp log 02

1 exp log log

1 exp log log

1 exp log log

m x
d c x m d

m x
d c x m d

m kk x
d c x m d

x x xd O c c
m m m

x x xM c c
m m m

x xM c c
k k

φ

φ

φ

µ
φ φ φ

φ φ φ

  ≤
≤   ≡ 

 

  ≤
≤   ≡ 

 

=  ≤
≤   ≡ 

 

  
 ⋅ − +     

 
≤ ⋅ − +  

 

= ⋅ − +

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑ 6
x
k

 
  
 

        (3.19) 

为了对上式进行估计，我们需要对函数 6
1 2exp log logx xc c

k k
 
− +  
 

进行放缩，为此，首先需要研究函

数的增减性。令 

6 log xt
k

=  

则 

( )36
1 2 1 2log logx xc c c t c t f t

k k
− + = − + =  

对 ( )f t 求导， ( ) 2
1 23 0f t c t c′ = − + = ， 2

13
ct
c

= ± ，由于 0t > ，故 ( )f t 在 ( )0,t∈ +∞ 上有一个最大值

2

13
cf
c

 
  
 

，并先单调递增到此最大值后单调递减。由于1 k x≤ ≤ ，故 

66
1 log log
2

x t x≤ ≤  
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当 x 充分大时，也即存在正数 N ，当 x N> 时，有 

2 66 6

1

1 log log log
3 2
c xx t x
c k
≤ ≤ = ≤  

此时 ( )f t 全部位于单调递减范围内，有 

( ) ( )6 6
1log log
2

f x f t f x
 

≤ ≤   
 

 

进一步地，有 

( )( ) 66
1 2 1 2

1 1exp exp log log exp log log
2 2

x xf t c c c x c x
k k

   
= − + ≤ − +      

   
 

所以，当 x 充分大，即 x N> 时，有 

( )
( )

( )
( )

6
1 2

2exp log 02

6
1 2

2exp log 02

1 exp log log

1 1 1exp log log 1
2 2

m kk x
d c x m d

m kk x
d c x m d

x x xM c c
k k k

x c x c x
k

φ

φ

=  ≤
≤   ≡ 

 

=  ≤
≤   ≡ 

 

 
⋅ − +  

 

 
≤ − +  

 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
                (3.20) 

注意到 

( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )0 0 0

1 1 11
m k m kk x k x m x

m d m d m d
k m mφ φ φφ φ= =≤ ≤ ≤

≡ ≡ ≡

= =∑ ∑ ∑ ∑ ∑                        (3.21) 

当 1m = 时，只有在 1d = 时才满足求和所要求的条件并被计算，此时 

( )( )
( )0
1
1

1 1
m x

m d
m
d

mφ φ≤
≡
=
=

=∑                                    (3.22) 

而当 2m ≥ 时，由引理 2.4，有 

( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )
log0 log log

0 02 0
2 22

1 1 1 1
mm x m x xc x m mm d m m c c

m d m dm m d
m mm

m m m mφ φ φ φ φ≤ ′ ≤ ≤ ≤≡ ′ ′
≡ ≡≥ ≡
≥ ≥≥

≤ = =∑ ∑ ∑ ∑               (3.23) 

注意到当 2m ≥ 时，有
log

m m
m
> ，故有

log
m xm

m c
< ≤

′
，即 2

xm
c

<
′
，带入上式 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2 2

2 2

log log log log
0 20 0

2 2 2

log log

log1 1 log

log log1 1

x x x x x x xm m m m dl
c c c cc c c

m d dl mm d m d
m m m

x x x xl l
c d cc c

dlm
m m c m c dl

dl dl
c d l c d l

φ φ
≤ ≤ ≤ ≤

′ ′ ′ ′′ ′ ′
≡ = ≥≡ ≡
≥ ≥ ≥

≤ ≤
′ ′′ ′

≤ ≤ =
′ ′

= ≤
′ ′

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

            (3.24) 

这里需要指出的是，当 1m dl= = 时，后面求和中的 ( )log 0dl = ，故在上式最后两个式子中，可以去
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掉 2dl ≥ 的限制。 

带入
2exp log

2
d c x

 
≤   

 
，并利用引理 2.3、2.5，有 

( )

2 2

2 2

log log

log log

2
2 2

2log exp log
2log1 1

1 2 1 loglog
2

1 2 1log log log log log
2 2

x x x xl l
c cc c

x x x xl l
c cc c

c x l
dl

c d l c d l

lc x
c d l l

x x x xc xO O
c d c cc c

≤ ≤
′ ′′ ′

≤ ≤
′ ′′ ′

  
      ≤

′ ′

 
 

= + ′  
 

    
= +        ′ ′ ′′ ′   






∑ ∑

∑ ∑

( ) ( )( ) ( )2 21 1log log log logO x x O x O x
c d c d

 
 
 
 

= +
′



=





′

   (3.25) 

由(3.20)~(3.25)式，有 

( )
( )

( )

( )

( )

2

2 2exp log exp log02 2

2

2

1 11 1 log

1 2 1log log
2 2exp log

2

log log

m kk x
d c x d c xm d

O x
k c d

O x c x O
c

c x

O x x

φ

γ

=   ≤
≤ ≤   ≡   

   

= +
′

  
  
  = + +  ′           

=

∑ ∑ ∑ ∑

      (3.26) 

所以，由(3.5) (3.19) (3.20) (3.26)式，有 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

61 2
2exp log 02

6
1 2

2exp log 02

5
26

1 2

1 exp log log

1 1 1exp log log 1
2 2

1 1exp log log log
2 2

m x
d c x m d

m kk x
d c x m d

x x xd O c c
m m m

x c x c x
k

O x c x c x x

φ

φ

µ
φ φ φ  ≤

≤   ≡ 
 

=  ≤
≤   ≡ 

 

  
 ⋅ − +     

 
≤ − +  

 

  
= − +      

∑ ∑

∑ ∑ ∑          (3.27) 

3.1.2. d 大的部分 

下面，我们再对
2exp log

2
d c x

 
>   

 
部分进行计算。易见 

( )
( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

2 2exp log exp log 002 2 00

1 1 1
x xm km x k xn nd c x d c x m dm d m k

n dn d

d d
φφ φ φ

φ

µ µ
=   ≤ ≤≤ ≤> >    ≡≡   

    ≡≡

= ⋅∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑             (3.28) 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.164121


崔浩天 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.164121 363 理论数学 
 

下面对上式进行估计， 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )

2 2exp log exp log0 1 0 12 20 0

1 1
x xm k m kk x k xn nd c x d c xm d m dk k

n d n d

d
φ φφ φ

µ
= =   ≤ ≤≤ ≤> >   ≡ ≡   

   ≡ ≡

⋅ ≤ ⋅∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

由于此时 d 较大，由 ( )0n d≡ ，可知 1n ≠ ，故 2n ≥ ，故由引理 2.4，此时满足 ( )
log

nn c
n

φ ′≥ ，所以

有 

( )
( ) ( ) ( )

log
log

0 00

1 1 1
x n x xn c n n
k n k c k

n d n dn d

φ ′≤ ≤ ≤
′

≡ ≡≡

≤ =∑ ∑ ∑  

同时，在 2n ≥ 时，由
log

n xn
n c k

< <
′
，有

2

2 2
xn

c k
≤

′
，故 

( ) ( )
log 2log 2log 2log

0 0

1 1 1 1

2 2log log

x x x x x x xn n n dl l
c k c k c k c k c k c k c kd

n d n d

x x x x
c kd c d dc k c

≤ ≤ ≤ ≤
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′
≡ ≡

≤ = =

≤ ≤
′ ′ ′ ′

∑ ∑ ∑ ∑

                      (3.29) 

故 

( )
( ) ( )

( )

( )
( )0 0

0

2 11 1 log 1
xm k m kk x k xn

m d m dk
n d

x x
c d c kφ φφ= =≤ ≤≤

≡ ≡
≡

⋅ ≤ ⋅
′ ′∑ ∑ ∑ ∑ ∑                        (3.30) 

由(3.21) (3.23) (3.24)式，完全一致的计算，并结合 2≤d x，有 

( )
( )

( ) ( )

( )

( )

( )

2 2

2

2 2

log log0

log

log log

2

log log 21 1 11

log 21 log

1 1 loglog 2

1 1log 2 log log
2

m kk x x x x xl lm d c cc c

x xl
c c

x x x xl l
c cc c

dl xl
k c d l c d l

x l
c d l l

lx
c d l l

x xx O O
c d c c

φ =≤
≤ ≤≡ ′ ′′ ′

≤
′ ′

≤ ≤
′ ′′ ′

⋅ ≤ ≤
′ ′

 
= + ′  

 
 

= + ′  
 

  
= +    ′ ′ ′  

∑ ∑ ∑ ∑

∑

∑ ∑

( ) ( )( ) ( )

2
2

2 2 2

log log

1 1log log log

x x
c c

O x O x O x
c d c d

  
   

 
′ ′  

= + =
′ ′

  
 

        (3.31) 

由(3.30) (3.31)式，并结合(3.11)式，有 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.164121


崔浩天 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.164121 364 理论数学 
 

( )
( ) ( )

( )

( )

( )

2
2 2

2 2exp log exp log02 20

2

3

2 11 1 log log

2 1log log
2exp log

2

log
2exp log

2

xm kk x nd c x d c xm d k
n d

x x O x
cc d

x x O x
c c

c x

x xO
c x

φ φ=   ≤ ≤> >   ≡   
   ≡

⋅ ≤
′′

≤
′ ′  

  
 

 
 
 =         

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

           (3.32) 

故
2exp log

2
d c x

 
>   

 
的部分估计为 

( ) ( )
( )

( )
( )

3

2exp log 02
0

log( ) 1
2exp log

2
xm x nd c x m d m

n d

x xd O
c xφ φ

φ

µ
  ≤ ≤>   ≡ 
  ≡

 
 
 =         

∑ ∑ ∑                 (3.33) 

由(3.4) (3.13) (3.18) (3.27) (3.33)式，我们得到了第一部分的计算结果如下： 

( )
( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )( )

2

22

, 1

5 3
26

1 2

2 3 log1 log log log 2
2 6 2exp log

2

1 1 logexp log log log
2 2 2exp log

2

m x
m n x
m n

x xx x O O x x
c x

x xO x c x c x x O
c x

φ
φ φ

ζ ζ
ζ≤

≤
=

 
 
 = + +        

 
 

    + − + +                 

∑

 

为了后续比较以确定余项，不妨将上述四个余项依次记为 1O ， 2O ， 3O ， 4O 。 
为了最终确定余项形式，还需要明确 c与 1c 的大小关系，不妨做如下假定： 

在引理 2.1 中，首先取
1
5

c =  (这里先暂时用 c来代替引理 3.1 叙述中的 c )，则存在正常数 1c 、 2c ，

使得当 ( ) 1exp log exp log
5

q c x x ≤ =  
 

 时，有 

( )
( )

( ) { }( )6
1 2

1
1 exp log log

n x
n l q

G
x O x c x c x

qφ ≤
≡

= + − +∑  

取 c为满足 { }10 min ,c c c< <  的常数(任取)，则当 q 满足 ( )exp logq c x≤ 时，由于 

( ) ( )exp log exp logc x c x<  ，由上，对此时的 q 以及上述的正常数 1c 、 2c ，自然也成立 
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( )
( )

( ) { }( )6
1 2

1
1 exp log log

n x
n l q

G
x O x c x c x

qφ ≤
≡

= + − +∑  

由此，我们找到了对 ( )exp logq c x≤ 使上式成立的正常数 c，且满足 1c c< 。 
下面进行余项比较，易见 

( )
3

2 2
log log log log log log 2
2 2exp log exp log

2 2

x x x x x x x x
c x c x

   
      
   

    

且有 

( )
5
26

1 2 2 2
1 1exp log log log log log log log 2
2 2

x c x c x x x x x x
 
 − + 
 

   

由于 1c c< ，有 

( )

3

1
2

1
4

5
3 26 6

1 2 2

log
2 2exp log log exp log

2 2
lim lim lim

1 1 1exp log log log exp log
2 2 2

x x x

x x

c x x c c x
O
O

x c x c c x x c x
→∞ →∞ →∞

   
−      

   = = = ∞
   
− +      
   

 

( )1
1

5 3
3 2 26 6

1 2 2

log
2 2exp log exp log

2 2
lim lim lim

1 1 1exp log log log log exp log
2 2 2

x x x

x x

c x c c x
O
O

x c x c x x x c x
→∞ →∞ →∞

   
−      

   = = = ∞
   
− +      
   

 

由上可知，当 1c c< 时 

4 1 3 2O O O O    

故第一部分计算结果为 

( )
( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 3

2

, 1

2 3 log1 log
2 6 2exp log

2
m x

m n x
m n

x xx x O
c xφ

φ φ

ζ ζ
ζ≤

≤
=

 
 
 = +         

∑                   (3.34) 

3.2. 第二部分计算 

类似于第一部分计算的处理，以
2exp log

2
c x

 
  
 

为界，分为 d 小与 d 大两部分 
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( )
( )
( )

( )( )
( )

( )
( )
( )

( ) ( )
( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

| , | 2
|

| , |, 1

2

2 2
| | 0

2 2exp log exp log
2 2

1 1

1 1 1

1

d m n d m d xm x m x m x m x
d nn x n x n x n x

d m d nm n

d x d xm x n x n x
d m d n n d

d c x d c x

d d d

d d

φ φ φ φ
φ φ φ φ

φ φ φ

µ µ µ

µ µ

≤≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤
=

≤ ≤≤ ≤ ≤
≡

   
≤ >      

   

= = =

  
  = ⋅ =   

      
 
 

= + 
  
 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ( )
( )

2

|

1
n x
d n

d
φ

µ
≤

 
 
 
 
 

∑

               (3.35) 

3.2.1. d 小的部分 
首先计算 d 小的部分 

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2exp log 02

2

6
1 2

2exp log
2

2
6

1 22
2exp log

2

1

1 2 2exp log log
2 2

1 2 1 2 2exp log log
2 2

φ

µ

µ

µ

  ≤
≤   ≡ 

 

 
≤   

 

 
≤   

 

   
 = + − +        

  
= +

 
 
 


− + 




   





   

∑ ∑

∑

∑

n x
d c x n d

d c x

d c x

d

G
d x O x c x c x

d

G G
d x xO x c x c x

dd

( ) ( )

( )

( ) ( )( )

2 6
1 2

2

2
2exp log

2

6
1 2

2exp log
2

6
1 2

2exp log
2

2 2exp log log
2 2

1

2 2exp log log
2 2

exp 2 log 2 log

µ

µ

µ

 
≤   

 

 
≤   

 

 
≤   

 

  
+ − +      

=

  
+ − +      

+




− +

∑

∑

∑

d c x

d c x

d c x

O x c x c x

G
d x

d

xd O c x c x
d

d O x c x c x
     

(3.36)

 

对于第一部分，由(3.13)式可知 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2
2

2 2
2 2exp log exp log

2 2

2

1
1

1 11
(2) 2exp log

2

µ
µ

ζ

   
≤ ≤      

   

=

  
  
  = +            

∑ ∑
d c x d c x

G d
d x G x

d d

G x O
c x
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( ) ( )
( )

2

2

2 3
6 2exp log

2

ζ ζ
ζ

 
 
 = +         

xx O
c x

            (3.37) 

对于第二部分， M 为引理 2.1 余项的隐含常数同上文，结合引理 2.3，有 

( ) 6
1 2

2exp log
2

6
1 2

2exp log
2

6
1 2

2exp log
2

6
1 2

2 2exp log log
2 2

2 2exp log log
2 2

2 2 1exp log log
2 2

2 2exp log log
2 2

d c x

d c x

d c x

xd O c x c x
d

xM c x c x
d

Mx c x c x
d

Mx c x c x

µ
 

≤   
 

 
≤   

 

 
≤   

 

  
− +      

 
≤ − +  

 

 
≤ − +  

 

= − +

∑

∑

∑

6
1 2

2 1log
2 2exp log

2

2 2log exp log log
2 2

c x O
c x

O x x c x c x

γ

  
  

   + +                
  

= − +      

      (3.38) 

对于第三部分，由于 1c c< ，直接计算可得 

( ) ( )( )

( )

( )

6
1 2

2exp log
2

6
1 2

2exp log
2

6
1 2

6
1 2

exp 2 log 2 log

exp 2 log 2 log

2exp 2 log 2 log exp log
2

2exp 2 log 2 log
2

d c x

d c x

d O x c x c x

M x c x c x

Mx c x c x c x

Mx c c x c x

µ
 

≤   
 

 
≤   

 

− +

≤ − +

 
≤ − +   

 
  

= − − +      

∑

∑
                  (3.39) 

由(3.36)~(3.39)式，有 
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( )
( )

( )

( ) ( )
( )

2

2exp log 02

2
6

1 22

6
1 2

1

2 3 2 2log exp log log
2 26 2exp log

2

2exp 2 log 2 log
2

n x
d x n d

d

xx O O x x c x c x
c x

O x c c x c x

φ

µ

ζ ζ
ζ

  ≤
≤   ≡ 

 

 
 
 
 
 

 
 

   = + + − +                
   
 + − − +        

∑ ∑

   (3.40) 

令上述三个余项依次为 5O 、 6O 、 7O ，易见 5 6O O ，又因为 1c c< ，故 

( )1
5

6 6
2

2log exp log
2

lim lim
2exp log

2
x x

x c c x
O
O

c x
→∞ →∞

 
−  

 = = ∞  

故 7 6O O ，进而有 

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

2

2
6

1 22
2exp log 02

1
2 3 2 2log exp log log

2 26n x
d x n d

d x O x x c x c x
φ

ζ ζ
µ

ζ  ≤
≤   ≡ 

 

  
= + − +     

 
 
 
 
 


∑ ∑   (3.41) 

3.2.2. d 大的部分 

下面计算 d 大的部分，与 3.1 节中 d 大的部分分析一致，此时 2n ≥ ， ( )
log

nn c
n

φ ′≥ ，由 

log
n xn

n c
< ≤

′
，可以推出 2

xn
c

≤
′
，将上述分析带入计算，有 

( )
( )

( ) ( ) ( )
2 2 2

2

log log log log0 log
0 0 0

1 1 1 1 1 1 log
nn x x x x x x x xc x n n n dl ln d n c c c dcc c cn d n d n dln d

x x
dc cφ ≤ ′ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤≡ ′ ′ ′ ′′ ′ ′

≡ ≡ =≡

≤ = ≤ = = ≤
′ ′∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑        (3.42) 

将上述结果带入 d 大的部分，计算可得 

( )
( )

( )

( )

( )

2

2
2 2 2

2 2exp log exp log02 2

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2exp log exp log
2 2

2
2

2 2

1 log

1log log

1 loglog
2exp log exp

2

n x
d c x d c xn d

d c x d c x

x xd d
d c c

dx x x x
c c d c c d

x x x xO
c c

c x

φ

µ µ

µ

   ≤
> >   ≡   

   

   
> >      

   

 
 

≤  ′ ′ 
 

= ≤
′ ′ ′ ′

≤ =
′ ′  

  
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑

2 log
2

c x

 
 
 
        

          (3.43) 
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结合(3.41) (3.43)式，有 

( )
( )
( )

( ) ( )
( )

2 2
6

1 22

, 1

2 3 2 2 log1 log exp log log
2 26 2exp log

2
m x
n x

m n

x xx O x x c x c x O
c xφ

φ

ζ ζ
ζ≤

≤
=

 
 

    = + − + +                 

∑  

令上述两余项依次为 6O 、 8O ，由 1c c<  

( )

6
2

6
3

8 2
1

2exp log
2

lim lim 0
2log exp log

2

x x

c x
O
O

x c c x
→∞ →∞

 
  
 = =
 

−  
 

 

故 

( )
( )
( )

( ) ( )
( )

2 2

2

, 1

2 3 log1
6 2exp log

2
m x
n x

m n

x xx O
c xφ

φ

ζ ζ
ζ≤

≤
=

 
 
 = +         

∑                      (3.44) 

由(3.1) (3.34) (3.44)，有 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )
( )

( )
( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

, 1
, 1 , 1

2 3

2

2 2

2

2 3

2

1 2 1 1

2 3 loglog
6 2exp log

2

2 3 log
6 2exp log

2

2 3 loglog
6 2exp log

2

m n x m x m x
m n m n x n x

m n m n

x xx x O
c x

x xx O
c x

x xx x x O
c x

φ φ φ φ
φ φ φ

ζ ζ
ζ

ζ ζ
ζ

ζ ζ
ζ

≤ ≤ ≤
= ≤ ≤

= =

= −

 
 
 = +         

 
 
 − −         



= − +      

 

∑ ∑ ∑







 


                (3.45) 

到此，我们最终证明了定理 1.1 

4. 结论 

本文计算了 m 、n 互素时 ( ),m nφ 的分布，利用双曲求和法搭建框架将计算分为两个部分，并充分利

用数论函数的卷积法等解析数论方法，结合冯彬引理 2.1 的结论，得到了 m、 n 互素时 ( ),m nφ 分布的渐

近表达 
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( )
( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 3

2
,

, 1

2 3 log1 log
6 2exp log

2
m n

m n
m n x

x xx x x O
c x

φ φ

ζ ζ
ζ

=
≤

 
 
 = − +         

∑  

本结论同时也是对 Bateman 关于 ( )nφ 分布以及冯彬关于 ( )nφ 在算术级数中分布等相关研究的推广，

为后续研究一般情形的 ( ),m nφ 的分布提供了借鉴与启发，为研究有限循环群直积自同构群的阶数等群论

问题提供了新的视角。 
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