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摘  要 

三维Boussinesq方程组在地球物理科学中占据核心地位。本文研究了半平面 3
+ 中具有垂直粘性耗散和

Navier边界条件的三维不可压Boussinesq方程组的粘性消失极限问题。通过构造高阶近似解，结合共形

Sobolev空间中的线性稳定性分析和非线性项估计，证明了当粘性系数 0ε → ，系统的解在 L2 和 L∞ 范数

下收敛到理想三维Boussinesq系统的解，收敛速度为 ( )εΟ 。 
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Abstract 
The three-dimensional Boussinesq equations occupy a central position in geophysical science. In 
this paper, we investigate the vanishing viscosity limit problem for the three-dimensional incom-
pressible Boussinesq equations with vertical viscous dissipation and Navier boundary conditions 
in the half-space 3

+  By constructing high-order approximate solutions and combining linear 
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stability analysis in conformal Sobolev spaces with nonlinear estimates, we prove that as the vis-
cosity coefficient 0ε →  the solutions of the system converge to the solutions of the ideal three-
dimensional Boussinesq system in both the L2  and L∞  norms, with a convergence rate of ( )Ο ε . 
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1. 引言 

考虑时间 0t ≥ ，空间坐标 ( ) ( ) 2, , ,x y z h z += ∈ ×  上仅具有垂直粘性的不可压缩三维 Boussinesq 方

程组： 
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其中 ( ) ( )1 2 3 3, , , , ,hu u u u u pε ε ε ε ε ε ε εθ= =u 分别表示速度、压力和温度， ( )3 0,0,1=e 表示垂直方向上的单位向

量， 2ε 表示运动粘度。 
本文中，系统(1.1)的 Navier 型(滑移)边界条件由下式给出： 

3 0, 2 on ,0z h hu u zuε ε εα= ∂ = =                               (1.2) 

其中系数α ∈描述流体和固体边界之间的相对滑移。 
令 0ε → ，部分粘性系统(1.1)则退化为如下理想系统： 
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                             (1.3) 

此时边界条件为： 
0
3 0 o 0.nu z= =                                   (1.4) 

我们注意到初始数据 ( )0 0
0 0,θu 满足相容条件 

( )0 0
0 00, 0, 0,0, 1 .∇⋅ = ⋅ = = −u u n n  

Boussinesq 系统描述了浮力驱动流体的运动，其核心在于将 Navier-Stokes 方程与描述温度或密度演

化的对流扩散方程相耦合，构成描述热对流现象的典型数学模型[1]。该方程组在物理上具有广泛的应用

背景，能够刻画地球物理流动中的若干复杂过程，如海洋环流、大气运动及分层流动等([2]-[6])。 
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本文关注的 Boussinesq 系统与 Navier-Stokes 方程之间存在紧密联系。Navier-Stokes 方程的无粘极限

问题是一个经典课题。在无界区域情形下，已有丰富的研究结果([7]-[10])；然而当区域具有物理边界时，

问题变得更为复杂。例如，Xiao 在文献[11]中研究了三维 Navier-Stokes 方程的无粘极限，Beirão da Veiga
则在文献[12] [13]中将其推广至 ,k pW 空间。针对带有 Navier 摩擦边界条件的不可压 Navier-Stokes 方程，

Wang 与 Xin 等人在[14]中系统研究了其消失粘性极限行为。对于 Boussinesq 方程，Berselli 与 Spirito [15]
证明了在无热传导情形下，具有 Slip 边界条件的粘性 Boussinesq 方程组的解收敛于无粘理想 Boussinesq
方程组的解。Zhang [16]则考虑速度场满足 Slip 边界条件、温度场满足 Neumann 边界条件的三维热传导

Boussinesq 方程组，建立了强解的一致有界性，并在此基础上证明了扩散消失极限，获得了速度场与温度

的收敛速率。 
已有研究多针对全粘性或带热扩散的 Boussinesq 方程组，主要采用能量方法结合紧性论证或构造辅

助函数等建立粘性消失极限(参见[14]-[18])。本文则聚焦仅含垂直粘性的部分耗散系统，在 Navier 滑移边

界条件下，通过边界层展开构造高阶近似解，并结合共形 Sobolev 空间中的线性稳定性分析与非线性项

的高阶估计，获得收敛速率，从而丰富了各向异性模型与边界层结构刻画的相关研究。 
关于 Navier-Stokes 方程组及 Boussinesq 方程组的相关研究还可参见文献([17]-[21])及其参考文献。 
需要指出的是，本文的分析建立在理想不可压 Boussinesq 系统存在足够光滑解的前提之下。该假设保

证了外层解在整个时间区间内具有良好的正则性，从而使得边界层展开及误差估计具有严格的数学基础。

在此基础上，我们进一步研究具有垂直耗散的粘性系统在消失极限下的渐近行为。我们的主要结果如下： 
定理 1.1 设 ( )0 0,θu 是定义在 [ ]0,T 上(1.3)~(1.4)的解，对于一些与ε 无关且 1T T≤ 的 1T ，存在 ( ),ε εθu

是定义在 [ ]10,T 上(1.1)~(1.2)的解，当 0ε → 时，有 

[ ] ( ) ( )2 3 2 3
1
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0,
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L LT

ε εθ θ
+ +

 
 − + −


→


u u
 

                       (1.5) 

[ ] ( ) ( )3 3
1

0 0

0,
sup 0,

L LT

ε εθ θ∞ ∞
+ +

 
 


− + − →


u u
 

                       (1.6) 

且收敛速度为 ( )εΟ 。 
本文的组织结构如下。第 2 节使用边界层展开构造系统(1.1)的高阶近似解。第 3 节给出近似解的线

性稳定性分析。第 4 节重点处理非线性项并推导 L∞估计，从而完成一致估计的闭合论证。 

2. 边界层展开 

构造如下形式的近似解 

( ) ( )( ) ( )
0 0

, , , , , , , , , , ,
K K

i i i i i i i i
a a a

i i

zp p t h z U P t hθ ε θ ε
ε= =

 = + Θ  
 

∑ ∑u u               (2.1) 

其中 K 是任意大的整数，我们用 ( )( ), , , ,i i ip t h zθu 来近似外层，用 ( ), , , ,i i i zU P t h
ε

 Θ  
 

来表征内层行

为。为简单起见，我们用 s z ε= 作为快速衰减变量，假设 s 满足快速衰减特性 

( )( ), , , , 0, .i i iU P t h s sΘ → →+∞                           (2.2) 

为了使近似解满足 Navier 边界(1.2)，我们有 
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为了清楚起见，我们将 fΓ 表示为 ( ), ,0f f t hΓ = 。在内层，通过收集 ( )1ε −Ο 项，可以得到： 

( )
( )

( )

0 0 0
3 3

0 0 0 0
3 3 3

0
3

0 0 0
3 3

0,
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s h
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结合(2.2)和(2.3)，有 ( ) ( )0 0 0
3 3, , 0, , , 0, 0U t h s P t h s u= = Γ = 。 

接着，收集 ( )1Ο 项，可以得到： 
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因此，我们得到一个平凡解 0 00, 0hU = Θ = 。 
在外层，当 0i = 时， ( )1Ο 项满足无粘 Boussinesq 系统(1.3)。当 1i ≥ 时，我们收集 ( )iεΟ 项，有 
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其中 1 0, ,i i
uf fθ

− =u 取决于 , 1,i j j iθ ≤ −u 。 
在内层收集 ( )iεΟ 项，有 
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+ Γ + + Γ∂ ∂ Γ +Θ + Γ∂

+ Γ + + Γ∂ ∂ Γ +Θ + Γ∂ =
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其中
3

, ,
h

i i i
U UF F FΘ取决于 , , , , 1j j j j j iU θΘ ≤ −u 。 

综上，粘性系统(1.1)的近似解为 

( )( ) ( )( ) ( )0 0 0 1 1 1 1 1 1, , , , , , , , , , , , .zp t h z p t h z U P t hθ ε θ
ε

  + + Θ +  
  

u u   
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关于边界层剖面方程的可解性与衰减性，可以通过将其视为一类沿法向变量的退化抛物型方程，通

过能量方法或不动点定理，可以证明其局部可解性。由于方程中包含耗散项，解在法向变量上通常具有

指数型或代数型衰减性质。类似结论可参见文献[14] [15]中关于 Navier-Stokes 及 Boussinesq 边界层问题

的分析。 

定理 2.1 令 K +∈ ，对于任意初值 ( ) ( )0 0 3
0 0

5, ,
2

sH sθ +∈ >u  ，满足边界 0y = 处的相容性条件，存在 

0T > 的粘性系统(1.1)的 K 阶光滑近似解 ( )0 0
0 0,θu ，使得 

(1) ( ) [ ] ( )( )0 0 0 3
0 0, 0, , sC T Hθ +∈u  是具有初值 ( )0 0

0 0,θu 的无粘系统(1.3)的解； 
(2) 对所有1 i K≤ ≤ ，有 ( ) [ ] ( )( )0 3, 0, ,i i sC T Hθ +∈u  ； 
(3) 对所有 0 i K≤ ≤ ，内层项 ( ), ,i i iU PΘ 至少是局部可解的，且最后一个变量满足快速衰减性质； 
(4) 考虑 ( ), , pεε εθu 为粘性系统(1.1)的一个解，并定义误差项为 

, , ,a a ap p pε ε εθ θ θ= − = − = −u u u  

其中 au 自然满足 ( )00, 0, 0,0, 1a a z=∇ ⋅ = ⋅ = = −u u n n 。则 ( ),θu 满足方程组 

( )
( )

2 2
3

3

,

,
0,
2 , 0 on 0,

K
t a a z u

K
t a a

z h h

p R

R

u u u z

θ

ε θ ε

θ θ θ θ ε

α

∂ + ⋅∇ + + ⋅∇ +∇ − ∂ = +

∂ + ⋅∇ + + ⋅∇ =

∇⋅ =
∂ = = =

u u u u u u u e

u u
u

                   (2.4) 

其中 ( )1 2 3, , ,u u uR R R R Rθ=u 是满足以下条件的余项： 

[ ]
( )3 3

, 1 2 3
0,

,sup , , ,a
T

R C ββ
θ ε β β β β−∇ ≤ ∀ = ∈u                        (2.5) 

0aC > 与 ε 无关。 

3. 线性稳定性分析 

我们首先考虑边界层近似解的线性稳定性，在半空间 3
+Ω =  中将方程组(2.4)线性化，得到： 

2 2
3

3

,

,
0,
2 , 0 on 0,

K
t a a y u

K
t a a

z h h

p R

R

u u u z

θ

ε θ ε

θ θ θ ε

α

∂ + ⋅∇ + ⋅∇ +∇ − ∂ = +

∂ + ⋅∇ + ⋅∇ =

∇⋅ =
∂ = = =

u u u u u u e

u u
u

                     (3.1) 

其中 ,R Rθu 是满足以下条件的余项： 

[ ]
( )3 3

, 1 2 3
0,

sup , , , .a
T

R C ββ
θ ε β β β β−∇ ≤ ∀ = ∈u                        (3.2) 

方程组(2.4)和方程组(3.1)的初始条件为 1 1
0 00 0,K K

t tε θ ε θ+ +
= =
= =u u 。 

为了处理半空间边界附近解的各向异性行为以及边界层结构所带来的法向奇异性，我们引入共形

Sobolev 空间，其核心思想是通过构造一个权函数 ( ) ~z zϕ  (当 0z → )且 ( ) 1zϕ →  (当 z →+∞ )，从而在

边界附近对法向导数进行加权控制。相比于标准 Sobolev 空间，共形 Sobolev 空间能够在保持切向方向正

则性的同时，弱化法向导数的要求，使得 Hardy 不等式等可以自然应用于含权估计中。 
设 ( ) 31 2

1 2 3 1 2 3, , ,x y zZ Z Z z Z Z Z Z ββ ββϕ= ∂ = ∂ = ∂ = ，其中 ( ) 3
1 2 3, ,β β β β= ∈ ，光滑函数 ( )zϕ 满足 

( ) ( )0 0, 0 0ϕ ϕ′= > ，例如 ( )
1

zz
z

ϕ =
+

，共形 Sobolev 空间 s
coH 由下式定义： 
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( ) ( )
31 2

3 3
, ,

222 3
, , 1 2 3: s

co x y z

s
co x y z H Ls

H u L u Z Z Z uββ β

β +
+

≤

  = ∈ = < ∞ 
  

∑


                 (3.3) 

进一步定义 ,k Lk
u Z uβ

β
∞∞

≤

= ∑ ，并记 { },
,:k

co kW u u∞
∞

= < ∞ 。 

定理 3.1 设 ,K K m+∈ > ， ( ), ,a a ap θu 是由定理 2.1 给出的 K 阶近似解。对于每个 ( )0,1ε ∈ ，存在

0 0T > ，使得定义在 [ ]00,T 上的系统(3.1)~(3.2)的解满足以下估计： 

( ) ( ) 1, , .m m
co co

K m
zH H

θ θ ε−
−+ ∂u u                              (3.4) 

进而有 

( ) 1, .K
L

θ ε∞
−u                                    (3.5) 

证明：首先，将方程组(3.1)中的速度和温度方程分别乘以 u 和θ ，并在区域Ω 上积分，将所得两式

相加，结合分部积分法可得： 

( )
( ) ( )

22 2 2 2 2

3

1 d 2
2 d

,

z h

K
a a

u
t

R Rθ

θ ε αε

θ θ θ ε θ
ΩΩ Ω ∂

Ω Ω Ω

+ + ∂ +

= − ⋅∇ ⋅ + ⋅∇ ⋅ + ⋅ + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ u

u u

u u u u u e u
 

利用迹定理、Cauchy 不等式、Young 不等式和 Gronwall 不等式，可得： 

( )( ) ( )2 2

2 22 2
0 0

, , , , , d .
T K

zL L
t h z c u h zθ ε τ τ ε+ ∂∫u                      (3.6) 

其次，将 ,Z mβ β ≤ 分别作用于方程组(3.1)中的速度和温度方程，可以得到： 

2 2
3

2 2
1 2 3 4

5 6

,

, , , , ,

, , .

K
t a a z u

K
t a a

a a z

a a

Z Z Z Z p Z Z C Z R

Z Z Z C Z R

C Z Z Z p Z C C C C

C Z Z C C

β β β β β β β

β β β β
θ θ

β β β β

β β
θ

ε θ ε

θ θ θ ε

ε

θ θ

∂ + ⋅∇ + ⋅∇ +∇ − ∂ = + +

∂ + ⋅∇ + ⋅∇ = +

   = − ⋅∇ − ⋅∇ − ∇ + ∂ + + +   

=

    =   
− ⋅∇ − ⋅∇    =  +

u

u

u u u u u u e

u u

u u u u u

u u

，

 

将上述所得方程再分别乘以 ,Z Zβ βθu ，并在区域Ω 上积分，将所得两式相加，结合分部积分法可得： 

( )
( )

( )

2 2 22 2

3

6

1

1 d
2 d

.

z z h h

a a

k
i

i

Z Z Z Z u Z u
t

Z Z Z Z Z pZ Z Z

C Z C Z Z R Z Z R Z I

β β β β β

β β β β β β β β

β β β β β β
θ θ

θ ε ε

θ θ θ

θ ε θ

Ω Ω ∂Ω

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω
=

+ + ∂ + ∂

= − ⋅∇ + ⋅∇ − ∇ +

+ + + + =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∑∫ ∫ ∫u u

u u

u u u u u e u

u u

 

结合边界条件和迹定理，有 

2

,

2 .m m
co co

z h h z h h z h h

h z h hH H

Z u Z u Z u Z u Z u Z u

Z u C u u

β β β β β β

βα α

∂Ω ∂Ω ∂Ω

∂Ω

∂ ∂ ∂

=

 = 

≤

+ 

∂

∫ ∫ ∫

∫
 

我们需要估计上述等式右边的六项。 
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( )
( )

( )

1

1

2
1

2

1 1
2

2 2 2 2
3 3

6

,

,

,

,

,

,

m
co

m m
co co

m m
co co

a a

a a HL L

x h h H H

H H

K

I Z Z Z Z

I Z Z Z Z

I Z pZ Z p Z Z pZ Z p Z

I Z p Z u p

I Z Z Z Z

I Z R

β β β β

β β β β

β β β β β β β β

β β

β β β β

β

θ θ

θ θ θ

θ θ θ

ε

∞ ∞

−

Ω

Ω Ω

Ω Ω ∂Ω Ω

− −

Ω

Ω Ω

= − ⋅∇ + ⋅∇

∇ + ∇

= − ∇ = ∇⋅ − ⋅ = ∇ ⋅

∂ ∇ ∇

= + +

=

∫
∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
∫

∫ ∫
u

u u u u

u u u u u

u u u n u

u

e u u u

 

 

 
2 2 2 2 .m m

co co

K m
H HZ Z R Zβ β β

θ θ θ ε −

Ω
+ + +∫ u u

 

特别的，对于 4I 的估计，需要依次估计 1 4.C C− 将 1 2C C 改写为如下形式： 

( )( )

( )( )

1

1
,

, 0

2

2
,

, 0

,

, ,

,

, ,

a a a

a a

a a a

a a

C Z u u Z u u u Z u

c Z Z u u Z u

C Z u u Z u u u Z u

c Z u Z u u Z u

u

β β β

γ ζ β
γ ζ

γ ζ β γ

β β β

γ ζ β
γ ζ

γ ζ β γ

+ = ≠

+ = ≠

 = − ⋅∇ = − ⋅∇ − ⋅∇ 
 

 = − ⋅ ∇ + ⋅ ∇  
 
 = − ⋅∇ = − ⋅∇ − ⋅∇ 
 

 = − ⋅ ∇ + ⋅ ∇  
 

∑

∑

 

其中 1 2
, ,,c cγ ζ γ ζ 是莱布尼兹展开产生的系数。 

利用 Hardy 不等式，可得 

1,22 2
1

3 3,a a z a WLL L
Z u Z u Z ββ β

∞
− ⋅ ∇ ∂ u u u u   

由于 

2 , ,m m
co coL H L HL

Z uZ v u v v u mγ ζ γ ζ∞ ∞+ + =  

有 

1
2 2 2

1 2, .m m m
co co cozH H HC Z C Zβ β

−
Ω Ω

+ ∂∫ ∫u u u u u   

显然有 

122

1
3 .m m

co coz H HLL
C Z Z p Z pββ β

−
−

Ω
∂ ∇∫ u u u   

对于 4C 项，化简得 ( )( )2 2 2 1 1 2
4 3 3, z z z zC Z Z Zβ β βε ε β ϕ β ϕ− −  ′ ′= ∂ = ∂ ∂ + ∂ u u u ，通过分部积分得到： 

( ) ( )
( ) ( )

1

2 1 2 1 2
4 3 3

2 1 2 1 2
3 3

2 .m m
co co

z z z

z z z

z zH H

C Z Z Z Z Z

Z Z Z Z

β β β β β

β β β β

ε β ϕ ε β ϕ

ε β ϕ ε β ϕ

ε −

− −

Ω Ω Ω

− −

Ω Ω

′ ′= − ∂ ∂ ⋅ − ∂ ⋅

′ ′= ∂ ⋅ ∂ − ∂ ⋅

∂ ∂

∫ ∫ ∫
∫ ∫

u u u u u

u u u u

u u

 

综上，可得 4I 的估计： 

1 1 1
2 22

4 .m m m m m m
co co co co co coz z zH H H H H HI pε − − −∂ ∂ + ∂ + + ∇u u u u u  

同理可得 5I 的估计： 1
2 2 2

5 m m m
co co coz H H HI θ θ−∂ + + u 。 

综合对所有 ( )1 6iI i≤ ≤ 的估计及 Young 不等式，可得： 
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( )

1 1 1

2 22
0

2 2 2 2 2 2 .

d ,
d mm

coco

m m m m m m
co co co co co co

z HH

K m
z zH H H H H H

c
t

p

θ ε

θ θ ε− − −
−

+ ∂

∂ + ∂ + + + ∇ +

u u

u u u
            (3.7) 

鉴于上述结果，我们还需给出 1m
coz H −∂ u 的估计。利用散度为零，有 

1 13 mm m m
coco co coz h h h HH H Hu u u− −∂ = ∇ u  ，还剩 1m

coz h Hu −∂ 需要估计，回顾三维涡量ω 的定义 

3 2

1 3

2 1

,
y z

z x

x y

u u
curl u u

u u
ω

 ∂ − ∂
 

= = ∂ − ∂ 
 ∂ − ∂ 

u  

定义适用于近似解的涡量 aω ，它由速度方程取旋度后导出，并满足以下方程： 
2 2

3 .K
t a a z a a curl curlRω ω ω ε ω ω ω θ ε∂ + ⋅∇ + ⋅∇ − ∂ = ⋅∇ + ⋅∇ + + uu u u u e             (3.8) 

我们定义新符号 2 , 2h h a ah ahu uη ω α η ω α⊥ ⊥= − = − ，满足 0, 0aη η
∂Ω ∂Ω
= = ，有 

11 .m mm
co cocoz h H HHu η −−∂ + u  

将(3.8)改写为如下形式： 

2 2 2 ,K
t a a z ah a h h h ucurp lRη η η ε η ω ω α θ ε⊥ ⊥∂ + ⋅∇ + ⋅∇ − ∂ = ⋅∇ + ⋅∇ + ∇ −∇ +u u u u  

同时，取(3.1)中温度方程的正态导数，可以得到： 

[ ] [ ]
,

, , .

k
t z z a a z z

z a z a

C R
C

θθ θ θ ε

θ θ

′∂ ∂ + ⋅∇∂ + ⋅∇∂ = + ∂

′ = − ∂ ⋅∇ − ∂ ⋅∇

u u
u u

 

将上述新得到的η方程和温度方程分别乘以 , 1Z mβ β ≤ − ，可以得到： 
2 2

2 ,

,
z

t a a z
k

ah a h h h u

K
t z z a a z z

Z Z Z Z

Z Z Z p Z Z R C

Z

c

Z Z C Z C Z R

url

β β β β

β β β β β
η

β β β β β
θ θ

η η η ε η

ω ω α θ ε

θ θ θ ε

⊥ ⊥

∂

∂ + ⋅∇ + ⋅∇ − ∂

= ⋅∇ + ⋅∇ + ∇ − ∇ + +

′∂ ∂ + ⋅∇ ∂ + ⋅∇ ∂ = + + ∂

u u

u u

u u

 

其中 

2 2, , , , , ,

, , .
z

a a ah a h z

z a a z

C Z Z Z Z Z

C Z Z

β β β β β
η

β β
θ

η η ω ω ε η

θ θ∂

         = − ⋅∇ − ⋅∇ + ⋅∇ + ⋅∇ + ∂         
   = − ⋅∇ ∂ − ⋅∇ ∂   

u u u u

u u
 

再将上述两式分别乘以 , zZ Zβ βη θ∂ ，并在区域Ω 上积分，将所得两式相加，结合分部积分法可得： 

( )
( )

( )

2 2 22

6

1

1 d
2 d

2

,

z

z z

a z a z h h

k
z u z z

j
j

cur

Z Z Z
t

Z Z Z Z Z pZ Z Z

C Z C Z Z R Z Z R Z

J

l

β β β

β β β β β β β β

β β β β β β
η θ θ

η θ ε η

η η θ θ α η θ η

η θ ε η θ

Ω Ω

⊥ ⊥

Ω Ω Ω

∂Ω Ω Ω

=

+ ∂ + ∂

= − ⋅∇ + ⋅∇ ∂ ∂ + ∇ + ∇

+ + ∂ + + ∂ ∂

=

∫ ∫

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

∑

u u
 

利用 Cauchy 不等式、Hardy 不等式和 Young 不等式，依次估计 1 6~J J 项，可得： 
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( )1 1 1

1 1 1 1

2 2 22
0

2 2 2 2 2 2

d
d

.

m m m
co co co

m m m m m m
co co co co co co

z zH H H

K m
zH H H H H H

c
t

p

η θ ε η

η η θ θ ε

− − −

− − − −
−

+ ∂ + ∂

∇ + + + + ∂ +u
              (3.9) 

最后，给出压力估计。通过对(3.1)中的速度方程取散度算子，得到 

( ) 3 .
,

K
a a

p F
F Rθ ε

∆ = ∇⋅

= − ⋅∇ + ⋅∇ + + uu u u u e
                        (3.10) 

由系统(3.1)的边界条件及无散度条件，可得 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2
3 3 3

2
3

2
3

,0 ,0 ,0 ,0

,0 ,0

2 ,0 ,0 .

z z t

z h h

h h

p h u h u h F h

u h F h

u h F h

ε

ε

ε α

∂ = ∂ − ∂ +

= − ∂ ∇ +

= − ∇ +

 

令 1 2p p p= + ，其中 1p 和 2p 分别满足 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 3

2
2 2

, 0, ,0 ,0 ,

0, 0, ,0 2 ,0 .
z

z h h

p F z p h F h

p z p h u hε α

∆ = ∇⋅ > ∂ =

∆ = > ∂ = − ∇
 

根据半空间上椭圆边值问题的正则性理论： 
引理 3.2 设 ( )1 3m

iF H −
+∈  ，考虑半空间上的 Poisson 问题 

0, ,i i z i izp F p g
=

∆ = ∇ ⋅ ∂ =  

则存在解 ( )3m
ip H +∈  ，并满足 

( ) ( ) ( )3 1 3 3 2 2 ,m m mi H ii H HC F gp − −
+ +

 ≤ + 
   

 

其中常数C 仅依赖于 m 。 
由此可得压力估计 

( ) ( )1 1 21
2 11 , .m m m mm

co co co coco

K m
z zH H H HH

p ε θ θ ε− − −−
− +∇ + + + ∂ + ∂ +u u u             (3.11) 

联合估计式(3.6)、(3.7)、(3.9)、(3.11)以及 Gronwall 不等式可得(3.4)，利用各向异性 Sobolev 嵌入 

0 0 0

2 2 .m m m
co co cozL H H Hu u u u∞ ∂ +  

可得(3.5)，定理 3.1 证明完毕。 

4. 非线性稳定性分析 

本节致力于估计剩余非线性项，当 mβ ≤ 时，有 , , ,Z Zβ β θ   ⋅∇ ⋅∇   u u u 两项，将交换子改写为如下

形式： 

, ,
, 0 , 0

, , , ,c Z Z Z d Z Z Zγ ζ β γ ζ β
γ ζ γ ζ

γ ζ β γ γ ζ β γ
θ θ

+ = ≠ + = ≠

   ⋅ ∇ + ⋅ ∇ ⋅ ∇ + ⋅ ∇   ∑ ∑u u u u u u  

从而有 

( )
( )

12

12

,

, ,

,m m
co co

m m m
co co co

zL H HL

zL H H L HL

c Z Z

d Z Z

γ ζ
γ ζ

γ ζ
γ ζ θ θ θ θ

∞ −

∞ − ∞

⋅ ∇ ∇ + ∂

⋅ ∇ ∇ + ∂ + ∇

u u u u u

u u u




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利用 Hardy 不等式，可得 

1, 1,2 23 3, , , .m m
co coH HW WL L

Z u Z uβ β θ θ∞ ∞ ⋅ ∇ ⋅ ∇   u u u u   

对于非线性系统，我们得到类似(3.7)的估计： 

( )

( ) ( ) ( )( )1, 1

1

2 22
0

2 2

2 2 2

d ,
d

1 , ,

.

mm
coco

m m
co co

m m m
co co co

z HH

zW H H

K m
H H L H

c
t

p

θ ε

θ θ

θ ε

∞ −

− ∞
−

+ ∂

+ + ∂

+ ∇ + ∇ +

u u

u u u

u u

                          (4.1) 

当 1mβ ≤ − 时，有 , , , zZ Zβ βη θ   ⋅∇ ⋅∇ ∂   u u 两项，以 ,Z β η ⋅∇ u 为例，为了避免出现 
, m

coz zL Hη η∞∂ ∂ 这样增加计算量的项，当 , 0, 1mγ ζ β γ β+ = ≠ ≤ − ，有 

( ) ( )

( )( )

2

2 2

1 1

2

1, 1

,

3

3

2,

1

.

m m
co co

m m
co co

L

h h zL L

h h h h zH LL H
L

W L H H

c Z Z

Z u Z Z u Z

u u Z u z Z
z

Z

γ ζ
γ ζ

γ ζ γ ζ

γ ζ

η

η η

η η ϕ η
ϕ

η η

− ∞∞ −

∞ ∞ −∞

⋅ ∇

⋅ ∇ + ⋅ ∂

∇ + ∇ + ⋅ ∂

+ + +

u

u u u









 

同理可得 

( )1, 12, 2, 1, .m m
co coz z zW H HL

d Z Zγ ζ
γ ζ θ θ θ∞ −∞ ∞

∇∂ + ∂ + ∂u u u u   

结合 Hardy 不等式，可得： 

( )
( )( )
( )

1 1 1

1 1 1, 1

1, 1

2 2 22
0

2 2
2,

2 2 2 2
1, 2,

d
d

1

1 .

m m m
co co co

m m m m
co co co co

m m
co co

z zH H H

H H W L H H

K m
z zH W H

c
t

p Z

η θ ε η

η η η

θ θ ε

− − −

− − ∞ ∞ −

∞ −

∞

−
∞ ∞

+ ∂ + ∂

∇ + + + + +

+ ∂ + + + ∂ +

u u u

u u u

               (4.2) 

将 ⋅∇u u 加入压力估计中的源项 F 中，即可得到对应的估计： 

( )( )1 1, 1 1 2
11 .m m m m m

co co co co co

K m
z zH W H H H Hp θ θ ε− ∞ − − −

− +∇ + + ∂ + + ∂ +u u u             (4.3) 

因此，我们可以从(4.1)、(4.2)、(4.3)中推断出 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
( )

1 1 1

1, 1

2 2 2 2 22
0

2 2

2,

2 2 2
1,

d ,
d

1 , ,

.

m m m mm
co co co coco

m m
co co

m
co

z z zH H H HH

zW L H H

K m
zL H

c
t

Z

θ η θ ε η

η θ η θ

θ θ ε

− − −

∞ ∞ −

∞

∞

−
∞

+ + ∂ + ∂ + ∂

+ + + + ∂

+ ∇ + ∂ +

u u

u u u

u

                (4.4) 

显然，系数中仍存在 L∞范数项有待估计。在此之前，我们首先定义 ( )mN t  

( ) ( ) ( ) ( )1

2 2 2

1,
, , , .m m

co co
m z zH H

N t θ η θ η θ− ∞
= + ∂ + ∂u  

https://doi.org/10.12677/pm.2026.164097


陈婧 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.164097 133 理论数学 
 

由于各向异性 Sobolev 嵌入，定理 1.1 的证明可归结为以下命题，为了闭合非线性估计，边界层展开

的最小临界阶次需满足 6K = 。 
命题 4.1 设 ( ),θu 是定义在 [ ]0,T 上系统(2.4)的解，对于 5,m K m≥ > ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2
0

0 1 d .
t K m

m m m mN t N t N s N s s ε −+ + + +∫                (4.5) 

引理 4.2 当 0 01,m m≥ ∈，有 

0 0 0

2 2 .m m m
co co cozL H H Hu u u u∞ ∂ +  

引理 4.3 当 0 01, 3m m m≥ ≥ + ，有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1,
1 2 1 2 1 2

2, 1,

1 2 1 2
1, 2,

, , ,

, .
m m mW

m m

N t N t N t

N t N tθ θ

∞ ∞ ∞

∞ ∞

∇u u u  

 
 

我们还需估计
1, 1,, zη θ
∞ ∞

∂ 。 
命题 4.4 当 5m ≥ ，有以下估计 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 4
1, 0

0 1 d .
t K

m m mN t N s N s sη ε −
∞

+ + + +∫                    (4.6) 

证明：考虑到η满足具有齐次 Dirichlet 边界条件的运输扩散方程，因此可以通过该类方程的最大值

原理建立 1 2, ,Z Zη η η 的 L∞估计。给出η方程 

( ) 2 2 ,

2 ,
t a z

k
a h h uR

R

p curlR

η η ε η

η α θ ε⊥ ⊥

∂ + + ⋅∇ − ∂ =

− ⋅∇ + ∇ +∇ +=

u u

u
 

从而有 

( )

( )

0 0

1 0 1 11, 0 0

2 0 2 21, 0 0

,

,

.

t

L LL

t t
aL L L

t t
aL L L

R

Z Z R Z

Z Z R Z

η η

η η η

η η η

∞ ∞∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

∞

∞

+

+ + + ∇

+ + + ∇

∫

∫ ∫

∫ ∫

u u

u u







 

对于 3Z η ，其相关估计则源于对近似方程算子的格林函数进行的精确估计。将η方程改写为以下形

式 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2
3 3

3 3 3 3

, ,0 , ,0 , ,0 , ,0 ,

, ,0 , ,0 , ,0 , ,0 .
t ah h h z a z z

ah h ah h h a z a z

u t h u t h z u t h u t h R G

G u u u t h u t h u u z u t h u t h

η η η ε η

η η

∂ + + ∇ + ∂ + ∂ − ∂ = −

 = + − − ∇ + + − ∂ − ∂    
 

该方程的解可通过其左侧算子的生成元 ( ),S t τ 结合 Duhamel 公式给出，即对于任意 t τ≥ ，有 

( ) ( ) ( )( )( )0 0
, , d ,

t
t S t S t R Gη τ η τ τ τ= + −∫ 其中 ( ),S t τ 是一个 0C 演化算子，结合 

( ) 0 0 0, ,z zL LL
z S t zτ η η η∞ ∞∞∂ + ∂  

即得到 3 LZ η ∞ 的估计 

3 0 1,1, 0
,

t

LZ R Gη η∞ ∞∞
+ −∫  

综上，对 R 与 R G− 进行相应的估计，结合 Cauchy-Schwarz 不等式即可得到(4.6)。命题 4.4 证明完
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毕。 
命题 4.5 当 5m ≥ ，有以下估计 

( ) ( ) ( )2 2 4
1, 0

0 1 d .
t K

z m mN t N s sθ ε −
∞

∂ + + +∫                         (4.7) 

证明：将方程组(2.4)中的温度方程改写为 

( ) ( ), , , 0.k
t a af t h z R zθθ θ θ ε∂ + + ⋅∇ = = − ⋅∇ + >u u u  

我们将问题转化为整个空间，定义 , , , ,a a fθ θ u u  

  ： 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

, , , , , , , , , 0;

, , , , , , , , , 0;

a a a a

a a a a

t h z z

t h z z

θ θ θ θ

θ θ θ θ

= >

= − − <

u u u u

u u u u

 

 

 

 

 

从而有 

( )  , ,K
t a af f Rθθ θ θ ε∂ + + ⋅∇ = = − ⋅∇ +u u u  

    

利用最大值原理，可得 

( )

( )

( ) ( )

00

1
0 0

1 2 1 2
0

.

d

d

0 d

t

L t LL
tK K

aL L
t k

m m

f

R

N N s s

θ

θ θ τ τ

ε θ θ τ ε τ

ε

∞ ∞∞

∞ ∞

=

+

+

+ ⋅∇ +

+ +

∫

∫

∫

u

 





 

同理可得 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1,

1 1
0 0

1 2 1 2 1
0

1 2
0 1,0

1 2 1 2 2
0

d

0 ,

.

d

d

0 d

tK K
L L LL
t K

m m

tK K
z z zL L WL

t K
m m

N N s s

Z Z Z

N N s s

θ ε θ τ τ τ ε

ε

θ ε θ τ τ τ τ ε

ε

∞ ∞ ∞∞

∞ ∞ ∞∞

+ −

−

+ −

∞

−

∇ ∇ + + ∇ +

+ +

∂ ∂ + ∂ + + +

+ +

∫

∫

∫

∫

u u

u u u



 ‖ ‖









 

综上，结合引理 4.2 和 Cauchy-Schwarz 不等式即可得到(4.7)，命题 4.5 证明完毕。 
因此，综合运用(4.4)、(4.6)、(4.7)以及标准的连续性论证，即可完成命题 4.1 的证明。 

5. 结论与展望 

本文研究了半空间中具有垂直耗散的三维不可压 Boussinesq 方程组在 Navier 滑移边界条件下的粘性

消失极限问题。通过构造高阶近似解，结合共形 Sobolev 空间中的线性稳定性分析与非线性项的高阶估

计，证明了当粘性系数趋于零时，系统的解收敛于理想 Boussinesq 系统的解，并获得了收敛速率。该结

果在模型简化与边界层精细刻画上对现有理论形成了补充。 
本文的分析依赖于 Navier 滑移边界条件的特殊结构以及理想系统光滑解的存在性假设，这在一定程

度上限制了结果的适用范围。例如，在无滑移(Dirichlet)边界条件下，边界层的结构将更加复杂，相关问

题仍有待进一步研究。此外，本文仅考虑了垂直方向的粘性耗散，而未涉及热扩散或更一般的各向异性

耗散情形，这些因素的引入可能对解的渐近行为产生重要影响。未来的研究可以考虑在更一般的边界条

件和耗散机制下，探讨粘性消失极限问题的稳定性与收敛性；同时，在较弱正则性框架中建立类似结果，

以及推广至有界区域或更复杂几何区域的情形，也将是值得进一步深入研究的方向。 
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