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摘  要 

基于其丰富的代数结构和高效的实现，有限域上的循环码成为编码理论中的一个热门课题。虽然二元和

三元循环码已被广泛研究，但诸如 7 等更大域上的码字研究还相对较少。根据已有判定七元循环码最优

性的方法，构造出参数为   7 1,7 2 2,4m m m− − − 的最优7-元循环码。对比现有构造，本文的参数选取条件

给出了新的不相交的码族，丰富了更高阶循环码的最优构造理论。 
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Abstract 
Due to the rich algebraic structures and efficient implementations, cyclic codes over finite fields 
have become a popular topic in coding theory. While binary and ternary cyclic codes have been ex-
tensively studied, research on codes over larger fields, such as 7 , remains relatively limited. Using 
a verified method for determining the optimality of 7-ary cyclic codes, we constructs a new 7-ary 
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cyclic codes with parameters   7 1,7 2 2,4m m m− − − . Compared with existing constructions, the pa-

rameter selection conditions in this paper yield a new disjoint family of codes, thereby enriching 
the theory of optimal constructions for higher-order cyclic codes. 
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1. 引言 

源于其良好的代数性质以及其由线性反馈移位寄存器带来的实现友好性，循环码成为编码理论重要

研究对象之一。 
设 mp

 为含有 mp 个元素的有限域，其中 p 是素数，m为正整数。一个 p 元 [ ], ,n k d 线性码  是 mp
 的

一个 k 维子空间，且最小距离为 d 。若  中任意码字的循环移位仍是  中的码字，则称线性码  为循环 

码。若将码字 ( )0 1 1, , , nc c c − ∈ 与多项式
[ ]

( )
1

0 1 1 1
pn

n n

x
c c x c x

x
−

−+ + + ∈
−




对应，则  是循环码当且仅当它是

环
[ ]

( )1
p
n

x
x −


的一个理想。此外，循环码  中次数最低的首一多项式 ( )g x ，满足 ( )g x= ，称为生成多项

式。 
模 1mn p= − 的包含 ( )0 1j j n≤ ≤ − 的 p -分圆陪集定义为 

( ){ }mod n : 0 1i
j jC j p i l= ⋅ ≤ ≤ − , 

其中 jl 是满足 ( )mod 1jl mp j j p⋅ ≡ − 的最小正整数，且记 j jC l= 。设α 是 *
mp

 的一个生成元，且 ( )jm x
α

 
是 jα 在 p 上的极小多项式，对于任意 0 1j n≤ ≤ − ，有 ( ) ( )j

j

i
i Cm x x

α
α

∈
= −∏ 。对于 r 个不同的 p -分圆陪 

集
1 2
, , ,

rj j jC C C ， ( )1 2, , , rj j j

 表示以 ( ) ( ) ( )1 2j j jrm x m x m x
α α α

⋅  为生成多项式的循环码，其中 

1 21 2, , ,
rj j r jj C j C j C∈ ∈ ∈ 。 

给定长度和维数时，寻找具有最大或最小距离的循环码至关重要[1] [2]。近几十年来，研究者们根据

有限域构造了许多的最优循环码[3]-[6]。Carlet 等[7]利用完美非线性(PN)函数 ex ，提出了一些参数为 

3 1,3 2 1,4m m m − − −  的最优三元循环码 ( )1,e 。Ding 等[8]使用几乎完美非线性(APN)函数及
3m 上的其他

单项式，构造了具有相同参数 3 1,3 2 1,4m m m − − −  的最优码 ( )1,e 。文献[9]和[10]分别在其表 1 和表 2 中

列出了已知的指数 e的值及对应的最优三元循环码 ( )1,e 和 ( ),u v 中对应的 ( ),u v 。 
虽然最优 3-元循环码的构造在[11]-[23]中得到了充分研究，但关于 p -元循环码的工作较少。Xu 等

[24]利用 mp
 上的 PN 函数和逆函数，构造了参数为 1, 2 2,4m mp p m − − −  的最优 ( )5p p ≥ 元循环码

( )0,1,e ，利用 APN 函数和其它单项式构造了一些参数为 5 1,5 2 2,4m m m − − − 的最优 5-元循环码。Zhou 等 
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[25]确定了参数为
5 1 5 1, 2 ,4

2 2

m m

m
 − −

− 
 

的最优 5-元负循环码 ( )1,e 。文献[26]总结了现有最优 3-元循环码，

并在其表 1、2 和 3 中给出了参数为 5 1,5 2 2,4m m m − − − 的最优 5-元循环码 ( )0,1,e 和 ( )1, ,
5 1

2

m

k e k
 −

= 
 

 。

Liao 等[27]给出了参数为
( )
( )

( )
( )

2 1 2 1
, 2 ,4

1 1

m mp p
m

p p

 − −
 −

− −  
的 p -元循环码。在文献[28]中，Liu 等首先提出了

5-元循环码 ( )1, ,k e 最优性的充要条件，后续又确定了参数为
( )
( )

( )
( )

2 1 2 1
, 2 ,4

1 1

m mp p
m

p p

 − −
 −

− −  
的 p -元循环码 

[17]，并由此给出了三种显式构造。文献[29]中 Liu 和 Cao 等通过讨论
5m 上某些方程的解，给出了八类

新的最优 5-元循环码，其形式为 ( )1, ,e s 。Liu 和 Huang 等[30]通过分析方程在
5m 上的解，并利用多元方 

法，提出了八类与已知循环码不等价的最优 5-元循环码
5 11, ,

2

m
e

 −  
 

 ，并证明了 5-元循环码
5 1 5 1, ,5 1

2 2

m m
me

 + + + − 
 

 与

5 11, ,
2

m
e

 −  
 

 具有相同的最优性。在 2025 年，Liu 和 Cao 等[31]又通过考虑有限域上某些方程的解，给出了

三类新的参数为 5 1,5 2 2,4m m m − − −  的最优 5-元循环码的无限族 ( )1, ,e s 。通过分析有限域上某些多项式

的解，Wu 等[32]构造了两类最优 p -元循环码 ( )0,1,e 和 ( )1, ,
5 1

2

m

k e k
 −

= 
 

 ，参数为 31, 2,4
2

m m mp p − − −  
，

其中 m为偶数，且 21
m

e p= + 或 21 1
2

mmpe p−
= + + ，又提出了三类新的最优 7-元循环码 ( )0,1,e ，其参数为 

7 1,7 2 2,4m m m − − −  。 
本文在此基础上，通过引入新的参数选取条件，并利用一种确定其最优性的有效方法，构造了一类

结构相似但参数集不相交的 7-元循环码 ( )0,1,e 。具体而言，当 m为奇数且满足 m k 时，本文构造的码字与

[32]中的码字具有不同的生成元幂等元形式，从而填补了该参数区域内非二元最优码构造的空白。此外，

我们证明了所构造码的最小距离达到 min 4d = ，验证了其最优性。 
本文组织如下：第 2 章给出后续证明过程所需的基本知识；在第 3 章构造一类具有三个零点的最优

7-元循环码；最后一章对全文内容进行总结。 

2. 预备知识 

定义 1 mp
 上的二次特征 χ 定义为 

( )
0, 0,
1, ,

1, .

x
x x

x
χ

=
= 
−

是非零平方元

是非零非平方元

 

换言之，对于 *
mp

x∈ ，若存在 *
mp

y∈  使得 2x y= ，则称 x 为非零平方元；否则，称 x 为非零非平

方元。 
定义 2 (Frobenius 自同态) 设 是特征为素数 p 的域。定义该域上的 Frobenius 自同态φ 为映射： 

( ): , px xφ φ→ =   

对所有 x∈成立。 
迭代：φ 的 n 次迭代 ( )1n ≥ 也是一个自同态，定义为： 
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( ): ,
nn n px xφ φ→ =   

有限域 kp
 上： kφ 是恒等映射，即对所有 kp

x∈ 有
kpx x= 。 

引理 1 ([24]，引理 1) 设 p 为素数， 1mn p= − 。对于1 1e n≤ ≤ − 且 ( )gcd ,e n d= ，若1 1d p≤ ≤ − ，则

el m= 。 
引理 2 ([32]，引理 10) 设 eC 是模 7 1m − 的包含 e 的 7-分圆陪集。若 e 为偶数或 ( )3 mod6e ≡ 或

( )5 mod6e ≡ ，则 1e C∉ 。 
引理 3 ([24]，引理 5) 设 5p ≥ 为素数， 1m > 。对于任意 1e C∉ 且    eC m= ，循环码 ( )0,1,e 的最小距离 d

满足 4d ≤ 。 
引理 4 ([18]，引理 2.2) (球填充界)一个 p 元 [ ], ,n k d 线性码满足 

( )0 1 it n k
i

n
p p

i
−

=

 
− ≤ 

 
∑ , 

其中
1

2
dt − =   

。 

引理 7 ([32]，引理 7) 设 ( ) ( )2 0f x ax bx c a= + + ≠ 是 mp
F 上的多项式。定义 ( )2 4 0b ac∆ = − ∆ ≠ 。那

么，若 ( ) 1χ ∆ = ，则 ( )f x 在 mp
F 上有解；若 ( ) 1χ ∆ = − ，则 ( )f x 在 mp

F 上无解，其中 χ 是 mp
F 上的二次特

征。 
引理 8 ([32]，定理 5) 设 1e C∉ 且 eC m= 。那么，7-元循环码 ( )0,1,e 是最优的且具有参数 

7 1,7 2 2,4m m m − − −  ，如果满足以下条件之一： 
(1) ( )2 mod6e ≡ ，方程 ( )5 5e ex x+ + = − 和 ( )4 2 1e ex x+ + = − 在 { }*

7
\ 1m 中无根；或 

(2) ( )5 mod6e ≡ ，方程 ( )5 5e ex x+ − =  和 ( )4 2 1e ex x+ − = 在 { }*
7

\ 1m 中无根。 

3. 参数为   
m m m7 1,7 2 2,4− − − 的最优 7-元循环码 ( )e0,1,   

本节构造一类参数为 7 1,7 2 2,4m m m − − −  的 7-元循环码。参数 e的选取是构造的核心：我们期望 eC  

的维数恰好为 m且最小距离尽可能大。为此，令
7 1

2

m

n −
= 并选取 n 满足 ( ) 7 1gcd ,7 1

m
me

n
−

− = ，从而保证 

生成多项式以 eα 为根，且维数 m等于 7 模 n 的乘法阶。条件 m k 旨在利用子域性质，可将高次方程简化

为二次方程，进而精确刻画最小距离。此外，限制 m  ( 1m > )为奇数可避免某些特殊情形的出现，确保分

圆陪集不发生合并，从而与文献[32]的构造形成区分。 

在下面的定理中，我们将给出当
7 1

2

m

e r−
= + ，其中

7 3
2

k

r +
= 时，七元循环码 ( )0,1,e 的最优性。 

定理 1 设 ,m k 为奇数，   1m> 且 m k 。那么，当
7 1 7 3

2 2

m k

e − +
= + 时，七元循环码 ( )0,1,e 是最优的，且

有参数 7 1,7 2 2,4m m m − − −  。 

证明：首先，当 m为奇数时， ( )2 mod6e ≡ 。那么，由引理 2 可得 1e C∉ 。其次，因为 

( ) ( ) ( )2 ,7 1 gcd 7 1 7 3,7 1 gcd 4,7 1 2m m k m mgcd e − = − + + − = − = ，所以 ( )gcd ,7 1 2me − ≤ 。设
7 1

2

m

n −
= ，且 e

满足 ( ) 7 1gcd ,7 1
m

me
n
−

− = 。通过分析 7 模 n 的乘法阶，并结合 e的选取条件，可得 ( )ord 7n m= 。由循环 

码的维数公式 ( ) ( )dim ord 7e nC = ，可严格推导出    eC m= 。因此，码 ( )0,1,e 的维数为 7 2 2m m− − 。最后，由

引理 3，我们可知 4d ≤  (具体证明见文献[24]定理 3.1)，即证明当 4d = 时 ( )0,1,e 是最优的。换句话说，此
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处只需证明对于奇数 m，方程 ( )5 5e ex x+ + = − 和 ( )4 2 1e ex x+ + = − 在 { }*
7

\ 1m 中无根。 

当 m为奇数时，有 ( )7 1 7 3 2 mod6
2 2

m k

e − +
= + ≡ 。那么， ( )5 5,e ex x+ + = −  

即 

( )
7 1 7 37 1 7 3

2 22 25 5,
m km k

x x
− +− + +++ + = −  

进一步化简得 

( )( ) ( )
7 37 3

225 5 5,
kk

x x x xχ χ
++

+ + + = −                            (1) 

其中 χ 是
7mF 上的二次特征。 

根据 χ 的取值分以下四种情况讨论。 
情形 A： ( ) ( )( ) ( )5 , 1,1x xχ χ+ =  
此时方程(1)变为 

( )
7 37 3

225 5,
kk

x x
++

+ + = −                                (2) 

因 ( )5 2 mod7− ≡ ，所以(2)等价于 ( )
7 37 3

225 2
kk

x x
++

+ + = 。 

由引理 6 中 Frobenius 自同态可知，有限域上对所有 kp
x F∈ 有

kpx x= 。因此可得 ( )75 5
k

x x+ = + 。

类似地 7k
x x= ，那么， 

( ) ( ) ( ) ( )7 3 7 3 45 5 5 5 .
k k

x x x x++ = + + = +  

类似地， 
7 3 7 3 4.

k k
x x x x+ = ⋅ =  

因此， 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1 17 3 7 3 4 22 225 5 5 5 ,

k
k

x x x x
+

++ = + = + = +  

( ) ( )
17 3 1
27 3 4 22 2 .

k
k

x x x x
+

+= = =  

方程(2)变为 ( )2 25 2x x+ + = ，即 
22 3 2 0.x x+ + =                                     (3) 

显然 1x = 是(3)的一个解。由于 { }*
7

\ 1mx∈ ，故(2)无根。 
情形 B： ( ) ( )( ) ( )5 , 1, 1x xχ χ+ = −  
方程(1)变为 

( )
7 37 3

225 5.
kk

x x
++

+ − = −                                   (4) 

类似地，(4)等价于 ( )
7 37 3

225 2
kk

x x
++

+ − = 。我们有 

( ) ( )7 3 4 7 3 45 5 , .
k k

x x x x+ ++ = + =  
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( ) ( )
7 37 3 2 2225 5 , .

kk
x x x x

++

+ = + =  

则方程(4)变为 ( )2 25 2x x+ − = ，即 3 2 0x + = 。因此， 4x = 是(4)的一个解。根据假设，我们有 ( )4 1χ = − 。

但这与 ( )4 1χ = 矛盾。 
情形 C： ( ) ( )( ) ( )5 , 1,1x xχ χ+ = −  
方程(1)变为 

( )
7 37 3

225 5.
kk

x x
++

− + + = −                                 (5) 

与情形 B 相同，(5)可简化为 

( )2 25 2,x x− + + =  

即 

3 6 0x + = . 

所以 5x = 是(5)的一个解。由二次特征， ( )5 1χ = − ，这与假设矛盾。 
情形 D： ( ) ( )( ) ( )5 , 1, 1x xχ χ+ = − −  
方程(1)变为 

( )
7 37 3

225 5.
kk

x x
++

− + − = −                                  (6) 

类似地，方程(6)可简化为 

( )2 25 2,x x− + − =  

即 
2 5 3 0x x+ + = . 

于是判别式 

( )2 24 5 4 1 3 25 12 13 6 mod7 .b ac∆ = − = − ⋅ ⋅ = − = ≡  

那么， ( ) ( )6 1χ χ∆ = = − 。因此，由引理 7，方程(6)在 { }*
7

\ 1m 中无根。 
因此，我们知道 ( )5 5e ex x+ + = − 在 { }*

7
\ 1m 中无根。 

ii) 考虑第二个方程 
代入 e的值到 ( )4 2 1,e ex x+ + = − 有 

( )
7 1 7 37 1 7 3

2 22 24 2 1,
m km k

x x
− +− + +++ + = −  

即 

( )
7 1 7 37 1 7 3

2 22 24 2 1,
m km k

x x
− +− + +++ + = −  

进一步化简得  

( )( ) ( )
7 37 3

224 4 2 1,
kk

x x x xχ χ
++

+ + + = −                           (7) 

其中 χ 是
7mF 上的二次特征。 

类似地，我们讨论以下情形。 
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情形 A： ( ) ( )( ) ( )4 , 1,1x xχ χ+ =  
(7)变为 

( )
7 37 3

224 2 1.
kk

x x
++

+ + = −                                   (8) 

因为 ( )1 6 mod7− ≡ ，所以(8)等价于 ( )
7 37 3

224 2 6
kk

x x
++

+ + = 。类似地，由 Frobenius 自同态，我们有 

( ) ( )
7 3 2

24 4
k

x x
+

+ = + 和
7 3

222 2
k

x x
+

= 。即 

( ) ( )
7 37 3 2 2224 4 , 2 2 .

kk

x x x x
++

+ = + =  

则方程(8)变为 ( )2 24 2 6x x+ + = ，即 ( )21 0x − = 。因此， 1x = 是(8)的一个解。故在 { }*
7

\ 1m \中无根。 
情形 B： ( ) ( )( ) ( )4 , 1, 1x xχ χ+ = −  
(7)变为 

( )
7 37 3

224 2 1.
kk

x x
++

+ − = −                                 (9) 

同上，通过模运算我们得出结论，(9)等价于 ( )
7 37 3

224 2 6
kk

x x
++

+ − = 。 

类似地，有 ( ) ( )
7 3 2

24 4
k

x x
+

+ = + 和
7 3

222 2
k

x x
+

= 。因此，(9)可简化为 

( )2 24 2 6,x x+ − =  

即 
2 6 4 0.x x+ + =  

于是 

( )2 24 6 4 1 4 36 16 20 6 mod7 .b ac∆ = − = − ⋅ ⋅ = − = ≡  

那么， ( ) ( )6 1χ χ∆ = = − 。因此，方程(9)在 { }*
7

\ 1m 中无解。 
情形 C： ( ) ( )( ) ( )4 , 1,1x xχ χ+ = −  
(7)变为 

( )
7 37 3

224 2 1.
kk

x x
++

− + + = −                                (10) 

与情形 B 相同，上述方程可简化为 

( )2 24 2 1,x x− + + = −  

即 
2 6 6 0.x x+ + =  

那么， 

( )2 24 6 4 1 6 36 24 12 5 mod7 .b ac∆ = − = − ⋅ ⋅ = − = ≡  

因此， ( ) ( )5 1χ χ∆ = = − 。由引理 7，(10)在 { }*
7

\ 1m 中无解。 
情形 D： ( ) ( )( ) ( )4 , 1, 1x xχ χ+ = − −  
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(7)变为 

( )
7 37 3

224 2 6.
kk

x x
++

− + − =                                 (11) 

类似地，(11)可简化为 

( )2 24 2 6,x x− + − =  

即 
2 5 5 0.x x+ + =  

那么， 

( )2 24 5 4 1 5 25 20 5 5 mod7 .b ac∆ = − = − ⋅ ⋅ = − = ≡  

因此， ( ) ( )5 1χ χ∆ = = − 。(11)在 { }*
7

\ 1m 中无解。我们知道 ( )4 2 1e ex x+ + = − 在 { }*
7

\ 1m 中无根。 
综上所述，对于奇数 ,m k ， 1m > 且 m k ，方程 ( )5 5e ex x+ + = − 和 ( )4 2 1e ex x+ + = − 在 { }*

7
\ 1m 中无

根。 

通过以上证明，我们得到当
7 1 7 3

2 2

m k

e − +
= + 时，7-元循环码 ( )0,1,e 是最优的，且具有参数 

7 1,7 2 2,4m m m − − −  。  
例：根据设定的 ,m k  ( m k )，我们可取 3m = ， 9k = ，那么 37 1 7 1 343 1 342mn = − = − = − = ， 

( )
97 1 7 3 342 7 3 173 mod342

2 2 2 2

m k

e − + +
= + = + ≡ ，参数为 [ ]342,335,4 的 7-元循环码 ( )0,1,173 是最优的，且生 

成多项式为 ( ) 7 6 5 4 3 26 3 2 4 5 3 1g x x x x x x x x= + + + + + + + 。 

4. 结论 

循环码作为一类重要的线性分组码，因其高效的编译码算法及优异的纠错能力，在通信系统、数据

存储和网络安全等领域展现出了重要的应用价值。随着 5G 通信、量子计算等新兴技术产业的发展，对

该领域的研究不仅有助于完善编码理论框架，也为下一代通信技术提供了关键的理论基础。通过验证

已有的条件，本文构造了一类参数为 7 1,7 2 2,4m m m − − −  的最优 7-元循环码 ( )0,1,e ，并证明了该码字在

给定维数下达到最优。与文献[32]相比，本文的参数选取条件( ,m k 为奇数且 m k )给出了一个不相交的

码字集合，丰富了对非二元循环码最优构造的认识。该码字具有清晰的代数结构，其生成多项式由特

定分圆陪集确定，为进一步研究其自同构群、对偶码的重量分布及在 CSS 量子码构造中的潜在应用提

供了理论基础。后续工作可考虑将该构造方法推广到其它非素数基的有限域，并探索其与量子纠错码

的联系。 
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