
Pure Mathematics 理论数学, 2026, 16(4), 262-273 
Published Online April 2026 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2026.164111  

文章引用: 郭智英. 指数除数函数在短区间上的 Erdős-Kac 型定理[J]. 理论数学, 2026, 16(4): 262-273.  
DOI: 10.12677/pm.2026.164111 

 
 

指数除数函数在短区间上的Erdős-Kac型定理 
郭智英 

华北水利水电大学数学与统计学院，河南 郑州 
 
收稿日期：2026年3月10日；录用日期：2026年4月16日；发布日期：2026年4月27日 

 
 

 
摘  要 

设 n 1> 为整数，且 i
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τ α= ∏ 为指数除数函数，其中 ( )kd n 为 k 重除数函数。

本文给出了短区间上权为 ( ) ( )e
k nτ 的Erdős-Kac型定理，并得到短区间上 ( ) ( )e

k nτ 均值估计的渐近公式。 
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Abstract 

Let n 1>  be an integer, i
t

i
i

n p
1

α

=

=∏ , and ( ) ( ) ( )
i

i

e
k k i

p n

n d
||α

τ α= ∏  be the exponential divisor function, 

where ( )kd n  is the k-fold divisor function. In this paper, we establish an Erdős-Kac type theorem 

with weight ( ) ( )e
k nτ  in short intervals, and we get an asymptotic formula for the average behavior 

of ( ) ( )e
k nτ  in short intervals. 
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1. 引言 

指数除数函数是数论中一个重要的研究对象。在 1972，Subbarao M V [1]给出了指数除数的定义： 

设 1n > 为整数，且
1

i
t

i
i

n pα

=

=∏ ，若
1

i
t

i
i

d pβ

=

=∏ ，满足 |i iβ α ， 1,2, ,i t=  ，则称 d 为 n 的指数除数，记为 |ed n ，

按照惯例1| 1e 。他也定义了指数除数函数 ( ) ( )
|

1
e

e

d n
nτ = ∑ ，并对其均值进行了研究。Tóth [2]定义了更为一

般的形式，令 ( ) ( ) ( )
||i

i

e
k k i

p n

n d
α

τ α= ∏ ，其中 ( )kd n 为 k 重除数函数， 2k ≥ 为整数。当 2k = 时， 

( ) ( ) ( ) ( )e e
k n nτ τ= 。Tóth 得到了 ( ) ( )e

k nτ 的均值的渐近公式 

( ) ( ) ( ) ( )
1
2

2 log ke
k k k

n x
n C x x Q x O xω ετ +

−
≤

= + +∑  

其中 ( )lQ t 为 t 的 l 次多项式， 0ε > ，且 

( ) ( )
2

1 2 11 , .
4 1

k k
k ka

ap

d a d a kC
kp

ω
∞

=

− −  −
= + =  + 

∑∏  

2013 年，董玲玲和张德瑜[3]得到指数除数函数 ( ) ( )e
k nτ 的均值渐近公式，设 2k ≥ 为正整数，当 1r ≥

时，得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

,2
, 2

log ,r

re c k r
k k r k

n x
n A x x Q x O xτ +

−
≤

= + +∑   

这里 

( )( ) ( )( ) ( ),
2 1

1 11 , , ,
3 r

r r
k k

k r a
ap k

d a d a
A c k r

p α

∞

= −

 − −
 = + =
  −
 

∑∏  

其中 kα 根据 k 的不同取值有上界， ( )lQ t 为 t 的 l 次多项式，O 常数与 k ， r 有关。 
2015 年，Yang [4]给出了小区间上 ( ) ( )3

e nτ 的渐近公式，如果 1 5 2x y xε+ < ≤ ，那么有 

( ) ( ) ( )2 1 5 3 2
3 1 ,e

x n x y
n c y O yx xε ετ − +

< ≤ +

= + +∑  

其中 ( )1 1Re sc s F s== ，且 ( )
( ) ( )3

1
:

e

s
n

n
F s

n
τ∞

=

= ∑ 。 

令 ( )nω 表示 n 的不同素因子的个数，Erdős 和 Kac [5]在 1939 给出了 ( )nω 的概率分布。对于每一个

λ∈，当 x →∞时，有 
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( ) ( )

( )
1 2

2 2log log

1 1 ,
n x

n x x
x
ω λ

λ
≤

− ≤

Φ→∑  

其中 2log : log logx x= ， ( )λΦ 是正态分布函数， ( ) 2 21: e d
2

λ τλ τ−

−∞
=

π
Φ ∫ 。 

近年来，很多学者研究了不同加权型的 Erdős-Kac 定理。Elliott [6]证明了权为 ( )d n α
的中心极限定

理，其中 ( )d n 为经典的除数函数。而 Liu 和 Wu [7]将 Elliott 的结果推广到短区间上，证明了对于α ∈ ，

0ε > 和任意的实数 λ ，当 x →∞和 7 12x y xε+ ≤ ≤ 时， 

( ) ( )
( ) ( )

( )
1 2

2 2

,
2

2 log 2 log

1 1
, logx n x y

n x x

d n O
D x y x

α α

α
α ε

α
ω λ

λ
< ≤ +

− ≤

 
= +  


Φ 


∑  

一致成立。其中 ( ) ( ), :
x n x y

D x y d n α
α

< ≤ +

= ∑ ，O 中隐含的常数仅依赖于α 和 ε 。并且误差项的上界估计

是最优的。 
Tong [8]在 Liu 和 Wu 研究结果的基础上进行推广，证明了权为 ( )kd n 的 Erdős-Kac 型定理，其中

( )kd n 为 k 重除数函数。 
Wang [9]也对 Liu 和 Wu 的结果进行了推广，研究了短区间上权为 ( )2d n

α
的 Erdős-Kac 型定理。证

明了对于α ∈ ， 0ε > 和任意的实数 λ ，有 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
1 2

2 2

2

2
3 log 3 log

1 1
, logx g n x y

n x x

d n O
U x y x

α α

α

α

ω η λ η

λ
< ≤ +

− ≤

 
= +  


Φ 


∑  

对 x →∞和 19 24x y xε+ ≤ ≤ 一致成立，其中 ( ) ( )
( )

2, :
x g n x y

U x y d n
α

α
< ≤ +

= ∑ ， ( )g n 满足一定的性质，公式 

中隐含的常数仅依赖于α ， γ ，η， β 和 ε ，且误差项是最优的。 
本文利用 Liu 和 Wu 的方法证明了权为指数除数函数型的 Erdős-Kac 定理。 

2. 主要结果 

定义 

( ) ( ) ( ), : ,e
k k

x n x y
U x y nτ

< ≤ +

= ∑  

本文得到了以下结果。 
定理 1.1 设正整数 2k ≥ 和 0ε > 。那么对于每个实数 λ ，有 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
1 2

2 2
2

log log

1 1
, log

e
k

x n x yk
n x x

n O
U x y x

ω λ

τ λ
< ≤ +

− ≤

 
= + 


Φ  


∑  

对 x →∞和 17 30x y xε+ ≤ ≤ 一致成立，其中隐含常数仅依赖于 k 和 ε ，且误差项是最优的。 
为了证明定理 1.1 中误差项是最优的，需要建立一个在短区间上加权的 Laudan 素数定理。设 2k ≥ 为

正整数， l∈，定义 

( ) ( ) ( )
( )

, , : .e
l k k

x g x y
n l

U x y n
ω

τ
< ≤ +

=

= ∑  
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可以得到如下结果： 
定理 1.2 对于正整数 2k ≥ ， 0B > 和 0ε > ，有 

( ) ( )
( ) ( )

1
2 2

, 2
2 2

log log1 1, ,
log 1 ! log log log

l

l k k
x xy l lU x y Y O

x l x l x x

−    − −  = + +    −     
 

( ) ( )
( )

1

1 11 1 .
1

z
k

k
p

d z
Y z

z p pνν

ν

≥

  
= − +  +Γ    

∑∏  

对所有的 3x ≥ ， 17 30x y xε+ ≤ ≤ ， 21 logl B x≤ ≤ 一致成立，其中 z B≤ ，这里隐含常数仅依赖于 k 和
ε 。 

记号： 
为自然数集，为实数集，为复数集； ( )zΓ 为伽马函数； ( ) ( )( )f x O g x= 表示 

( ) ( )f x g x ，指存在常数 0c > ，使得 ( ) ( )f x cg x≤ ；
p
∏指对所有的素数 p求积； ( ) ( )~f x g x 指 

( )
( )

lim 1
x

f x
g x→∞

= ， ( )Re s 表示 s 的实部， ( )Im s 表示 s 的虚部。 

3. 必要的引理 

设 ( )f n 是一个算术函数，Dirichlet 级数 ( ) ( )
1

s
n

f n
F s

n

∞

=

= ∑ 。用实数σ 和 t 表示复数 s itσ= + ，并且选择

复对数的主值。 
设 z∈，w∈， 0α > ， 0δ ≥ ， 0A ≥ ， 0B > ， 0C > ， 0M > 为常数。如果 Dirichlet 级数 ( )F s 满

足以下条件： 
(1) 对于任意 0ε > ，有 

( ) ( )1 ,f n Mn nε
ε ≥  

(2) 对于 1σ > ，有 

( ) ( )
1

1 ,
n

f n n M ασ σ
∞

−−

=

≤ −∑  

(3) Dirichlet 级数 

( ) ( ) ( ) ( ); , : 2z ws z w F s s sζ ζ− −=  

可以解析延拓到
1
2

σ ≥ 上的全纯函数，且 ( ); ,s z w 在区域
1
2

σ ≥ 内满足 

( ) ( ) ( ){ } ( )max 1 ,0
; , 1 log 1As z w M t t

δ σ−
≤ + +  

对 z B≤ 和 w C≤ 一致成立，则称 ( )F s 是 ( ), , , , , , ,z w A B C Mα δ 型的。 
下面的引理是参考文献[10]的推论 1.2 的改进，它在证明定理 1.1 中至关重要。 
引理 2.1 [10]假定 ( )F s 是 ( ), , , , , , ,z w A B C Mα δ 型的，那么对于任意的 0ε > ，有 

( ) ( ) ( )1log ,
log

z

x n x y

Mf n y x z w O
x

λ−

< ≤ +

   = +  
   

∑  

对于 2x ≥ ， ( ) ( )17 13 30 13x y xδ δ ε+ + + ≤ ≤ ， z B≤ 和 w C≤ 一致成立，其中 
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( ) ( ) ( )
( )

1; , 2
, : ,

wz w
z w

z
ζ

λ =
Γ


 

在O 中隐含的常数仅依赖于 A ， B ，α ，δ 和 ε 。 
证明：在文献[10]推论 1.2 的证明中用到 ( )sζ 的零点密度估计，由文献[11]可知最新的零点密度估计为 

( ) ( ) ( )30 1 13 1, ,oN T T σσ − +
  

其中 ( ),N Tσ 表示 ( )sζ 的零点 ρ 的个数， ( )Re ρ σ≥ ，1 2 7 10σ≤ ≤ ， ( )Im Tρ ≤ ， 0T > ，因此可以将

推论 1.2 中的
12
5

ψ = 替换为
30
13

ψ = ，即得到引理的结果。 

为了证明定理 1.2，需要用到关于 ( ) ( ) ( )e n
k n zωτ 的渐近公式。 

引理 2.2 令 0B > 是一个常数， z B≤ ，对于任意的 0ε > ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
,

1log
log

ze n
k k B

x n x y
n z y x zY z O

x
ω

ετ −

< ≤ +

   = +  
   

∑  

对于 2x ≥ 和 17 30x y xε+ ≤ ≤ 一致成立，其中 

( ) ( )
( )

1

1 11 1 .
1

z
k

k
p

d z
Y z

z p pνν

ν

≥

  
= − +  +Γ    

∑∏  

特别地，当 1z = 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) 1, 1
log

e
k k k

x n x y
U x y n y Y O

xετ
< ≤ +

   = = +  
   

∑  

对 2x ≥ 和 17 30x y xε+ ≤ ≤ 一致成立，其中 

( ) ( )
1

11 1 1 .k
k

p

d
Y

p pνν

ν

≥

  
= − +  

  
∑∏  

证明：由于函数 ( ) ( ) ( )e n
k n zωτ 是可乘函数，当 Re 1s > 时，有 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

2

2

,
1

1

1

2 3 4

2
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2
2

1

1

1
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p
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p

k k
z
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ω
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ν
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τ

τ

ν

ζ ζ

≥

≥
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=
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 
 
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其中 z B≤ ，欧拉乘积 

( ) ( )
22

2

2
1

1 1; , : 1 1 1

kz z zz
k

s s s
p

d z
G s z k

p p pνν

ν
− −

    
= − − +    

     
∑∏


 

可以得到 Dirichlet 级数 

( ) ( )
1

; , ,s

n
G s z k b n n−= ∑


 

其中 ( )b n 是可乘函数，其在 pν 处的值由以下等式给出： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22

2 2

1 1
1 1 1 1 1 .

kz z z
zkd z

b pν ν
ν

ν ν

ν
ξ ξ ξ ξ

ξ

− −

−
≥ ≥

 
+ = + − − < 

 
∑ ∑  

特别地，当 1ν = 和 2ν = 时，对于所有素数 p，有 

( ) ( )2 0b p b p= =                                    (1) 

并且有 

( ) ( ) ( )6
1 2 3,b p M B z B

ν
ν ν≤ ≥ ≤                              (2) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 6

2
2 2

1
2 1

: max max 1 1 1 .
kz z z

z
kz B

M B d z ν

ξ ν
ν ξ ξ ξ

−

− −

≤ ≤ ≥

 = + − − 
 

∑  

对于
1
3

σ > 和 z B≤ ，由公式(1)和公式(2)可以推得 

( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( )

1 6
1

1 3

31 6

1 11 6

1 2
1

1 6 3

2

2

1 2

2 1 .
1 2

p p

p

p

b p p M B p

p
M B

p

M B
p

νν νσ σ

ν ν

σ

σ

σ

−−

≥ ≥

−

−

−

−

−

−
=

−

−

≤

≤

∑∑ ∑∑

∑

∑

 

那么 ( ); ,G s z k 在
1
3

σ > 绝对收敛，且 

( ) ( ) 1; , ,
2

G s z k M B z Bσ ≤ ≥ ≤ 
 

                             (3) 

其中 

( ) ( )1 2
1

1 6 3 2

2 1: exp .
1 2 p

M B
M B

p−

 
=   − 

∑  

因此，可以令引理 2.1 中的 zα = ， 0δ = ， 0A = ， ( )M M B= ，那么 ( ),k zF s 是 

( )
2 22 2, , ,0,0, , ,

2 2
kz z z kB B Bz z B M B

 − − + +
 
 

 型的。根据引理 2.1 可以得到引理 2.2 有关 ( ) ( )2 n
k n zωτ 的

渐近公式。 
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下面的引理是 Berry-Esseen 不等式。 
假定 ( )F x 是一个分布函数，且满足 ( ) 0F −∞ = 和 ( ) 1F ∞ = 。定义 ( )F x 的特征函数为 

( ) ( ): e d .i xf F xττ
∞

−∞

= ∫  

引理 2.3 [12] 设分布函数 F 和G 的特征函数分别为 f 和 g ，假定G 是可微的并且G′在上有界。那

么对于所有的 0T > ，有 

( ) ( )16 6 d ,
T

T

G f g
F G

T
τ τ

τ
τ

∞
∞

−

′ −
− ≤ + ∫  

其中对于任意的实值函数 H ， ( ): supH Hλ λ∈∞
=



。 

4. 定理 1.2 的证明 

定义 

( ) ( )

( )

( ), , : ,e
l k k

x n x y
n l

U x y n
ω

τ
< ≤ +

=

= ∑  

可得 

( ) ( ) ( ) ( ),
1

, .e n l
k l k

x n x y l
n z U x y zωτ

∞

< ≤ + =

=∑ ∑  

由 Cauchy 公式可得 

( ) ( ) ( ) ( )
, 1

1 d, ,
2

e n
l k k l

x n x yz r

zU x y n z
i z

ωτ +
< ≤ +=

 
=  π  

∑∫  

其中
2log

lr
x

= 。 

由引理 2.2 得 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

1
, 1

, ,2

1 1 d, log
2 log

, ,
log log

z
l k k l

z r

l k l k

zU x y y x zY z O
i x z

y yI x r O x r
x x

−

+
=

  
= +  π   

 
 = +
 


∆


∫
                   (4) 

对 2x ≥ 和 17 30x y xε+ ≤ ≤ ， z B≤ 和 2logl B x≤ 一致成立，其中 

( ) ( ) ( )
,

1, : log d ,
2

z k
l k l

z r

Y z
I x r x z

i z=

=
π ∫  

( ) ( ), 1
1 d, : log .

2
z

l k l
z r

zx r x
i z +

=

=∆
π ∫  

对于 ( ), ,l k x r∆ ，有以下估计 
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( ) ( )

( )

Re
, 1

2
cos

0

2
cos2

0

d
, log

dlog

log e d 1

z
l k l

z r

r
l

l
l

z
x r x

z

x
r

x
l

θ

θ

θ

θ

+
=

π

π

=

   +       

∆ ∫

∫

∫







 

令 ( )1 cost l θ= − ，由 Stirling 公式可得 

( )

1 22
,

0

2

log e e d 1

log
.

!

l ll
t

l k

l

x t t
l l

x
l

− −   +∆   
   

∫



                             (5) 

接下来分 1l = 和 2l ≥ 两种情况估计 ( ), ,l kI x r 。当 1l = 时，因为 ( )kz Y z 在 z B≤ 时是解析的，由

Cauchy 公式得 

( ) ( ) ( ) ( )1,
1, log d 0 1.

2
z k

k k
z r

Y z
I x r x z Y

i z=

= = =
π ∫  

将上式代入公式(4)，得到 

( ) 2
1,

log, 1 .
log logk

xyU x y O
x xε

  
= +  

  
                             (6) 

当 2l ≥ 时，因为 ( )kz Y z 在 z B≤ 时是解析的，由 Cauchy 公式得 ( ) ( ), , 0, ,l k l kI x r I x r= ，其中 

0
2

1
log
lr

x
−

= 。 ( )kY z 在点 0z r= 处的 Taylor 展开是 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1

2
0 0 0 0 0 0

0

1 d .k k k kY z Y r Y r z r z r t Y r t z r t′ ′′= + − + − − + −∫                (7) 

因此将估计上式右边的三项对 ( ), 0,l kI x r 的贡献。由 Cauchy 公式得第一项的贡献为 

( ) ( )
( )

2

0

1
0 log 2

2

logd 1e .
2 1 ! log

l
k z x

kl
z r

Y r xz lY
i l xz

−

=

 −
=  π −  

∫                         (8) 

类似地，第二项的贡献为 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

0

2

0

0 0

0 0log

2 1
2 2

0 0

log d
2

e d
2

log log
2 ! 1 !

0

zk
l

z r

k z x
l

z r

l l

k

Y r z r
x z

i z

Y r z r
z

i z

x x
Y r r

l l

=

=

− −

′ −
π

′ −
=

π

 
′  = −

 − − 
=

∫

∫



                             (9) 

当 0 1t< ≤ ， 0z r= 时，有 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 01 1 .r t z r r t tz r t t z r+ − = − + ≤ − + =  
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因为当 z B≤ 时 ( )kY z 解析，所以存在一个正常数 BC 使得 ( )k BY z C′′ ≤ ，故可得 

( ) ( )( ) ( )
1 1

0 0
0 0

11 d 1 d .
2k B Bt Y r t z r t t C t C′′− + − ≤ − =∫ ∫  

因此第三项对 ( ), 0,l kI x r 的贡献为 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

0

2 2 2Re 3 1 cos0
0

0

2
3 1 cos

0
0

1
3 23 1 1 2

0
0

3
2

log d e e 1 d

e 1 cos d

e 1 e d

log
,

2 !

z l l i
l

z r

l l

l
l l t

l

z r
x z r

z

r

r l t t

x
l

θ θ

θ

θ

θ θ

π
− − −

=

π
− − −

−
− − − −

−

−

−
−

 
− + π  

 
 

− + π 
 

−

∫ ∫

∫

∫











              (10) 

结合公式(5)和公式(8)~(10)代入到公式(4)得 

( ) ( )
( ) ( )

1
2 2

, 2
2 2

log log1 1, .
log 1 ! log log log

l

l k k
x xy l lU x y Y O

x l x l x x

−    − −  = + +    −     
 

定理 1.2 得证。 

5. 定理 1.1 的证明 

定义 

( ) ( )
( )

( )

( )
2 2

,

log log

1: .
,

e
x y k

x n x yk
n x x

F n
U x y

ω λ

λ τ
< ≤ +

− ≤

= ∑  

令 ( ),x yϕ τ 是 ( ),x yF λ 的特征函数，则有 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

, ,

2

2

: e d

log1 exp
, log

e e ,
,

i
x y x y

e
k

x n x yk

i T
e i T n

k
x n x yk

F

n x
n i

U x y x

n
U x y

τλ

τ
τ ω

ϕ τ λ

ω
τ τ

τ

∞

−∞

< +

−

< ≤ +

=

 − =  
  

=

∫

∑

∑


                   (11) 

其中 2logT x= 。 
设 ( ) ( ),, ,x yF G F= Φ ，由引理 2.3 可得 

( ) 2 2
,

,

e16 6 d .
2

T
x y

x y
T

F
T

τϕ τ
τ

τ

−

∞
−

−
− ≤ +Φ

π ∫  

下面只需要证明 

( ) 2 2
, e 1d

T
x y

T T

τϕ τ
τ

τ

−

−

−
∫                                 (12) 
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对 2x ≥ 和 17 30x y xε+ ≤ ≤ 一致成立。 
应用引理 2.2，设 eitz = ，则 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )e 11 1e log e .

, log
ite it n it

k
x n x yk

n x A O
U x y x

ω
ετ −

< ≤ +

 
= +  

 
∑  

对 t∈， 2x ≥ 和 17 30x y xε+ ≤ ≤ 一致成立，其中 

( ) ( )
( )

:
1

k

k

zY z
A z

Y
=  

在 z B≤ 是关于 z 的全纯函数，并且 ( )1 1A = ， ( )kY z 和 ( )1kY 引用引理 2.2 的定义。令 t Tτ= ，则 

( ) ( )( ) ( )e 1
,

1log e e
log

i T
i T i T

x y x A O
x

τ
τ τ

εϕ τ − −  
= +  

 
                     (13) 

对 2x ≥ ， 17 30x y xε+ ≤ ≤ 和 Tτ ≤ 一致成立。 
因为当 1t ≤ 时， ( )2cos 1 2t t− ≤ − π ，所以有 

( )( ) ( )( ) ( )22e 1 cos 1 2log e e ,
i T T Tx
τ τ τ− − − π= ≤  

因此可以推得 ( ) ( )22
, ex y

τ
εϕ τ − π

 对 2x ≥ ， 17 30x y xε+ ≤ ≤ 和 Tτ ≤ 一致成立。下面将分三种情况来证

明公式(12)的成立。 
当 1 3T Tτ≤ ≤ 时，有 

( ) ( )
2

2

1 3 1 3

2
, 2e 1d e d .

T T
x y

T T T

τ
τϕ τ

τ τ
τ

−±
− π

±

−
∫ ∫                          (14) 

当 ( ) 1 1 3log x Tτ− < ≤ 时，由 Taylor 展开可得 

( ) ( ) ( ) ( )( )321e 1 , e 1 ,
2

i T i TA O T i T T O Tτ ττ τ τ τ= + − = − +  

故 

( )( ) ( ) ( )2 3

2

2e 1

3
2

log e e e 1

e 1 .

i T O Ti T i Tx A O
T

O
T

τ τ ττ τ

τ

τ

τ τ

− +− −

−

   = +  
   

  +  = +     

 

将上式代入到公式(13)中，则 

( ) 2
3

2
,

1e 1
logx y O O

T x
τ

ε

τ τ
ϕ τ −

  +    = + +         
 

对 2x ≥ ， 17 30x y xε+ ≤ ≤ 和 ( ) 1 1 3log x Tτ− < ≤ 一致成立。由 ( ),x yϕ τ 的估计可得 
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( ) 21 3 1 3
2

2 2
, 2

1 log 1 log

2

e 1 1d e d
log

log1
log

1 .

T T
x y

x x T x

x
T x

T

τ
τϕ τ ττ τ

τ τ

−±
−

±

−  +
+ 

 

+

∫ ∫





                 (15) 

当 ( ) 1log xτ −≤ 时，有 

( ) 2

2

loglog
,

log
xn x

Tx
τω

τ
−

  

( ) 2

2

loglog
exp 1 .

log
xn x

i O
Tx

τω
τ

   −  = +   
    

 

代入到公式(11)中，则有 

( ),
log

1 .x y
x

O
T

τ
ϕ τ

 
= +  

 
 

因为 ( )2 2 2e 1 Oτ τ− = + ，可以得到 

( ) 2 21 log 1 log
,

1 log 1 log

e log 1d d .
x x

x y

x x

x
T T

τϕ τ
τ τ τ

τ

−

− −

−  + 
 ∫ ∫                    (16) 

所以从公式(14)~(16)中可以得到公式(12)。 
最后证明定理 1.1 中的余项估计是最优的。定义 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
2 2log log

1, : ,
,

e
k

x n x yk
n x x

R x y n
U x yλ

ω λ

τ λ
< ≤ +

− ≤

= −Φ∑  

( ) ( ), : sup , .R x y R x yλ
λ∈

=


 

令 [ ]2: logl x= ， 2: logl xθ = − ，那么 

( )
( )

( )

( )

( )

2
2

2

,
, ,

2 2

2 2

log
/2

1 log
2 2

2

1
, 2 2
, log log

1
2 2 2 ,

log log

e d 2 ,

1 2 , .
2 2 log

l k
x y x y

k

x

x

U x y
F F

U x y x x

R x y
x x

R x y

R x y
x

θ
τ

θ

θ
θ

θ
θ

τ−

 − 
π 

 −   π= −         
 

 −   π≤ −   +       
 

=

+

Φ

+

≤
π

Φ

∫

                   (17) 
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由 Stirling 公式，定理 1.2 和引理 2.2 可得 

( )
( ) ( )

( )
( )( )

1
, 2 2

2

1
, log log 1~ ~ .
, 1 log 1 ! 2 log

lk
l k

k k

lY
U x y x x
U x y Y x l x

−
 −
 
 

− π
                    (18) 

根据公式(17)和公式(18)可以得到 

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 1 11, .
2 2 log 4 2 log 4 2 log

o o
R x y

x x x
+ +

≥ − =
π π π

 

对 2x ≥ 和 17 30x y xε+ ≤ ≤ 一致成立。 
定理 1.1 得证。 

6. 结语 

本文研究了短区间上有关指数除数函数的均值估计，结合 Selberg-Delange 方法得到的结果和 Berry-
Esseen 不等式，得到了指数除数函数在短区间上的 Erdős-Kac 型定理。该研究将指数除数函数与 Erdős-
Kac 定理结合在一起，为指数除数函数在短区间上的研究提供思路，丰富了概率数论的内容。 
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