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摘  要 

本文主要在三维光滑有界区域中对一类双种群趋化–非牛顿流体耦合模型进行研究，在适当的函数设定

下，利用不动点定理，对于小且适当正则的数据，确立其强解的存在性与唯一性。 
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Abstract 
This paper mainly investigates a class of coupled two-species chemotaxis-Non-Newtonian fluid 
models in a 3D smooth bounded domain. Using a fixed-point argument within an appropriate func-
tional framework, we establish the existence and uniqueness of strong solutions for this problem, 
provided that the given data are sufficiently small and regular. 
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1. 引言 

在生物学中，细胞或者微生物的趋化性是一种普遍存在的现象，它是指细胞沿着组织内的化学刺

激物的浓度梯度做定向运动。这种定向运动在各种生物过程中起着重要作用，例如黏菌的行成[1]、伤

口愈合[2]、神经元迁移和侵袭性癌细胞的迁移[3]等。由于细菌或微生物通常生活在流体中，因此主要

研究流体中的趋化现象，即趋化模型和黏性不可压缩流体的耦合系统。趋化–流体耦合模型作为生物

数学与流体力学交叉领域的重要研究方向，在过去的十几年中，众多学者针对其解的存在性与稳定性

进行深入探讨，并取得突破性成果。然而，关于双种群趋化–流体耦合模型的成果较少，这类系统面临

趋化效应、竞争动力学及流体影响的挑战，描述的是两种竞争种群在(非)牛顿流中对单一趋化因子的反

应过程。 
近年来，以下带有不可压缩流体的双种群趋化模型： 
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已被一些学者研究过，其中： ( )2,3N N =Ω ⊂  为具有光滑边界 ∂Ω的有界区域；未知函数 u表示流

体速度， 1 2,n n 表示两种竞争种群的细胞密度， c 表示基质浓度， P 表示压力；φ 是给定的与时间无关的

函数，表示由不同物理机制产生的势函数； { }0,1k∈ ，参数 ( ), , , 1,, 2i i i i i iaχ µ α β = 为正。当 1k = 时，系统

(1)被称为双种群趋化–Navier-Stokes 模型。Hirata 等人[4]在二维情形下推导了其经典解的整体存在性、

有界性和稳定性，并研究了三维情形下弱解的整体存在性、最终光滑性和稳定性[4]。当 0k = 时，系统(1)
被称为双种群趋化–Stokes 模型。在三维情形下，Cao 等人[5]研究了其经典解的整体存在性和渐近行为，

前提是 ( )1,2i i iµ χ = 足够大。Jin 和 Xiang [6]进一步给出了对于任何假定的整体有界经典解的收敛速率。

最近，当 ( )1 1 2 2n n cα α− + 被替换为 1 1 2 2c n nα α− + + 时，Cao 等人[7]在三维情形下研究了其弱解的整体存在

性和经典解的稳定性，前提是 1 2,µ µ 足够大。此外，Zheng 和 Willie 等人对于涉及两种化学物质的双种群

趋化–Navier-Stokes 系统进行了相关研究，具体可见文献[8] [9]。上述讨论皆是针对趋化方程与牛顿流体

方程的耦合，对于与非牛顿流体的耦合相关研究较少，目前仅有一篇。Bousbih H [10]在 2019 年关于

“Global weak solutions for a coupled chemotaxis non-Newtonian fluid”的研究中，证明了弱解的整体存在

性，但对趋化–非牛顿流体耦合模型的高阶正则性的保持机制尚未阐明。 
本文考虑如下三维稳态不可压缩双种群趋化–非牛顿流体耦合模型： 
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具有以下边界条件： 

( )0, 0 1,2 , 0in i c
∂Ω ∂Ω∂Ω
= = = =u                         (3) 

其中： ( )3n nΩ⊂ = 为具有光滑边界 ∂Ω的有界区域； ( )1, 30 2,j jd => 是细胞和底物相应的扩散系数； 

f 为给定的外力项； ( )T1
2

= ∇ +∇u u u 为应力速率张量， ( )= τ uτ 为应力张量。本文研究如下形式经典 

幂律应力张量： 

( ) ( )
2

2 22 1
p

η ν η η
−

= +τ                              (4) 

其中 , pν 是正常数且 1p > 。 

本文的研究目标为：在 φ∇ 与外力项 f 的 qL 范数以及
{ }
{ }

1 2

1 2

max ,
min ,d d

µ µ
适当意义下为小量的假设下，基于 

Stokes 问题和趋化方程的正则性结果，利用 Banach 不动点定理证明问题(2)~(4)强解的存在性与唯一性。 

2. 预备知识与主要结论 

对于 m∈，1 q< < ∞，标准 Lebesgue 空间和 Sobolev 空间及其范数表示为 ( )( )q
qL Ω ⋅ 和 

( )( ),
,

m q
m qW Ω ⋅ 。特别地， ( ),

0
m qW Ω 定义为 ( )0C∞ Ω 在 ( ),m qW Ω 中的闭包；另外， ( )1,qW − Ω 定义为 ( )1,

0
qW Ω

的对偶空间，其范数记为 1, ;q− Ω
⋅ 。在上述空间的基础上，我们引入如下函数空间： 

( ){ }0: : div 0 ;∞= ∈ Ω =u u C  

( ){ }1,
0: : div 0 ;p

p = ∈ Ω =u uV W  

( ) ( ){ }1, ,
, 0: : div 0 ;p m p

m p = ∈ Ω ∩ Ω =v W vV W  

( ){ }1,2: : 0 ,W Wθ θ
∂Ω

= ∈ Ω =  

注：当 1m = 时， ,m pV 记为 pV 。此外，对于参数 , , ,q r t s n> 且 ,s r t> ，以及任意的 0δ > ，我们定义

凸集 
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其中
1 2 3 4
, , ,E E E EC C C C 分别是 ( ) { }( )1, , , ,jW j q r t sΩ ∈ 嵌入到 ( )L∞ Ω 的嵌入常数。 

另一方面，我们考虑乘积空间 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2, 1, 2, 1, 2, 1,
2, 0 0 0: r r t t s s

q W W W W W W= × Ω ∩ Ω × Ω ∩ Ω × Ω ∩ ΩX V ，定义其范数为 

( ) }{1 2 1 21, 1, 1, 1,1, , , ,
, , , : max , , ,q r t sq r t s
ω ω θ ω ω θ= ∇ ∇ ∇ ∇ξ ξ . 
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最后，为便于标记，在后续证明中 pC 表示 Poincare’不等式 ps sC⋅ ≤ ∇ ⋅ 中的 Poincare’常数。且对于

任意的实数 x 和 y 我们定义 ( ) { }, max ,x y x y+ = ，( ) { }, min ,x y x y− = ， { }max ,0x x+ = 。此外，对于任意的

1p > ，定义如下常数： 
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本文的主要结果如下： 
定理 1 设 ( ), qf Lφ ∈ Ω ， , , ,q r t s n> 且 ,s r t> 。若存在正常数 

( )1 2 3 40 1, , , , , , , , , ,p E E E E i i i iM M C C C C C C C aα β µ−= ，( )1,2i = 和 ( )1 2 1 2, , ,C C k k C C= ，使得
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成立，则问题(2)~(4)存在一个强解 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2, 1, 2, 1, 2, 1,
1 2 2, 0 0 0, , , r r t t s s

qn n c W W W W W W∈ × Ω ∩ Ω × Ω ∩ Ω × Ω ∩ Ωu V 。 
注 1 φ 是与时间无关且由不同物理机制产生的势函数， f 为外力项，当 qφ∇ 与 qf 分小时，条件

(7)成立。 
为证明定理 1 所需的两个基本引理如下： 
引理 1 [11]设整数 1m ≥ − ， ( )2,3n nΩ⊂ = 为一有界区域。称 ∂Ω具有 k 光滑性，记为 k∂Ω∈ ，其

中 ( )2,2k m += + 。则对任意 ( ),m q∈ ΩWΓ ，方程组 
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存在唯一解 [ ] ( ) ( )2, 1,, m q m qWπ + +∈ Ω × Ωu W 。此外，下述估计成立： 

1, 1, / , ,mm q m q m qCπ
+ +

∇ + ≤u


Γ  

其中 ( ), ,m mC C n q= Ω 为正常数。 
引理 2 [12]设 ,p pr γ 由式(6)给定，映射 :G + → 定义为 

( ) ( )2 ,G A E Dδ δ δ δ δ= − + +  

其中 ,  ,  A E D 为正常数，且 ( ) ( )( )42 1p prx x x
+−= + 。若下述不等式成立： 

( )( )42 1p pr
pAD ED D γ

+−+ + ≤  

则G 至少存在一个根 0δ 。此外， 0 Dδ > ，且对任意的 [ ]1,2λ∈ 下述估计成立： 
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3. 定理 1 的证明 

首先，将问题(2)~(4)重写为： 
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其中， ( ) ( )
2

21 1
p

x xσ
−

= + − 。进而利用 Banach 不动点定理证明方程组(8)强解的存在性与唯一性。为此，

给定 ( )1 2, , ,ω ω θ ∈Xξ ，通过下述系统： 
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定义映射 [ ] [ ]1 2 1 2, , , , , ,n n cω ω θ = u ξ ，往证
0 0

: B Bδ δ→ 是一个压缩映射。 

下面首先证明存在 0 0δ > ，使得 ( )0 0
B Bδ δ⊆ 。 

命题 1 设 ( ), qf Lφ ∈ Ω ， , , ,q r t s n> 且 ,s r t> 。若存在正常数 ( )11 1 0 1 2, , , ,E pM M C C C β β= 和 
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成立，则存在 0 0δ > ，满足 ( )0 0
B Bδ δ⊆ 。 

证明 设 ( )1 2, , , Bδω ω θ ∈ξ 。由引理 1 可知， 2,q∈u V ，且满足 

( ) ( )20
1 1 2 21, 2 .

2q qq q
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 
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对式(11)右端第一项进行估计，有 
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其中 ( ) ( )( )42 1p prx x x
+−= + 。且由[12]，可知 
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联合式(11)~(13)，可得 
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另一方面，对于方程(9)3，由经典椭圆方程正则性理论可知，存在常数 1 0k > ，使得 
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ω ω ω δ

∞

+
⋅∇ ≤ ∇ ≤ + ∇ ∇ ≤ξ ξ ξ             (16) 

和 

( )
( )
( )

( ) ( )

2

2

4 4

2

2

4

1 1 1 1 1

1 11,

1 11, 1, 1, 1,

2 2 2

1

1

1 2
,

r r rr

E E pr s r s

E E pr s r s

p p

E E E

r

C c C C c

C c C C c

c C c Cc
C C C

ω θ ω θ ω θ ω θ ω θ

ω θ ω θ

ω θ ω θ

δ δ δ

∞∞
∇ ⋅ ∇ ≤ ∇ ⋅∇ + ∆ ≤ ∇ ∇ + ∆

′ ′≤ ∇ ∇ + + ∇ ∆

′ ′≤ ∇ ∇ + + ∇ ∇

′ ′+ +′
≤ + =

‖ ‖

           (17) 
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以及 

( )

( )

( )

( )

2

2

2

3

2

2

22
1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 22

22
1 1 1 22

22
1 1

2
12 2

1

1

1

1
.

Pr r r r rr r

P P p E pr r
E

p
P p p

E E

pp
P

t

E E

a a C a

C C a C C C
C

C
c C a C C

C C

a CC
c C

C C

ω ω ω ω ω ωω ω ω ω ω

δ ω ω ω

δδ ω δ

δ δ

∞

∞

− − ≤ + + ≤ ∇ + +

≤ + ∇ + ∇ + ∇

′′≤ + ∇ + +

 + ′′≤ + +
 
 

      (18) 

联合式(15)~(18)，可得 

( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2 24

2
1 1 1 12 21

1 11,
1 1

3
1 2 21 1 1 1 2

1
1 1 1 1 1 1

3
1 2 1 1 1 2 1 1 2

1 1 1 1

2 11

2 1 1

2 2
,

p pp p
Pr

E E E E

c C a CC k Ckn c C
d C C C d C

k C a k C
d C C C d C

k C C a k C
d C d C

µ µ
µ δ δ

µ µµ δ δ

µ µδ δ

 ′ + ++ ′′∇ ≤ + + + +
 
 

+  
≤ + + + + 

 

+ + +
≤ +

  

         (19) 

其中 ( ) ( )3 421 2, , ,  , ,E E E pC C C C C c c C
− +

′ ′′= = 。 

同理，对于方程(9)4，存在常数 2 0k > ，使得 

( ) ( )3
2 2 2 1 2 2 2 2 2

2 1,
2 1 2 1

2 2
.t

k C C a k Cn
d C d C

µ µδ δ
+ + +

∇ +
 ≤                 (20) 

此外，对于方程(9)5，同样存在常数 3 0k > ，使得 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )( )

( ) ( )

1 2

3

4 4

4

3
1 1 2 21,

3

3 3 1 3 2
1 2

3 3 3

3 3 1
11,

3 3

3 2
2

3

3 3 1 22 2

3 3

2
3 1 2 2

3

1 1

1

1 1

1 1
.

s s s

s s s

E p E p Pq s s

E p P s

p P p

E

r

t

E

p

E

kc
d
k k k
d d d
k kC C C C C
d d

k C C C
d

k C k C C
d C d C

k C
d C

θ α ω α ω θ

α αθ ω θ ω θ

αθ ω θ

α ω θ

α α
δ δ

α α
δ

∞ ∞ ∞

 ∇ ≤ ⋅∇ + + 

≤ ∇ + +

≤ + ∇ ∇ + + ∇ ∇

+ + ∇ ∇

+ + +
≤ +

+ + +
≤

ξ

ξ

ξ

         (21) 
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因此，为得到 ( )B Bδ δ⊆ ，只需证明 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
4

21
1,

3
1 2 1 1 1 2 1 1 2

1 1,
1 1 1 1

3
2 2 2 1 2 2 2 2 2

2 1,
2 1 2 1

2
3 1 2

2

2
1,

3

,

2 2
,

2 2
,

1 1
.

pq q

r

t

p
s

E

q

M S

k C C a k Cn
d C d C

k C C a k Cn
d C d C

k C
d

f

C

φ δ ν δ δ δ
ν

µ µδ δ δ

µ µδ δ δ

α α
δθ δ

 ∇ ≤ ∇ + + ≤ 

+ + +
∇ ≤ + ≤

+ + +
∇ ≤ + ≤

+ + +
∇ ≤

+

  

  

≤

u 

                 (22) 

对引理 2，取 1MA
ν

= ， 1 pE M S= ，
( )2

1 q qfM
D

φ

ν

∇
=

+
，则存在

( )2
1

1
q qM fφ

δ
ν

+∇
> ，使得 

( )2 21
1 1 1 11, ,pq q q

M f Sφ δ ν δ δ δ
ν

 ∇ ≤ ∇ + + ≤ +u   

只要满足 

( )( )42 1 ,p pr
pAD ED D γ

+−+ + ≤  

即假设(10)成立。此外，在引理 2 中取 2λ = ，可得 

( )2
1

1

2
.q qM fφ

δ
ν

+∇
≤  

另一方面，为使式(22)2~(22)3 有意义，需满足
{ }
{ }

1 2

1 2

max ,
min ,

C
d d
µ µ

< ，其中 1 1

1 2 2 2

,C CC
k C k C

−
 

=  
 

，且限制
qφ∇

与 qf 使得 2Dδ δ− +< < ，其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
331 1 1 1 2 2 1 2 2 2

3 3 2
1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 3 1 2

0,    , , .
2 2 2 2 1 1

E

p

d Cd C k C d C k C
k C C a k C C a k C

µ µδ δ
µ µ α α

−

− +
 − − = =
 + + + + + + +      +  +

 

现对 ,δ δ δ− + ∀ ∈  ，式(22)2~(22)3 成立，我们选取 ( )0 , 2D Dδ ∈ ，即 

0 2 ,D Dδ δ δ− +< < < <  

有 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
4

3
1 2 1 1 1 1 1 2

1 0 01,
1 1 1 1

3
2 2 2 1 2 2 2 2

2 01,
2 1 2 1

2
3 1 2

01,

2
0

2
0

2
0

3

2 2
,

2 2
,

1 1
.

r

t

p
s

E

k C C a k Cn
d C d C

k C C a k Cn
d C d C

k C
d C

µ µδ δ δ

µ µδ δ δ

α α
δ δθ

+ + +
∇ ≤ + ≤

+ +

  

  +
∇ ≤ + ≤

+ + +
∇ ≤ ≤

  

综上所述，取 0 1δ δ= 即可得到 ( )0 0
B Bδ δ⊆ 。 

下面进一步证明映射
0 0

: B Bδ δ→ 为压缩映射。 
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命题 2 若存在一个常数 ( )1 2 3 42 2 , , , , , , , ,p E E E E i i i iM M C C C C C aα β µ= ， ( )1,2i = ，使得 

( )

( )

( )

2
1

2
1 2 3

2 4

1 1

2

2,

2

1

1 1 1 1

11
4

p

q

r p

q a

q qq q
p p p

M
M

d d d

S M M C C

f

f f

φ φ
ν ν ν

φ φ

ν ν

+

+

−

−

 ∇ ∇  + + + +  
 ∇ ∇  + + + ≤    

+

 + +
 
 
 

          (23) 

成立，则映射
0 0

: B Bδ δ→ 在空间 ( ) ( ) ( ) ( )1, 1, 1, 1,
0 0 0 0

q r t sW W WΩ × Ω × Ω × ΩW 上是一个压缩映射。 
证明 设 ( ) ( ) 01 2 1 2

ˆ ˆˆ ˆ, , , , , , , Bδω ω θ ω ω θ ∈ξ ξ ，且 ( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,n n cω ω θ = u ξ ， ( ) ( )1 2 1 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,n n cω ω θ = u ξ ，

并将它们分别代入系统(9)，相减得 

( )
( ) ( )
( )

( )

1 1 1 1

2 2 2 2

3

ˆ 0, ,
ˆˆ2 , ,

ˆ , ,
ˆ( ) , ,

ˆ , ,
ˆ ˆ ˆ 1, 2.0, 0, 0,  ii

x

P P x

d n n x
d n n x
d c c x

n n c c i

ν

∂Ω∂Ω ∂Ω

∇ ⋅ − = ∈Ω

− ∆ − +∇ − = ∈Ω

− ∆ − = ∈Ω
− ∆ − = ∈Ω
− ∆ − = ∈Ω

− = − = − =










 =

u u

u u R

G
G

F

u u

                     (24) 

其中， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22
1 1 1 2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ: 2 ,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ: ,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ:

D D D D

a

a

ν σ σ β ω ω φ β ω ω φ

ω ω ω θ ω θ µ ω ω µ ω ω µ ωω ωω

ω ω ω θ ω θ µ ω ω µ ω ω µ ω

   = ∇ ⋅ ⊗ − ⊗ + − + − ∇ + − ∇      

= ⋅∇ − ⋅∇ +∇⋅ ∇ − ∇ + − + − + −

= ⋅∇ − ⋅∇ +∇⋅ ∇ − ∇ + − + − +

R

G

G

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ ( )

( ) ( )
1 2 1

1 1 1 2 2 2

ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ: .

ω ω ω

θ θ α ωθ ωθ α ω θ ω θ

−

= ⋅∇ − ⋅∇ + − + −F ξ ξ

 

对于方程(24)2，应用引理 1，其中 = RΓ ，可得 

( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

221

1,

1
1 1 1 2 2 2 1,

224 1

4 1
1 1 1 2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ 2
2

ˆ ˆ
2

ˆ ˆ ˆ ˆ2

ˆ ˆ

q
q

q

q

q

C D D D D

C

k C D D D D

k C

ν σ σ
ν

β ω ω φ β ω ω φ
ν

ν σ σ
ν

β ω ω φ β ω ω φ
ν

−

−

−
−

−

−

   ∇ − ≤ ∇⋅ ⊗ − ⊗ + −       

+ − ∇ + − ∇

  ≤ ⊗ − ⊗ + −     

+ − ∇ + − ∇

u u ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
           (25) 

类似([12], p. 5405)的推导过程可得 

( ) ( )
1

0
ˆ ˆ ˆ2 1 ,q

p p
q

q q
C C δ⊗ − ⊗ ≤ + ∇ −ξ ξ ξ ξ ξ ξ                           (26) 

( ) ( ) ( )22
0

ˆ ˆ ˆ2 .p
qq

D D D D Sσ σ δ − ≤ ∇ − 
 

ξ ξ ξ ξ ξ ξ                       (27) 

此外，对式(25)右端最后一项进行估计，有 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
2

3

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1 1

2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ1

ˆ1
t

q q q

q q

E p qr

E p q

C C

C C

β ω ω φ β ω ω φ β ω ω φ β ω ω φ

β ω ω φ β ω ω φ

β ω ω φ

β ω ω φ

∞ ∞

− ∇ + − ∇ ≤ − ∇ + − ∇

≤ − ∇ + − ∇

≤ + ∇ − ∇

+ + ∇ − ∇

         (28) 

联合式(25)~(28)，可得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }1
0 0 1 1 2 2

ˆˆ ˆ ˆ2 2 2 max , , ,p qq rq t

T Sδ ν δ φ ω ω ω ω
ν

∇ − ≤ + + ∇ ⋅ ∇ − ∇ − ∇ −u u  ξ ξ    (29) 

其中， ( ) ( ) ( )2 3

1

1 4 1 1 2max 1 ,2, 1 , 1q q
p p E p E pT k C C C C C C Cβ β−

  = + + + 
  

。 

另一方面，对方程(24)3 进行估计，有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2

1 1

1 1 1 1

2 2
1

1

1

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2
1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1

1

1 1

1

ˆˆ

ˆˆ

ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ( .)

r

r

r r

r

r d

d

n n a

d

d d

a

ω ω µ ω ω µ ω ω µ ωω ωω

ω θ ω θ

ω ω ω θ ω θ

µ ω ω µ ω ω µ ωω ωω

≤

+

+

+

∇ − ⋅∇ − ⋅∇ + − + − + −

∇ − ∇

≤ ⋅∇ − ⋅∇ ∇ − ∇

− + − + −

ξ ξ

ξ ξ
      (30) 

对式(30)右侧进行逐项估计，有 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )1

2

1 1 1 1 1

1 1 1

0 1 1 0

ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆˆ

1 ˆˆ1

r

rr

r

E p
p

qE
r

C C
C

C

ω ω ω ω ω

ω ω ω

δ ω ω δ

∞ ∞

⋅∇ − ⋅∇ ≤ ⋅∇ − + − ⋅∇

≤ ∇ − + − ∇

+
≤ + ∇ − + ∇ −

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ

           (31) 

和 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

1 1 1

0 0 1 1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ

ˆˆ ˆ

ˆ ˆ1

r

r

r

r

p p rs
c C C

ω θ ω θ ω θ θ θ ω ω

ω θ θ θ ω ω

δ θ θ δ ω ω

∞∞

∇ − ∇ ∇ − +∇ −

≤ ∇ − + ∇ −

′≤ + ∇ − + ∇ −

≤

                (32) 

以及 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 2 1 1 1 2 2

1 1 1 1 0 1 1

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ2 1

p pr r r

p pr r

rr

p p pr r

p p

r
a

C C a

C C

a a

C C C

a C C

µ ω ω µ ω ω µ ωω ωω

µ ω ω µ ω ω ω ω µ ω ω ω ω ω ω

µ ω ω µ ω ω ω ω

µ ω ω ω µ ω ω ω

µ ω ω µ δ ω ω

µ

∞

∞∞

∞ ∞

− + − + −

≤ ∇ − + + ∇ − + − + −

≤ ∇ − + + ∇ −

+ − + −

≤ ∇ − + + ∇ −

+ ( ) ( ) ( ) ( )3

2

1 1
0 1 1 0 2 2

1
ˆ ˆ1 .p p E

r t
E

a C C C
C

µ
δ ω ω δ ω ω

+
+ ∇ − + ∇ −

     (33) 
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联合式(30)~(33)，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }12
1 1 0 1 1 2 2

1 1

,ˆ ˆˆ ˆˆ max , , ,
t

p

sr rq

CTn n
d d

µ
δ ω ω ω ω θ θ∇ − + ⋅ ∇

 
≤  
 

− ∇ − ∇ − ∇ −ξ ξ   (34) 

其中， ( ) 1

2 2

3
2 1 1

2 1 1 14 1 max , , 2 2 , EE
p

E E

a CC
T C c a

C C
µ

µ µ
  ′= + + + 
  

。 

类似式(30)的推导过程，对方程(24)4 进行估计，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }23
0 1 1 2 2

2 2
2 2

ˆ ˆˆ ˆˆ , ,,max ,
t t

p
rq s

CTn n
d d

µ
δ ω ω ω ω θ θ∇ − + ⋅ ∇

 
≤  
 

− ∇ − ∇ − ∇ −ξ ξ   (35) 

其中， ( )
3

1

2

3
2 2 2

3 2 2 24 1 max , , 2 2 , EE
p

E E

a CC
T C c a

C C
µ

µ µ
  ′= + + + 
  

。 

另一方面，对方程(24)5 进行估计，有 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

4 4

3

1 2

4

4

1

1 1 1
3 3 3

2 2 2

1
0 0 0 1 1

3 3 3

2 1 2
0 2 2 0

3 3

2 2
1 2

0
3

1 1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ

1 11ˆ ˆ ˆ

1 1 ˆˆ

1 1ˆ

1
s s s

E p p p E

s

p
rqE E

p p E p p

E

E p

E

t

p

s

s

q

d d d
c c

C C C C CC
d C d d C

C C C C C
d C d

C C C
d C

θ θ α ωθ ωθ α ω θ ω θ

α
δ δ θ θ δ ω ω

α α α
δ ω ω δ θ θ

α α
δ

∇ − ⋅∇ − ⋅∇ + − + −

+ ++
≤ ∇ − ∇ − + ∇ −

+ + +
+ ∇ − ∇ −

+ + + +
≤

+

+∇ −

≤

+

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }
2 3

4 4

0
3

2 2
1 2

0 1 1 0 2 2
3 3

4
0 1 1 2 2

3

1 ˆ

1 1
ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ ,max , , ,

p E p E

r
E E

r

s

t

t sq

d

C C C C
d C d C

T
d

δ θ θ

α α
δ ω ω δ ω ω

δ ω ω ω ω θ θ

∇ −

+ +
∇ − ∇ −

⋅ ∇ − ∇ − ∇

+

∇

+

− −≤ ξ ξ

  (36) 

其中， ( )
4

1

4

3

4

2
2 21

4 1 24 1 max , 1, , EE E
p

E E E

CC C
T C

C C C
αα

α α
  = + + + 
  

。 

进而结合式(29) (34) (35) (36)，可推得 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }

1 1 2

1 231 2 4
0 1 0 1 0 0 0

1 2 3 1 2

1 1 2 2

2ˆ ˆ ˆ ˆmax

2
2 2 2 2 2

2 2 2

ˆ ˆˆ ˆmax , , .

, , ,

,

rq

q p p
p

s

sq

t

tr

n n n n c c

C CTT T TT S T
d d d d d

φ µ µ
δ δ δ δ δ

ν ν

ω ω ω ω θ θ
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此外，由上述推导可知
( )1

0

22
2 q qM

D
fφ

δ
ν

∇ +
< = ，

{ }
{ }

1 2

1 2

max ,
min ,

C
d d
µ µ

< ， ( ) ( )( )42 1p prx x x
+−= + 是非
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减的，且 ( ) ( ) ( )2,14 4 px x
+−≤  ，取 32 4

2 1max , , , ,1
2 2 2

TT TM T =  
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后一个不等式可推得 
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结合该式与假设(23)，可推得映射
0 0

: B Bδ δ→ 是空间 ( ) ( ) ( ) ( )1, 1, 1, 1,
0 0 0 0

q r t sW W WΩ × Ω × Ω × ΩW 上的一

个压缩映射。 
最后注意到，当 3p ≤ 时， ( )2,11 4 1 4 p

pγ
+−= = ；当 3p > 时， ( )2,11 4 p

pγ
+−> 。因此，取 ( )1 2,M M M += ，

并结合假设(7)可推出(10)与(23)，我们可以看到，定理 1 的结论是命题 1、命题 2 以及 Banach 不动点定

理的直接推论。由此，定理 1 得证。 

4. 总结 

本文在三维光滑有界区域Ω中，考虑了一类稳态不可压缩双种群趋化–非牛顿流体耦合模型，证明

了问题强解的存在唯一性。这类系统面临趋化效应、竞争动力学及流体影响的挑战，且具有强耦合性与

非线性性。为克服上述困难，本文基于 Stokes 问题和趋化方程的正则性结果，重构方程组并定义合适的

函数空间，通过一系列计算，在小数据的假设下，利用 Banach 不动点定理完成证明。且在物理意义上，

该模型稳态解体现了非牛顿流体粘性、对流、压力与趋化驱动力的耦合平衡，种群扩散、趋化及物质运

输相互抵消，形成了稳定定常流场与空间分布结构。在生物学上，则对应两种群稳定共存，反映微生物

群落的可持续生态格局。同时，本研究需在小数据假设下进行讨论，具有一定的局限性，且对于非稳态

下模型解的存在性仍需进一步探讨。 
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