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摘  要 

研究基于正规战的兰彻斯特方程的解析解的算法问题，包括红蓝双方兵力关于时间的函数解析式和红蓝

双方兵力在相平面上的函数关系式。首先利用变换得到红蓝各自兵力满足的二阶常系数齐次线性微分方

程，由特征方程再结合初值条件得到了红蓝兵力与时间的函数解析式，然后通过变形得到一阶的齐次方

程，利用变量代换求解得到红蓝双方兵力的函数关系式，最后进行案例仿真并通过MATLAB编程描绘红

蓝双方兵力的曲线示意图，旨在对正规战兰彻斯特方程的解有更深的理解和掌握。 
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Abstract 
This paper studied the calculation method of the analytical solution to the Lanchester equation 
based on regular warfare, including the analytical expression of the functions of the red and blue 
forces with respect to time and the functional relationship between the red and blue forces on the 
phase plane. Firstly, the second-order constant coefficient homogeneous linear differential equa-
tions satisfied by the respective forces of the red and blue are obtained through transformation. The 
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analytical expression of the function between the red and blue forces and time is obtained by com-
bining the characteristic equation with the initial conditions. Then, the first-order homogeneous 
equation is obtained through deformation, and the functional relationship between the red and 
blue forces is solved through variable substitution. Finally, a case simulation is conducted and the 
curve diagram of the red and blue forces is drawn through MATLAB programming, aiming to have a 
deeper understanding and mastery of the solution of the Lanchester equation in regular warfare. 
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1. 引言 

兰彻斯特方程是 1915 年由英国工程师弗雷德里克·威廉·兰彻斯特提出的战斗动态理论，通过微分

方程组描述敌对双方兵力消灭过程，适用于现代战争模拟和效能评估[1]。第二次世界大战后，各国军事

运筹学工作者根据实际作战的情况，从不同角度对兰彻斯特方程进行了研究与扩展，使兰彻斯特方程成

为军事运筹学的重要基本理论之一。同时兰彻斯特方程与计算机作战模拟结合以后所构成的各种形式、

各种规模的作战模型，在军事决策的有关领域中得到了广泛应用[2]-[7]。 
若以红蓝双方的作战单元数指标描述红蓝双方兵力的大小。假设只考虑红蓝双方兵力多少和战斗力

强弱、红蓝双方的兵力因战斗及非战斗减员而减少、每方战斗减员率取决于双方的兵力和战斗力和每方

非战斗减员率与本方兵力成正比。由于红蓝双方的一方都会对另一方造成战斗减员，记蓝方对红方的战

斗减员影响程度为 ( ),f x y ，而红方对蓝方的战斗减员影响程度为 ( ),g x y ；由于红蓝双方都会存在非战

斗减员情形，记红、蓝双方的非战斗减员率分别为α  ( 0> )和 β  ( 0> )， xα 和 yβ 分别表示红、蓝双方 

的非战斗减员程度。若记
d
d
x
t
和

d
d
y
t
分别表示红、蓝双方作战单元数的变化率，且红、蓝双方初始的作战 

单元数分别为 0x 和 0y ，可得红蓝双方作战模型的兰彻斯特方程[8] 
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本文主要研究基于正规战(由 ( ),f x y 和 ( ),g x y 的表达式决定)的兰彻斯特方程(1)的解析解的计算方

法，利用不同的方法分别得到了红蓝双方兵力随时间变量的具体表达式和在相平面上红蓝双方兵力之间

的内在联系，为兰彻斯特方程在军事运筹中的应用提供了理论支撑。 

2. 正规战兰彻斯特方程的建立 

现考虑红蓝双方均以正规部队作战，则红、蓝双方的一方战斗减员率只取决于另一方的兵力和战斗力，
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记红方和蓝方每个作战单元的杀伤率分别为b  ( 0> )和 a ( 0> )，则有 ( ),f x y ay= − ， ( ),g x y bx= − ，进而可

得红蓝双方采用正规战作战的兰彻斯特方程 

( )
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0

0

d ,
d
d ,
d

0 ,

0

x ay x
t
y bx y
t
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 = − −

 = − −
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 =

                                   (2) 

正规战兰彻斯特方程的核心研究是围绕大规模、有组织的正规作战场景，量化分析双方作战力量的

动态损耗规律与作战进程演变机制。它主要以双方作战单位可直接接触、火力覆盖均匀且兵力部署集中，

无明显隐蔽性和非对称作战优势，重点探究作战力量初始规模、兵力补充速率、火力杀伤效能等关键参

数，与作战胜负、力量损耗速度、作战持续时间之间的内在关联。因此，正规战兰彻斯特方程(2)解的研

究是十分必要的，进而如何得到其解析解也是值得关注的研究问题。 

3. 正规战兰彻斯特方程的解析解 

下面利用微分方程[9]的有关知识，通过两种方法研究正规战兰彻斯特方程(2)的解析解的计算问题。 
方法 1 利用二阶常系数齐次线性微分方程研究红蓝双方兵力随时间的变化规律 

由方程(2)的第一个方程得，
1 d

d
xy x

a t
α = − − 

 
，且有 0 0

0

d
d t

x ay x
t

α
=

= − − ，然将其代入到方程(2)的第二

个方程得 
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                           (3) 

微分方程(3)是一个关于 ( )x t 的二阶常系数齐次线性微分方程[9]。 

同理，由(2)的第二个方程得，
1 d

d
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，且有 0 0
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= − − ，然后将其代入到方程(2)的

第一个方程得 
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微分方程(4)是一个关于 ( )y t 的二阶常系数齐次线性微分方程。 
下面研究微分方程(3)和(4)满足初值条件的特解的求解问题。 
微分方程(3)和(4)的特征方程[9]均为 

( )2 0r r abα β αβ+ + + − =                                (5) 

记 ( ) ( ) ( )2 24 4ab abα β αβ α β∆ = + − − = − + ，因为α 、 β 、 a 和 b 均为正数，则 0∆ > 。此时特征方

程(5)的两个根分别为 

( )
1 2
r

α β− + + ∆
= , ( )

2 2
r

α β− + − ∆
=  
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此时，微分方程(3)的通解为 

( ) 1 2
1 2e er t r tx t C C= +                                   (6) 

利用(3)的初值条件得 
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将 1C 和 2C 的表达式代入式(6)中即为微分方程(3)的特解，即红方兵力的函数解析式。 
同理可得微分方程(4)满足初值条件的特解为 

( ) 1 2
3 4e er t r ty t C C= +                                     (7) 

其中 

( ) ( )0 0 0 02 0 0 0 1 0 0 0
3 4

2 1 1 2

2 2
,

2 2
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= = = =

− −− ∆ ∆
 

式(7)即为蓝方兵力的函数解析式。 
特别地，当 0abαβ − = 时，微分方程(3)满足初值条件的特解为 

( ) ( )0 0
0e 1tay xx t xα βα

α β
− ++  = − + +

 

微分方程(4)满足初值条件的特解为 

( ) ( )0 0
0e 1tbx yy t yα ββ

α β
− ++  = − + +

 

方法 2 利用齐次方程研究红蓝双方兵力的关系 
将微分方程(2)中第二个方程除以第一个方程得 

( )0 0

d ,
d
y bx y bx y
x ay x ay x
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                               (8) 

事实上，一阶微分方程(8)是齐次方程[9]。下面研究齐次方程(8)的特解的计算问题。 

令
yt
x

= ，则 y xt= ，
d d
d d
y tt x
x x
= + ，代入方程(8)第一个方程中得 

d
d

t b tt x
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变形为 
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( )2d
d
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分离变量得 
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为方便求解不定积分继续变形为 
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2 2d dat t x
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上等式两边取不定积分得 
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2 1d 2 dat t x

xat t b at t b
α β α β
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即 
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2
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其中 1C 为任意实数。 

利用积分公式
2

2 2 2
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把
yt
x

= 代入上式可得 
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进而 
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或 
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( ) ( ) ( )
2 42 2 ,

ab
ay xy bx x y C

α β α βα β ϕ
− + ++ − − = , 

其中 2eCC = 。又 ( )0 0y x y= ，则有 

( ) ( ) ( )
2 42 2

0 0 0 0 0 0,
ab

C ay x y bx x y
α β α βα β ϕ
− + += + − −  

此时可得微分方程(8)满足初值条件的隐式特解为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 24 42 2 2 2

0 0 0 0 0 0, ,
ab ab

ay xy bx x y ay x y bx x y
α β α β α βα βα β ϕ α β ϕ
− + − + +++ − − = + − −     (9) 

式(9)也是红蓝双方兵力在相平面上的隐式函数关系式。 
特别地，若不考虑红蓝双方各自的非战斗减员率，即 0α β= = ，则式(9)可简化为 

2 2 2 2
0 0ay bx ay bx− = −                                    (10) 

式(10)刻画的是正规战兰彻斯特方程的平方律[10]。 

4. 案例仿真 

已知红、蓝双方的初始作战单元数分别为 0 6x = 和 0 3y = ，若设 0.1a = ， 0.025b = ， 0.01α β= = ，

则红蓝双方正规战的兰彻斯特方程为 

( )
( )

d 0.1 0.01 ,
d
d 0.025 0.01 ,
d

0 6,

0 3

x y x
t
y x y
t

x

y

 = − −

 = − −


=
 =

                                (11) 

则 0.0024 0abαβ − −= ≠ ，且 0.01 0∆ = > ， 1 0.04r = ， 2 0.06r = − ，即微分方程(11)的特解分别为 

( ) 0.066e tx t −= , ( ) 0.063e ty t −=                              (12) 

即式(12)为红蓝双方兵力与时间的函数关系的显式解析式。 
由式(12)利用 MATLAB 函数 plot 可描绘出红蓝双方兵力随时间的变化曲线，同时也可利用 MATLAB

函数 ode45 对于微分方程(11)进行描绘曲线，如图 1 所示。 
由图 1 可知，利用式(12)描绘的曲线和利用 ode45 函数描绘微分方程(11)红、蓝兵力随时间变化的曲

线图是重合的，说明式(12)刻画了红蓝双方兵力的内在规律。 
对于微分方程(11)，利用式(9)代入化简可得 

0.02
0.12 2 0.2 0.10.1 0.025 0

0.2 0.1
y xy x
y x
−

− =
+

 

即 
2 20.1 0.025 0y x− = 或 0.2 0.1 0y x− =  

进而 
2 20.025 0.1x y= 或 0.1 0.2x y=  
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则有 

2x y= 或 2x y= −  (舍去)                               (13) 

事实上，式(13)与式(12)本质上是一致的，体现了在所给的条件下红方的兵力始终是蓝方兵力的 2 倍。

当作战时间充分大时，红方兵力和蓝方兵力几乎同时近似为零，说明作战最终以平局收场。虽然初始时

刻红方兵力是蓝方兵力的 2 倍，但红方每个作战单元的杀伤率 b 的值仅为蓝方每个作战单元的杀伤率 a

的值的四分之一，使得结局未必是红方获胜。这说明了红蓝双方正规战作战的结局与初始兵力、单元杀

伤率、非战斗减员率等因素密切相关。 
 

 
Figure 1. Curves showing the change in troop strength between the Red and Blue sides over time 
图 1. 红蓝双方兵力随时间变化的曲线图 

 
若把红方每个作战单元的杀伤率 b 的取值调整为 0.1 (和 a 的取值一样)，则红蓝双方正规战的兰彻斯

特方程为 

( )
( )

d 0.1 0.01 ,
d
d 0.1 0.01 ,
d

0 6,

0 3

x y x
t
y x y
t

x

y

 = − −

 = − −


=
 =

                               (14) 

则 0.0009 0abαβ − −= ≠ ，且 0.04 0∆ = > ， 1 0.09r = ， 2 0.11r = − ，即微分方程(14)的特解分别为 

( ) 0.09 0.113 9e e
2 2

t tx t −= + ， ( ) 0.09 0.113 9e e
2 2

t ty t −= − +                    (15) 

即式(15)为红蓝双方兵力与时间的函数关系的显式解析式。利用 MATLAB 软件描绘出红蓝双方兵力

随时间的变化曲线图，如图 2 所示。 
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Figure 2. Curves showing the change in troop strength between the Red and Blue sides over time 
图 2. 红蓝双方兵力随时间变化的曲线图 

 
可以发现，初始状态时红方的兵力是蓝方兵力的 2 倍，当具有相同的杀伤率和非战斗减员率时，蓝

方在 5.492 时间后兵力几乎为零，而此时红方兵力为 4.918475，红方获胜。这说明了在单元杀伤率、非战

斗减员率等因素相同的条件下，红蓝双方正规战作战的结局与初始兵力密切相关，谁的初始兵力大谁就

能获胜。 

5. 小结 

本文主要研究了基于正规战的兰彻斯特方程的解析解的算法问题，得到了红蓝双方兵力关于时间的

函数解析式和红蓝双方兵力在相平面上的函数关系式，并通过具体案例进行了 MATLAB 仿真，有效促进

了正规战兰彻斯特方程的解的深入研究。事实上，基于游击战或者混合战的兰彻斯特方程[8]的解的算法

问题，鉴于微分方程中个别项的表达式的特征，兵力的函数解析式和在相平面上的函数关系式不易得到，

这可作为后续有待持续研究的热点问题。 
同时，由于正规战的兰彻斯特方程(2)中的系数考虑的均是常数，如果把这些常系数变为一般函数，

那么方程(2)的解析研究是非常复杂的。此时，通常可以考虑利用 MATLAB 软件的 ode45 函数进行数值

研究，也可以推广到其他类型的兰彻斯特方程中。 
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