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摘  要 

本文研究了在非齐次Dirichlet边界条件下，具有非自治外力的Navier-Stokes-Brinkman-Forchheimer
方程的适定性。通过应用经典的Faedo-Galerkin方法，证明了弱解的存在唯一性。其中运用泛函分析中

的紧性定理等内容处理非线性项与惯性项的收敛问题，进而证明了存在性。利用非线性项的增长条件证

明了弱解的唯一性。 
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Abstract 
This paper investigates the well-posedness of the Navier-Stokes-Brinkman-Forchheimer equations 
with nonhomogeneous Dirichlet boundary conditions, where the external force is non-autonomous. 
By applying the classical Faedo-Galerkin method, we establish the existence and uniqueness of 
weak solutions. Compactness theorems from functional analysis are employed to handle the con-
vergence of nonlinear and inertial terms, thereby proving existence. The uniqueness of weak solu-
tions is proved by utilizing the growth condition of the nonlinear term. 
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1. 引言 

我们在有界光滑区域 3Ω∈ 中研究具有非齐次 Dirichlet 边界条件的非自治 Navier-Stokes-Brinkman-
Forchheimer 方程： 

( )
00

( ) ,

div 0, , ,
t

t

u u u p f u u g

u u u uφ
∂Ω =

∂ + ⋅∇ +∇ + = ∆ +


= = =
                             (1) 

这里 ( )g g t= 是给定的外力，表示作用在流体上的外部体力(如重力等)随时间变化。在振荡外力、周

期性强迫等实际物理系统中，外力往往是时变的，我们假设 g 满足 ( )( )2 2,locg L L∈ Ω ， ( )1 2 3, ,u u u u= 是未

知速度场，标量函数 p是未知压强， ( )f u 是满足如下假设条件的 Forchheimer 非线性项： 

( ) ( ) ( )1 11 3 31. , , 2. 1 ,r rf C u L f u C uκ − −′∈ − ≤ ≤ +                       (2) 

其中C 、 L 和κ 为正常数，增长指数 1r ≥ 。此处及下文 ( )f u′ 表示映射 f 的 Jacobi 矩阵(Fréchet 导数)。 
应用的角度来看，方程(1)可用于描述多孔介质中的流体流动(可参考文献[1]-[4])。大多数多孔介质流

动模型基于 Darcy 定律(见[1])。Darcy 经验流动模型假设多孔介质内流体速度与压力梯度之间存在线性关

系。当流体速度相对较高时，Darcy 定律将不再适用。在这种情况下需要更合适的模型，如 Forchheimer
方程(见[5])： 

( ) , div 0.tu f u p g u∂ + +∇ = =                               (3) 

Forchheimer 方程假设流体速度与压力梯度之间的关系是非线性的。综合考虑粘性力和加速度等因

素，我们将 Darcy-Forchheimer 定律推广到 Brinkman-Forchheimer 方程(见[6])，便可得到 

( ) , div 0,tu u f u p g u∂ −∆ + +∇ = =                            (4) 

该方程在非牛顿流体理论(见[7])和潮汐动力学(见[8])中描述真实物理现象。通过将 Navier-Stokes 方

程中的惯性项引入到 Brinkman-Forchheimer 方程中，我们得到了 Navier-Stokes-Brinkman-Forchheimer 方
程，这正是本文的主要研究对象。该方程能够描述流体速度足够高且孔隙率不太大的流动情形。关于该
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系统的详细表述和局限性，可参考文献[9] [10]。 
带有阻尼项的 Navier-Stokes 方程引起了广泛研究。当 3r < 时，方程(1)与经典 Navier-Stokes 方程类

似；而在临界情形 3r = 下，问题相对简化，文献[11]中已得到大量的特殊结果。当 3r > 时，[12]将 Brinkman-
Forchheimer 方程在有界区域中的结果推广到 Navier-Stokes-Brinkman-Forchheimer 方程，包括弱解的唯一

性和在 2H 中全局吸引子的存在性。当 2 3r< ≤ 时，弱解在 1H 中对 Forchheimer 系数的连续依赖性已被建

立(参见[13])。[14]考虑带有阻尼项 ( )1 0ru uα α− > 的 Navier-Stokes 方程的 Cauchy 问题，证明了当 1r ≥
时，该方程在整个空间 3

 中具有全局弱解；当 7 2r ≥ 时存在全局强解；当 7 2 5r≤ ≤ 时强解是唯一的。

这些结果在[15]中得到了改进。 
在大多数研究中(如文献[12] [16] [17])，多孔介质流动问题通常考虑无滑移边界条件(即 0u

∂Ω
= )，这

对应于固体边界是静止的情形。然而，在实际物理场景中，例如在变形多孔介质、可渗透壁面等情况下

边界可能是非静止的或允许流体穿过边界，此时需要引入非齐次 Dirichlet 边界条件 u φ
∂Ω
= 。即边界 ∂Ω

是固体但非静止，在 ∂Ω上，无滑移边界条件为 u φ= ，其中 ( )xφ φ= 是 ∂Ω的给定速度。我们假设φ不依

赖于时间，且φ是某个函数Φ 在边界 ∂Ω上的迹， 

( )
32 , div 0, d 0,H Sν

∂Ω
Φ∈ Ω Φ   = Φ ⋅ =∫                           (5) 

其中ν 是 ∂Ω上的单位外法向量。方便起见，记 u u= +Φ 。我们将 u视为(1)的解，从而得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

00div 0, 0, .t

u u u u u u p f u g
t

u u u u
∂Ω =

∂
+ ⋅∇ + ⋅∇ Φ + Φ ⋅∇ −∆ +∇ + +Φ = ∆Φ + − Φ ⋅∇ Φ

∂
= = =






           (6) 

其中我们令方程组(6)的第一个等式右端为 g ，通过 Hölder 不等式和 Sobolev 嵌入定理可得 

( )
( )

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

L L

L L L

H L L L

H L H L

g g

g

g

g c
∞

= ∆Φ + − Φ ⋅∇ Φ

≤ ∆Φ + + Φ ⋅∇ Φ

≤ Φ + + Φ ∇Φ

≤ Φ + + Φ ∇Φ < ∞

                         (7) 

其中参数 c 依赖于Ω 和维数。因此 2g L∈ 。在非齐次边界条件转化到齐次边界条件的过程中，我们使用

迹定理，保证边界值φ
∂Ω

= Φ 有足够的正则性，并且要求 2HΦ∈ 。我们反复使用这一条件，首先，在三

维区域 3Ω⊂  上，由 Sobolev 嵌入定理可知 ( ) ( )2H L∞Ω ⊂ Ω ，即存在常数 0c > ，使得 2L Hc∞Φ ≤ Φ 。

其次，在验证 ( )2g L∈ Ω 的过程中，我们需要对Φ 的二阶导数进行控制，这本质上依赖于 2HΦ∈ 以保证

二阶弱导数属于 2L 。此外，本文后续的多个估计(例如 ( ) 2L
Φ⋅∇ Φ 等)也都依赖于Φ 具有二阶导数，从而

能够利用 2H 范数统一控制各阶项。 
在齐次情形下，三线性型 ( ), ,b ⋅ ⋅ ⋅ 满足正交性质 ( ), , 0b u u u = ，从而可有效控制非线性项。当边界条件

非零时，我们需借助辅助函数 ( )
32HΦ Ω  ∈ 将原问题转化为关于 u的齐次边值问题，这一转化导致方程

中出现额外的非线性交叉项，例如在变换后的方程(8)中出现了 ( ),B uΦ 和 ( ),B u Φ 两项，它们分别对应于

( )uΦ⋅∇ 和 ( )u ⋅∇ Φ ，这些项在齐次边界情形下不存在。特别是 ( ),B u Φ 项破坏了经典三线性型的正交性

质，使得在能量估计中无法直接消去，需采用精细的插值不等式(如引理 2.4)进行控制。在 Galerkin 逼近

中，形如 ( ), ,n nb u uΦ 的项(见第 3.1节)需要单独处理。这类项涉及Φ 的二阶导数，因此要求Φ 属于 ( )2H Ω 。

Forchheimer 非线性项 f 依赖于 u +Φ，我们结合 2HΦ∈ 这一条件，通过 Hölder 不等式和 Young 不等式

精细估计 ( )nf u +Φ 与 nu 的内积，从而导出一致有界性。交叉项的处理依赖于 ( )2HΦ∈ Ω 。该假设保证了

Φ 不仅具有迹意义下的边界值，还能通过 Sobolev 嵌入获得 L∞有界性。 
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本文在非齐次 Dirichlet 边界条件下，通过引入 2H 正则的辅助函数Φ ，并针对交叉项发展了一套系

统的估计方法，成功克服了非齐次边界带来的额外非线性耦合与高阶正则性需求，从而将经典的齐次边

界结果推广至更符合实际物理场景的非齐次情形。我们研究方程组(6)，也就是 Navier-Stokes-Brinkman-
Forchheimer 方程(1)的弱解的存在性和唯一性，这为后续研究方程的长时间动力学行为奠定了理论基础。 

2. 预备知识 

2.1. 函数空间与基本概念 

我们首先介绍函数空间。将空间 H 、V 和 *V 定义为： 

( ){ }32 : 0 ,H u L u  = ∈ Ω ∇⋅ =  

( ){ }31
0 : 0 ,V u H u  = ∈ Ω ∇⋅ =  

( ){ }3* 1 : 0 ,V u H u− = ∈ Ω ∇⋅ =   

其中 *V 是V 的对偶空间。在V 中赋予如下内积： 

( )( )
1

, , ,
n

j j j

u vu v
x x=

 ∂ ∂
=   ∂ ∂ 
∑  

和范数： 

( ) ( )( )1
0

1 2
, .Hu u u

Ω
=  

定义 2.1 定义双线性型： 

( ) ( )( )
1

, , d .
n

j j j

u va u v u v x
x xΩ

=

∂ ∂
= =

∂ ∂∑∫  

与双线性形式 ( )( ),u v 相关的线性算子 *:A V V= −∆ → ，对 v V∀ ∈ 都有： 

( )( ) ( ), , , .Au v u v a u v= =  

定义 2.2 通过以下公式定义三线性型 ( ), ,b ⋅ ⋅ ⋅ ： 

( )
, 1

, , d .
n

j
i j

i j i

v
b u v w u w x

xΩ
=

∂
=

∂∑ ∫  

与 ( ), ,b u v w 相关的双线性算子 ( ) *, :B u v V V V× → 定义为： 

( ) ( ), , , , ,B u v w b u v w=  

对 w V∀ ∈ 成立。 
我们列出在后续研究中所用到的三线性型的相关性质。 
引理 2.3 如果 3n = ，则对于 u H∈ ， ,v w V∈ ，有 

( ) ( ), , , , ,b u v w b u w v= −  

由此得到正交关系 ( ), , 0b u v v = 。 
引理 2.4 如果 , ,u v w V∈ 并且 3n = ，则 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 1
0 0 0

1 4 3 4 1 4 3 4, , ,L H H L Hb u v w k u u v w w
Ω Ω Ω Ω Ω

≤  

其中 k 为某一常数。除此之外，如果 u V∈ ， ( )v D A∈ ， w H∈ ， 3n = ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2
0

1 2 1 2 ,, , H L L Lb u v w k u v Av w
Ω Ω Ω Ω

≤  

其中 k 为某一常数。 
下面，我们介绍投影算子 nP 和它的一些性质。 
引理 2.5 如果 X 为 H ，V ，或者为 *V ，则 n XXP u u≤ 且 nP u u→ 在 X 中成立，其中

Xu 表示 u 在

空间 X 中的范数。投影算子 nP 将 X 中的元素投影到由前 n 个特征函数张成的空间上，即 

( )
1

, ,
n

n j j
j

P u u w w
=

= ∑  

其中{ }jw 是空间 X 的一组标准正交基。 
本文考虑方程的弱解。方程(1)的弱解定义如下： 
定义 2.6 (弱解)称函数 u 为(1)的弱解，若对任意满足 ( )0Cψ ∞

+∈ ×Ω 和 ( )div 0tψ = 的测试函数ψ ，都

有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

, d , , d , d

, d , d .

tu t t t b u t u t t t f u t t t

u t t t g t t

ψ ψ ψ

ψ ψ

− ∂ + +

= − ∇ ∇ +

∫ ∫ ∫
∫ ∫
  

 

 

格朗沃尔(Gronwall)不等式的具体内容如下： 
定义 2.7 (Gronwall 不等式)设 ( )η ⋅ 是 [ ]0,T 上的一个非负、绝对连续函数，且对几乎处处的 t 满足微

分不等式 

( ) ( ) ( ) ( ) ,t t t tη φ η ψ′ ≤ +  

其中 ( )tφ 和 ( )tψ 在 [ ]0,T 上是非负可数函数，则有 

( ) ( ) ( ) ( )0 d

0
e 0 d ,

t ts st s sφη η ψ∫  ≤ +  ∫  

对所有的 0 t T≤ ≤ 成立。 

2.2. 常用泛函分析定理 

现在，我们回顾将在后续讨论中用到的泛函分析中的定理和引理，可参考文献[18]。 
引理 2.8 (Alaoglu 弱∗紧性)设 X 是一个可分 Banach 空间，{ }nf 是 *X 中的有界序列。则{ }nf 存在一

个弱 ∗收敛的子列。 
引理 2.9 (自反弱紧性)设 X 是一个自反 Banach 空间，{ }nx 是 X 中的有界序列。则{ }nx 存在一个子

列在 X 中弱收敛。 
引理 2.10 (紧性定理)设 X H Y⊂⊂ ⊂ 是 Banach 空间，其中 X 自反。假设{ }nu 是 ( )2 0, ;L T X 中一致有

界的序列，且 d dnu t 对某个 1p > 在 (0, ; )pL T Y 中一致有界。则存在一个子列在 ( )2 0, ;L T H 中强收敛。 
引理 2.11 设 是 m

 中的有界开集，{ }jg 是 ( )pL  中的函数列且 jg g→ 几乎处处成立，则在 ( )pL 
中有 jg g 。 

引理 2.12 若在 ( )pL Ω 中有 ju u→ ，则存在一个子列在Ω 中几乎处处逐点收敛到 u 。 

3. Faedo-Galerkin 逼近 

在本节中，我们通过 Galerkin 逼近方法得到问题(1)的弱解的存在性。 
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3.1. 存在性 

存在一列特征值 jλ ，满足 1 20 jλ λ λ< ≤ ≤ ≤ →∞ ，以及一族属于 ( )D A 的元素 jw ，它们在 H 中构

成标准正交系，且使得对 j∀ ，有 j j jAw wλ= 。 
将方程组(6)的第一个方程与函数 v V∈ 作内积，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , .u v Au v B u u v B u v B u v f u v g v
t

∂  + + + Φ + Φ + +Φ = ∂ 
 

进而有 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,u Au B u u B u B u f u g
t

∂
+ + + Φ + Φ + +Φ =

∂
                     (8) 

其中由(7)可知 ( )2g L∈ Ω 。我们考察通过仅保留前 n 个傅里叶模态而得到的有限维方程，即 n 维 Galerkin

近似。设 ( ) ( )( )
1 1

,
n n

n nj j j j
j j

u u t w u t w w
= =

= =∑ ∑ ，则 nu 满足的方程为： 

( ) ( ) ( ) ( )d , , , ,
d

n
n n n n n n n n n n n

u Au P B u u P B u P B u P f u P g
t
+ + + Φ + Φ + +Φ =              (9) 

其中 nP 的具体定义见引理 2.5。 
我们将方程(9)乘以 nu 并积分，利用引理 2.3 和投影算子 nP 的性质，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1
0

2 21 d , , , , .
2 d n n n n n n n nL Hu u P g u b u u f u u

t Ω Ω
+ = − Φ − +Φ  

运用 Young 不等式和 Sobolev 嵌入，得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

11 1 1
0 0

2 1
0

22

22

1 1,
2 2

1 .
2 2

n n n n nHH H H

nL H

P g u P g u g u

c g u

−− ΩΩ Ω Ω

Ω Ω

≤ ≤ +

≤ +
 

由于 ( )2HΦ∈ Ω 且 ( )1
0nu H∈ Ω ，运用引理 2.4 及 Young 不等式，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 22 2
0

2 21 2
0

1 1
2 2

2 2
1 2

, ,

,

n n n nH LL L

n nL HH L

b u u k u u

c u c u

Ω ΩΩ Ω

Ω ΩΩ Ω

− Φ ≤ Φ ∆Φ

≤ Φ + Φ
 

其中引入参数 0ε > ，取 ( )21 2 Lc ε= Φ ， ( )2
2

2 2Lc k ε= Φ 。根据假设(2)，我们得到 

( )( ) ( ), d d d .r r r
n n n n n n nf u u k u u L x L k u u x k u x

Ω Ω Ω
− +Φ ≤ − +Φ − ≤ Ω − + Φ∫ ∫ ∫  

假设
1d dr r

n n nk u u x k u x+

Ω Ω
− ≤ −∫ ∫ 。利用 Hölder 不等式和 Young 不等式，还可以得到 

( ) ( )2 2
22 1d .

2 2r
r r

n nL L

kk u x u
Ω ΩΩ

Φ ≤ Φ +∫  

由于 ( )2HΦ∈ Ω ，根据 Sobolev 嵌入定理，得到 ( ) ( )2
2 2

r
r r

L L∞Ω Ω
Φ ≤ Φ < ∞，因此，我们得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

22 1 1
0

2 2 22

2 2 1
1

2 2 2
2

1 d 1
2 d 2

1 .
2 2 2

r

r

r
n n nLL H L

r
nH L LL

u c u k u
t

c kc u g L

+
+

ΩΩ Ω

Ω Ω ΩΩ

 + − Φ + 
 

 ≤ Φ + + + Ω + Φ 
 

                   (10) 
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其中选取适当的常数 1c ，使得 ( )21
1 0
2 Lc

Ω
− Φ ≥ (等价于 1ε ≤ )。利用庞加莱不等式，得到 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2 22 1 2

2 2

2 1 2
2 3 1

2 2

d 2 2 1 1 2
d

2 ,

r

r

r
n n nH LL L L

r
L L

u k u c c c u
t

c g L k

+
+

Ω ΩΩ Ω

Ω Ω

 + ≤ Φ + − − Φ  

+ + Ω + Φ
 

其中我们令 ( ) ( )( )2 22 3 1: 2 1 1 2H Lc c cα
Ω Ω

= Φ + − − Φ 且 ( ) ( )2 2
2 2: 2 r

r
L Lc g L kβ

Ω Ω
= + Ω + Φ ，选取常数 3c 大于等

于庞加莱常数，且满足 ( ) ( )2 2
22

3 31 4L Hk c cΦ Φ < − ，则当 

( ) ( )3 3

3 3

1 1
, ,

2 2
c c

c c
ε

 − − ∆ − + ∆
 ∈
  

 

其中 ( ) 2 2
2 2

3 31 4 L Hc c k∆ = − − Φ Φ ，此时 0α ≤ 。应用 Gronwall 不等式，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2
0 e 1 e .t t

n nL L
u t u α αβ

αΩ Ω
≤ − −                         (11) 

通过对(11)两边在 0 到T 上积分，得 

( ) ( )
( ) ( ) ( )2

2

2
02 1 1

20
d e e .

T L T T
n L

u
u t t Tα αβ β

α α α
Ω − −

Ω
≤ − +∫  

在(10)两边对 0 到T 积分，我们可以得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 1 1
0

2

22

2 2

2 2 1
1 0 0

2
02 1 1

2 2

2 2

1 1 d d
2 2

1 10 e e
2 2

2 2
.

r

r

T T r
n n nLL H L

L T T
n HL

r
L L

u T c u t t k u t t

u
u c T

c kg L T

M

α αβ β
α α α

+

+

Ω − −

Ω Ω

 + − Φ + 
 

 
  ≤ + Φ + − +   

 
 + + Ω + Φ 
 

≤

∫ ∫

 

其中，根据引理 2.5 知 ( ) ( ) ( ) ( )2 22 0 00n n L LL
u P u u

Ω ΩΩ
= ≤ 且 M 的定义如下： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

22

2 2

2
02 1 1

0 2 2

2 2

1 1 e e
2 2

.
2 2 r

L T T
HL

r
L L

u
M u c T

c kg L T

α αβ β
α α α

Ω − −

Ω Ω

 
  = + Φ + − +   

 
 + + Ω + Φ 
 

 

M 对于有界初值集合 (在 ( )2L Ω 中 )和有界时间区间是一致的。因此 nu 在 ( )( )20, ;L T L∞ Ω 、

( )( )2 1
00, ;L T H Ω 和 ( )( )1 10, ;r rL T L+ + Ω 中是一致有界的。 

根据假设(2)，我们有 

( ) ( )( ) ( )
( )

1 1 1 1

1 11 1

0, ; 0

1 1

0

1 d d

1 d d .

r r

rTr r
n nL T L

T r r
n

f u C u x t

C u x t

+ +

++

Ω Ω

+ +

Ω

+Φ ≤ + +Φ

≤ + + Φ

∫ ∫

∫ ∫
 

故 ( )nf u +Φ 在 ( )( )1 1 1 10, ;r rL T L+ + Ω 中是一致有界的。 
最后，注意到 ( )( )2 10, ;L T H − Ω 和 ( )( )1 1 1 10, ;r rL T L+ + Ω 都连续嵌入到 ( )( )1 1 0, ;r sL T H+ − Ω 中，其中选取
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s 使得 ( )0
sv H∈ Ω 蕴含 ( )1 rv L +∈ Ω ，于是若 ( )1 1 ru L +∈ Ω  ( ( )1 rL + Ω 的对偶空间)，则 ( )su H −∈ Ω  ( ( )0

sH Ω

的对偶空间)，从而 ( ) ( )1 1 r sL H+ −Ω ⊂ Ω ，并且 1s ≥ ，故 ( ) ( )1 sH H− −Ω ⊂ Ω 。 
由(9)可得 

( ) ( ) ( ) ( )d , , , .
d

n
n n n n n n n n n n n

u Au P B u u P B u P B u P f u P g
t
= − − − Φ − Φ − +Φ +  

我们证明右端每一项在 ( )( )2 0, ; sL T H − Ω 中是一致有界的。已知 nP 是一个投影算子，故 ( )n nP f u +Φ

在 ( )( )1 1 1 10, ;r rL T L+ + Ω 中一致有界； nu 在 ( )( )2 1
00, ;L T H Ω 中一致有界且 A 是从 ( )1

0H Ω 到 ( )1H − Ω 的有界

线性映射，所以 nAu 在 ( )( )2 10, ;L T H − Ω 中一致有界。显然， nP g 在 ( )( )2 10, ;L T H − Ω 中也是有界的。接下

来，我们仅需分析剩下的三项。由引理 2.4 可知 ( ) ( ) ( ) ( )2 11
1 2 3 2, L HH

B u u k u u− Ω ΩΩ
≤ ，根据引理 2.5，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( )1 1, ,n H H
P B u v B u v− −Ω Ω

≤ ，运用插值不等式得到 

( )
( )

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

4 1
13

2 1

2 12 0

4 4
3 3

0
0, ;

2
23

0
2

23
0, ;0, ;

, , d

d

.

T
n n n n n H

L T H

T
n nL H

n n L T HL T L

P B u u B u s u s s

k u s u s s

k u u

−
−

∞

≤

≤

≤

∫

∫  

因此 ( ),n n nP B u u 在 ( )( )4 3 10, ;L T H − Ω 中(关于 n )一致有界。类似地， ( ),n nP B u Φ 在 ( )( )14 3 0, ;L T H − Ω

中一致有界： 

( )
( )

( )( )

( ) ( )

4 1
13

2 12 0

4 4
3 3

0
0, ;

2
23

0, ;0, ;

, , d

.

T
n n n H

L T H

n L T HL T L

P B u B u s s

k u

−
−

∞

Φ ≤ Φ

≤ Φ

∫
 

我们还有 ( ),n n nP B u u 在 ( )( )4 3 10, ;L T H − Ω 中(关于 n )一致有界： 

( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )2 14 21 013

4 24
23 33

0, ;0, ;0
0, ;

, , d .
T

n n n n L T HL T LH
L T H

P B u s B u s s k u∞−
−

Φ ≤ Φ ≤ Φ∫  

从而得到 d dnu t 在 ( )( )1 1 0, ;r sL T H+ − Ω 中是一致有界的。 
应用引理 2.9 提取一个弱收敛子列，记作 nu ，满足在 ( )( )2 1

00, ;L T H Ω 中 nu u ，在 ( )( )1 1 1 10, ;r rL T L+ + Ω

中 nu u ，在 ( )( )1 1 1 10, ;r rL T L+ + Ω 中 ( )nf u χ+Φ  。应用紧性定理(见引理 2.10)确保存在子列{ }nu  (重
新标记后)在 ( )( )2 20, ;L T L Ω 中强收敛于 u 。 

对于 ( )( )1 1 1 10, ;r rL T Lφ + +∀ ∈ Ω ，我们有 

( )( ) ( )( ) ( )
0 0 0

d d d d d d ,
T T T

n n n n nP f u x t f u x t Q f u x tχ φ χ φ φ
Ω Ω Ω

+Φ − = +Φ − − +Φ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫   

其中 nnQ I P= − ，该等式最右端的第一项趋于 0。注意到形如 ( )
1

n

j j
j

tφ α φ
=

= ∑ (其中 ( )1 1 0,r
j L Tα +∈ ，

( )j cCφ ∞∈ Ω )的函数在空间 ( )( )1 1 1 10, ;r rL T L+ + Ω 中是稠密的，并且对于这样的函数有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

1 1
d d d d d d .

n nT T T
n n n n j j n j n j

j j
Q f u x t Q f u t x t f u t Q x tφ α φ α φ

Ω Ω Ω
= =

= =∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫    
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当 n →∞ 时 有 ( )
1

,
n

n j j j j j
j

P w wφ φ φ
=

= →∑ ， 从 而 在 ( )1 rL + Ω 中 对 每 个 j 都 有 0n jQ φ → 。 故 在

( )( )1 1 1 10, ;r rL T L+ + Ω 中有 ( )n nP f u +Φ 在由此我们得到了 ( )n nP f u 弱 ∗收敛到 χ 。 

实际上 ( )f uχ = +Φ 。由于 nu 在 ( )( )2 20, ;L T L Ω 中收敛于 u  (注意 ( ) ( )( )2 2 2: 0, ;TL L T LΩ = Ω )，引理

2.12 保证了存在子列
jnu ，使得 ( ) ( ), ,

jnu x t u x t→ 对几乎处处的 ( ), Tx t ∈Ω 成立。利用 f 的连续性，可得

( )( ) ( )( ), ,
jnf u x t f u x t→ 对几乎处处的 ( ), Tx t ∈Ω 成立，从而 ( )( ) ( )( ), ,

jnf u x t f u x t+Φ → +Φ 对几乎处处

的 ( ), Tx t ∈Ω 成立。结合 ( )jnf u +Φ 在 ( )( )1 1 1 10, ;r rL T L+ + Ω 中的有界性，应用引理 2.11 推出在 

( )( )1 1 1 10, ;r rL T L+ + Ω 中 ( ) ( )
jnf u f u+Φ +Φ 。根据弱极限的唯一性，即得。 

接下来，证明在 ( )( )14 3 0, ;L T H − Ω 中 ( ),n n nP B u u 弱 ∗收敛于 ( ),B u u 。若 ( )( )4 1
00, ;w L T H∈ Ω ，利用定

义 2.2 和引理 2.3，得到 

( ) ( ) ( )( )
0 0

, 1
, , d d d .

nT T
n n n i j ni j

i j
b u u w t u D w u x t

Ω
=

= −∑∫ ∫ ∫  

我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, 1
, , , , d d d .

nT T
n i i j jin n i j j n ni

i j
j

b u u w b u u w t u D w u u u xu tu D w
Ω

=

 − = − − −  + ∑∫ ∫ ∫  

因此我们需要考虑如下形式的表达式 

( )
0

d d ,
T

n n nE v v wv x t
Ω

= −∫ ∫  

其中在 ( )( )2 20, ;L T L Ω 中 nv v→ ， ( )( )4 1
00, ;w L T H∈ Ω ，且 nv 在 ( )( )20, ;L T L∞ Ω 中一致有界。利用 Hölder

不等式，我们有 

( )( ) ( )( ) ( )( )2 22 2 20, ;0, ; 0, ; ,n nL T LL T L L T Lwv w v ∞ΩΩ Ω
≤ < ∞                         (12) 

其中根据 Sobolev 嵌入定理，我们知道 4 2L L⊂ 且 1 2
0H L⊂ ，故 ( )( )2 20, ;w L T L∈ Ω 。利用两次 Hölder 

不等式，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 11 1
2 2 2 22 22 2

0 0 0
d d d d d .

T T T
n n n n nL LE v v x wv x t v v t wv t

Ω Ω
≤ − ≤ −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

结合(12)及在 ( )( )2 20, ;L T L Ω 中 nv v→ 成立，得 0nE → 。因此 ( ),n nB u u 在 ( )( )14 3 0, ;L T H − Ω 中弱 ∗收

敛于 ( ),B u u 。 
对于 ( )( )4 1

00, ;L T Hψ ∈ Ω ，我们有 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0

, , , d

, , , d , , , d .

T
n n n

T T
n n n n n n n

P B u u B u u t

P B u u B u u t B u u B u u t

ψ

ψ ψ

−

= − + −

∫

∫ ∫
 

将上式右端第一项改写为 ( )
0

, , d
T

n n nB u u Q tψ∫ ，其中 :n nQ P I= − 。形如 ( )
1

k

j j
j

tψ ψ α
=

=∑ (其中 ( )1
0j Hψ ∈ Ω ，

( )1 0, ;j C Tα ∈  )的函数在 ( )( )4 1
00, ;L T H Ω 中稠密，我们考虑 

( ) ( )
0

1
, , d .

kT
n n n j j

j
B u u Q t tψ α

=
∑∫  
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在 ( )1
0H Ω 中，当 n →∞时 n j jPψ ψ→ 且 ( ) 0n j n jQ P Iψ ψ= − → ，因此 ( )

0
, , d 0

T
n n nB u u Q tψ →∫ ，这表

明 ( ),n n nP B u u 在 ( )( )14 3 0, ;L T H − Ω 中弱∗收敛于 ( ),B u u 。 
若 ( )( )4 1

00, ;w L T H∈ Ω ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, 1
, , , , d d d .

nT T
n i i j n jj

i j
b u w b u w t D w u u x t

Ω
=

 Φ − Φ = − Φ − ∑∫ ∫ ∫  

考虑表达式： ( )
0

d d
T

n nE v v w x t
Ω

= − Φ∫ ∫ ，其中 nv v→ 在 ( )( )2 20, ;L T L Ω 中成立，即当 n →∞时，有 

( )( )2 20, ; 0n L T Lv v
Ω

− → 。由 Hölder 不等式，得到 

( ) ( ) ( ) ( )22

1 11 1
2 22 22 22 2

0 0 0
d d d d d ,

T T T
n n n LLE v v x w x t v v t w t

Ω Ω
≤ − Φ ≤ − Φ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

结合 Hölder 不等式和 Sobolev 嵌入定理，可得 

2 2 2 2L L L L Hw w c w∞Φ ≤ Φ ≤ Φ < ∞  

因此可得当 n →∞时， 0nE → ，进而得到 ( ), nB uΦ 在 ( )( )14 3 0, ;L T H − Ω 中弱 ∗收敛于 ( ),B uΦ 。通过

类似的推导，可得 ( ),nB u Φ 在 ( )( )14 3 0, ;L T H − Ω 中弱 ∗收敛于 ( , )B u Φ 。 
对于任意 ( )( )4 1

00, ;L T Hψ ∈ Ω ，得到 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0

0

, , , d

, , , , , , d ,

T
n n

T
n n n n

P B u B u t

P B u B u B u B u t

ψ

ψ ψ

Φ − Φ

= Φ − Φ + Φ − Φ

∫

∫
                  (13) 

我们将上式右端的第一项写作 ( )
0

, , d
T

n nB u Q tψΦ∫ ，由于形如 ( )
1

k

j j
j

tψ ψ α
=

=∑ (其中 ( )1
0j Hψ ∈ Ω ，

[ ]( )1 0, ,j C Tα ∈  )的函数在 ( )( )4 1
00, ;L T H Ω 中稠密，我们可以考虑 

( ) ( )
0

1
, , d ,

kT
n n j j

j
B u Q t tψ α

=

Φ ∑∫  

在 ( )1
0H Ω 中当 n →∞时有 n j jPψ ψ→ 成立(见引理 2.5)，故 0n jQψ → 。于是当 n →∞时，(13)右端的

第一项也趋于 0。因此，当 n →∞时， ( ),n nP B uΦ 在 ( )( )14 3 0, ;L T H − Ω 中弱 ∗收敛于 ( ),B uΦ 。类似地，

当 n →∞时， ( ),n nP B u Φ 在空间 ( )( )14 3 0, ;L T H − Ω 中弱 ∗收敛于 ( , )B u Φ 。 
已知 A 是从 ( )1

0H Ω 到 ( )1H − Ω 的有界线性算子且当 n →∞时， nu 在 ( )( )2 10, ;L T H − Ω 中弱收敛于 u ，

对 ( )( )2 1
00, ;L T Hψ∀ ∈ Ω ，有 

0 0 0 0
, d , d , d , d .

T T T T
n nAu t u A t u A t Au tψ ψ ψ ψ= → =∫ ∫ ∫ ∫  

因此，当 n →∞时， nAu 在 ( )( )2 10, ;L T H − Ω 中弱 ∗收敛于 Au 。 

形如 ( )
1

n

j j
j

tψ ψ α
=

=∑ 的函数(其中 ( )1
0j Hψ ∈ Ω ， ( )2 0, ;j L Tα ∈  )在 ( )( )2 1

00, ;L T H Ω 中稠密。对于这样

的ψ ，有 

( ) ( ) ( )
0 0 0

1
, d , d , d .

kT T T
n n n j j

j
P g t t g P t t g P t tψ ψ ψ α

=

= = ∑∫ ∫ ∫  

当 n →∞时在 ( )1
0H Ω 中对每个 j 有 n j jPψ ψ→  (见引理 2.5)，故上式收敛到 

( ) ( )
0 0

1
, d , d .

kT T
j

j
g t t t g tψ α ψ

=

=∑∫ ∫  
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这表明当 n →∞时， nP g 在 ( )( )2 10, ;L T H − Ω 中弱 ∗收敛到 g 。 
由于 d dnu t 在 ( )( )1 1 0, ;r sL T H+ − Ω 中一致有界，应用引理 2.8 提取一个弱 ∗收敛的子列，使得当 n →∞

时，在 ( )( )1 1 0, ;r sL T H+ − Ω 中 d dnu t 弱 ∗收敛于 u。故对任意的 ( )( ) ( )( )2 1 1 1
00, ; 0, ;r rL T H L T Lψ + +∈ Ω ∩ Ω 有 

( ) ( )
0 0

d , d , d .
d

T Tnu t t u t t
t
ψ ψ→∫ ∫   

现在，若 ( ) ( )( )1
00, ;ct C T Hψ ∞∈ Ω ，已知当 n →∞时，在 ( )( )1 10, ;r rL T L+ + Ω 中 nu u 且 

( )( ) ( )( )1 2 1
0 0d d 0, ; 0, ;n cu t C T H L T H∞∈ Ω ⊂ Ω ，通过分部积分得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

d dd , d , d , d .
d d d

T T Tn
n

t tu t t u t t u t t
t t t

ψ ψ
ψ = − → −∫ ∫ ∫  

进而得到 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

d
, d , d ,

d
T T t

u t t t u t t
t

ψ
ψ = −∫ ∫  

对所有 ( )( )1
00, ;cC T Hψ ∞∈ Ω 成立，因此 d du u t=  (弱时间导数)，于是当 n →∞时，在 ( )( )1 0, ;r sL T H+ − Ω

中有 d dnu t 弱∗收敛到d du t 。 
空间 ( )( )2 10, ;L T H − Ω 和 ( )( )1 1/ 1 10, ;r rL T L+ + Ω 都连续嵌入到 ( )( )1 1 0, ;r sL T H+ − Ω 中。因此，所有项都在

( )( ) ( )( )2 1 1 1
00, ; 0, ;r rL T H L T L+ +Ω ∩ Ω 的对偶空间中收敛，该对偶空间为 

( )( ) ( )( )2 1 1 1 1 10, ; 0, ;r rL T H L T L− + +Ω + Ω ，结合上述讨论，在这个空间中 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,u Au B u u B u B u f u g
t

∂
+ + + Φ + Φ + +Φ =

∂
                    (14) 

作为等式成立。 
选取某个满足 ( ) 0Tψ = 的 ( )( ) ( )( )1 1 1 1

00, ; 0, ;r rC T H L T Lψ + +∈ Ω ∩ Ω ，注意到 

( )( ) ( )( )2 1 1 1
00, ; 0, ;r rL T H L T Lψ + +∈ Ω ∩ Ω ，因此将方程(14)与ψ 作内积，可得 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,u Au B u u B u B u f u g
t
ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ∂  + + + Φ + Φ + +Φ = ∂ 

 

对时间在 [ ]0,T 上进行积分，通过分部积分得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
0

0

, , , , , , , , , d

, d 0 , 0 .

T

T

u a u b u u b u b u f u s

g s u

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

′− + + + Φ + Φ + +Φ

= +

∫

∫
 

在伽辽金近似中进行同样的操作，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
0

0

, , , , , , , , , d

, d 0 , 0 .

T
n n n n n n n

T
n

u a u b u u b u b u f u s

g s u

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

′− + + + Φ + Φ + +Φ

= +

∫

∫
        (15) 

由于我们的整个论证依赖于证明(15)中各项的收敛性，并且当 n →∞时， 0 0(0)n nu P u u= → ，故在(15)
中令 n →∞取极限，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
0

00

, , , , , , , , , d

, d , 0 ,

T

T

u a u b u u b u b u f u s

g s u

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

′− + + + Φ + Φ + +Φ

= +

∫

∫
 

因此 ( ) 00u u= 。这便证明了问题(6)的弱解的存在性。 
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3.2. 唯一性 

最后我们证明 Navier-Stokes-Brinkman-Forchheimer 方程弱解的唯一性。 
引理 3.1 设非线性项 f 满足(1)且 2g L∈ 。则对任意 0u H∈ ，问题(1)存在唯一的弱解 u 。 
证明：为了证明唯一性，我们考虑(8)的两个解 u 和 v ，并令 :w u v= − ，则 w 满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , 0.w Aw B w u B v w B w B w f u f v
t

∂
+ + + + Φ + Φ + +Φ − +Φ =

∂
 

将该方程与 w 作内积，利用 b 的正交性质(见引理 2.3)，得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1
0

2 21 d , , , , , 0,
2 d L Hw w b w u w b w w f u f v w

t
+ + + Φ + +Φ − +Φ =  

(2)的第二个条件意味着对 3,uξ∀ ∈ 有 

( ) ( ) ( )1 2 1 21 ,r ru L f u C uκ ξ ξ ξ ξ− −′− ≤ ⋅ ≤ +  

故 

( ) ( )( ) ( ) 1 2 2, 1 d d ,
r

f u f v w u v w x L w xκ θ θ
−

Ω Ω
+Φ − +Φ ≥ + − +Φ −∫ ∫  

利用引理 2.4，有 ( ) 2 1 1
0 0

1 2 3 2, , L H Hb w u w k w w u≤ 且 ( ) 2 1 1
0 0

1 2 3 2, , L H Hb w w k w wΦ ≤ Φ ，因此得到 

( )2 1
0

1 1 22 1 2 1
0 00 0

1 21
00

12 2 2

1 3 1 3
22 2 2 2

4
2 23

1 d 1 d
2 d

3 3 .
4 4 4

r

L H

H H LL H L H

H LH

w w u v w x
t

k w w u k w w L w

k c k cu w L w

κ θ θ
−

Ω
+ + + − +Φ

≤ + Φ +

  + ≤ + + +       

∫

 

化简这个不等式，可得 

( )2 1 2
0

12 2 2 2d 1 d ,
d

r

L H Lw w u v w x w
t

ξ κ θ θ η
−

Ω
+ + + − +Φ ≤∫  

其中 1
0

4 33 32
2 2H

k cuξ = − − ， 2
2

c Lκη +
= + ，κ 和 L 与假设(2)中的相同，选取适当的常数 c使得 0ξ ≥ 。利用

Gronwall 不等式可以得到 

( ) ( ) 0
2 2

2 2 d0 e .
t s

L L
w t w η∫≤  

因此，若 ( )0 0w = ，则对所有 0t ≥ 有 ( ) 0w t = ，即对所有 0t ≥ 有 ( ) ( )u t v t= ，从而得到解的唯一性。 

4. 总结 

本文研究了在非齐次 Dirichlet 边界条件下，具有非自治外力的三维 Navier-Stokes-Brinkman-
Forchheimer 方程的适定性问题。通过引入辅助函数将边界条件齐次化，采用 Faedo-Galerkin 逼近方法构

造近似解序列，并利用能量估计和紧性定理证明了弱解的存在性。在唯一性证明中，结合非线性项的增

长条件与 Gronwall 不等式，得到了解的唯一性结论。本研究将经典的零边界结果推广至非齐次情形，为

后续探讨系统的长时间动力学行为提供了理论基础。 
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