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摘  要 

本文研究线性空间中的集优化问题，其中解的概念由下集序关系定义。在不依赖拓扑结构的前提下，从

代数意义的收敛性、紧致性与开集性出发，借助这些概念以及Painlevé-Kuratowski收敛性，获得了近似

弱极小解的稳定性结果。 
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Abstract 
This paper investigates set optimization problems in linear spaces, where the concept of solutions 
is defined via the set less order relation. Without relying on a topological structure, by using alge-
braic notions of convergence, compactness, and openness, together with Painlevé-Kuratowski con-
vergence, stability results for approximate weak minimal solutions are established. 
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1. 绪论 

自 Kuroiwa [1]首先引入了以集合整体为单位的集序关系的概念并得到相关性质后，集优化问题的研

究引起了很多学者的兴趣，而关于集优化问题近似解的稳定性亦是集优化研究的核心课题之一。一些实

用的集优化模型定义于无拓扑结构的实线性空间中[2]，且即使序锥的拓扑内部为空，其代数内部仍可能

非空，这使得基于代数框架对此类问题的研究具有重要意义。 
受此启发，本文在非可度量的线性拓扑空间中探讨集优化问题。我们通过代数意义下定义收敛性、

紧致性与开集性，结合 Painlevé-Kuratowski 收敛性，我们证明了近似弱极小解的稳定性，为相关问题的

后续研究与应用提供了重要的理论支撑。 

2. 预备知识 

在本篇论文中，若无特殊说明，我们设 X 为实赋范线性空间，Y 为实线性空间。 X 和Y 上所有非空

子集族分别记为 ( )X 与 ( )Y 。对任意集合 ( )A Y∈ ， A 的代数内部(记为 coreA )与向量闭包(记为

vclA ) [3]，分别定义为 

[ ]{ }core : : , 0, 0, ,A a A h Y a h Aλ δ λ δ= ∈ ∀ ∈ ∃ > ∀ ∈ + ∈  

与 

] ]{ }vcl : : , 0, 0, , .A a A h Y a h Aλ δ λ δ= ∈ ∃ ∈ ∀ > ∃ ∈ + ∈  

对集合 ( )A Y∈ 。若 vclA A= ，则称 A 为代数闭的；若 coreA A= ，则称 A 为代数开的；若 

( ) { }0A A∩ − = ，则称 A 是尖的；若满足 
 , ,,  a A a Aλ λ +∈ ∀ ∈ ∀ ∈  

则称 A 是Y 中的锥。若 A 满足 

( ) [ ]1 2 1 21 ,  , ,  0,1 ,a a A a a Aλ λ λ+ − ∈ ∀ ∈ ∈  

则称 A 为Y 中的凸集。显然， A 为凸锥当且仅当对任意 1 2,a a A∈ ， 1 2,λ λ +∈ 有 

1 1 2 2 .a a Aλ λ+ ∈  

设 K 是Y 中的一个代数闭，尖，凸锥，且满足 core .K ≠ ∅  
设 ( ),A B Y∈ ，我们记 { }: : ,A B a b a A b B+ = + ∈ ∈ ， { }: : ,A B a b a A b B− = − ∈ ∈ ， 

{ }\ : :A B x x A x B= ∈ ∉且 。 
设 :F X Y 为集值映射，其图记为 graphF ，定义为 

( ) ( ){ }graph : , : .F x y X Y y F x= ∈ × ∈  

下集序关系( l
c )和弱下集序关系( l

C )分别定义为 

  l
CA B B A C⇔ ⊆ +  

和 

core .l
CA B B A C⇔ ⊆ +  
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定义 1 [4] 设 ( )A Y∈  
(a) A 称为平衡集：如果对任意 a A∈ ，任意 [ ]1,1λ∈ − ，我们有 a Aλ ∈ ； 
(b) A 称为吸收集：如果对任意 y Y∈ ，存在 0λ′ > ，任意 [ ]0,λ λ′∈ ，我们有 y Aλ ∈ 。 

( )0U 表示Y 中所有凸的，平衡吸收集所构成的集合。 
定义 2 [4] 设 0y Y∈ ，序列{ }ny Y⊆ 。若对任意 ( )0U U∈ ，存在正整数 0N +∈ ，使得当 0n N> 时，

有 0ny y U∈ + ，则称序列{ }ny  I-收敛于 0y ，记作 i
0ny y→ 。 

注记 1  
(a) 对于上述给定的 0N 与U ，考虑子列的下标 .kn 由于 0kn k N≥ > ，故有 0kny y U∈ + 。因此，I-收敛

序列必有 I-收敛子列。 
(b) 由于U 是凸集，且同时为平衡集与吸收集。若 i

0ny y→ ，则对任意实数 0λ ≥ ，易证 i
0.ny yλ λ→  

(c) 对任意 y Y∈ 及正数α ，当 0α → 时，由U 的吸收性质，易得 i 0yα → 。 
下面将考虑经典的集合序列收敛性概念。 
定义 3 [4] 设序列{ }nA Y⊆ ，{ }nB X⊆ ，其中 n∈。我们定义： 
(a) { }iLs : : ,

k k kn n n nI A y Y y A y y k− = ∈ ∃ ∈ → ∈使得 ; 

(b) { }iLi : :n n n nI A y Y y A y y− = ∈ ∃ ∈ →使得 。 
若集合序列{ }nA 满足 Ls Lin nI A A I A− ⊆ ⊆ − ，则称集合序列{ }nA 在 Painlevé-Kuratowski 意义下 I-收

敛于 Y 的子集 A ，记作 iP.K .nA A→ 若满足 Ls nI A A− ⊆  ( Li nA I A⊆ − )则。称 { }nA 关于 A 的 Painlevé-
Kuratowski I-上收敛(I-下收敛)，分别记为

P.Ki

nA A  (
P.Ki

nA A )。 
定义 4 [4] 设 0x X∈ ， :F X Y 为集值映射。如果对任意序列 ( ){ } g a, r phn nx Fy ⊆ ，若 0nx x→ ，则 

存在子列{ }kny 及一点 ( )0 0y F x∈ ，使得
i

0kny y→ ，则称 F 在点 0x 处是 I-紧的， 

注记 3 称集值映射 F 在子集 S X⊆ 上是 I-紧的，若 F 在每一点 ox S∈ 处均为 I-紧的。 
定义 5 [4] 设 :F X Y 为集值映射， ( )V Y∈ ， ( )S X∈ 。 
(a) 称V 为 I-开集，如果对任意 y V∈ ，存在 ( )0U U∈ ，使得 y U V+ ⊆ ； 
(b) 称 F 在 S 上是 I-开映射，如果对任意 x S∈ ， ( )y F x∈ ，存在 ( )0U U∈ ，使得 ( )y U F x+ ⊆ 。 
注记 4 若 F 在 S 上是 I-开映射，则对任意 1x S∈ ，像集 ( )1F x 是 I-开集。 

3. 本文主要结果 

设 ( )S X∈ ， :F X Y 为定义在 S 上的集值映射。我们考虑如下集优化问题： 
(SOP) ( )min s t .F x x S⋅ ∈  

下面我们引入(SOP)的弱极小解与近似弱极小解的概念。 
定义 6 设 0ε ≥ ， coree C∈ 。若元素 0x S∈ 满足以下条件，则称其为 
(a) (SOP)的弱极小解：对任意 x S∈ ，有 ( ) ( )0

l
CF x F x ； 

(b) (SOP)的近似弱极小解：对任意 x S∈ ，有 ( ) ( )0
l
CF x e F xε+  。 

(SOP)的弱极小解与近似弱极小解分别记为 ( )W , ,F S C 和 ( )W , , ,F S C ε 。 
命题 1 对任意 0ε ≥ ， coree K∈ 。若 ( )0 W , ,x F S K∈ ，则 ( )0 W , , ,x F S K ε∈ 。 
证明：当 0ε = 时，结论显然成立。当 0ε ≠ 时，由于 ( )0 W , ,x F S K∈ ，根据定义 6 可知，对任意 x S∈ ，

有 
0( ) ( ) core .F x F x K+                                      (1) 

假设 ( )0 W , , ,x F S K ε∉ ，则根据定义 6 可知，存在 x S∈ ，使得 ( ) ( )0
l
kF x e F xε+  ，即 
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( ) ( )0 coreF x F x e Kε⊆ + + 。注意到 coree Kε ∈ ，故 

( ) ( )
( )
( )

0 core

core core

core .

F x F x e K

F x K K

F x K

ε⊆ + +

⊆ + +

⊆ +

 

这与式(1)矛盾。因此， ( )0 W , , ,x F S K ε∈ 。 
命题 2 [4] 设序列{ } { },n na b Y⊆ ，对所有 n∈。若 i

na a→ ， i
nb b→ ，则 i

n na b a b+ → + 。 
命题 3 [4] 设 ( )V Y∈ 为一个 I-开集。对任意序列{ }na Y⊆ ，若 i

na a→ 且 na V∉ ，则 a V∉ 。 
定义 7 [5] 称集优化问题(SOP)在子集 S X⊆ 上满足弱可控性，如果对任意 x S∈ ，要么 ( )W , ,x F S K∈ ，

要么存在 ( )0 W , ,x F S K∈ ，使得 ( ) ( )0
l
kF x F x 。 

下面我们研究扰动问题的近似弱极小解集的 Painlevé-Kuratowski 收敛性。设 nK 是Y 中的代数闭，尖，

凸序锥，且满足 core nK ≠ ∅， coren ne K∈ 。 

定理 1 设{ }nK 是Y 中的一列代数闭，尖，凸锥，满足
P.K

core core
i

nK K ，并设 coren ne K∈ ， coree K∈  

满足 i
ne e→ 。若 F 在 ( )\ W , ,S F S K 上是 I-紧的，在 ( )W , ,F S K 上是 I-开映射，且(SOP)在 S 上满足弱

可控性，则 

( ) ( )
P.K

W , , , W , , , ,   .nF S K F S K nε ε ∀ ∈   

证明：根据定义 3，只需证明 

( ) ( )LsW , , , W , , , .nF S K F S Kε ε⊆  

设 ( )0 LsW , , ,nx F S K ε∈ ，则存在子列{ } ( )W , , ,
l ln nx F S K ε⊆ ，使得 0lnx x→ 。由于 ( )W , , ,

l ln nx F S K ε∈ ，

由定义可知 

( ) ( ) ,   
l l

l
n k nF x e F x x Sε+ ∀ ∈                              (2) 

即 

( ) ( ) ,cor  e .
l l ln n nF x F x K e x Sε+ + ∀ ∈                          (3) 

因此，存在 ( )l ln ny F x∈ ，使得 

( ) co .,  re
l l ln n ny F x K e x Sε∉ + + ∀ ∈                           (4) 

假设 ( )0 W , , ,x F S K ε∉ ，则存在 1x S∈ ，使得 

( ) ( )1 0 .l
kF x e F xε+                                 (5) 

由于(SOP)满足弱可控性，结合命题 1，可知 ( )0 W , ,x F S K∉ 。不妨设 

1 W( , , ) W( , , , ).x F S K F S K ε∈ ⊆                           (6) 

于是有 

( ) ( )1 0 ,l
kF x e F xε+                                (7) 

即 

( ) ( )0 1 core .F x F x e Kε⊆ + +                             (8) 

由于 F 在 0x 处是 I-紧的，由定义 4 可知，存在子列{ } { }l lmn ny y⊆ 及点 ( )0 0y F x∈ ，使得 i
0lmny y→ 。 
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由式(8)知， ( )0 1 corey F x e Kε∈ + + ，故存在 corec K∈ ，使得 

( )0 1 .y c e F xε− − ∈                                  (9) 

又因
P.K

core core
i

nK K ，根据定义 3，有 core Licore nK I K⊆ − ，从而 Licore nc I K∈ − 。因此，存在序列

coren nc K∈ ，使得 i
nc c→ ，再由注记 1 知，存在子列 core

l lm mn nc K∈ 使得 i
lmnc c→ 。另一方面，由式

(4)可知，对每个 m，存在 ( )l lm mn ny F x∈ 使得 

( )1 core .
l l lm m mn n ny F x K eε∉ + +                            (10) 

于是，对子列 core
l lm mn nc K∈ ，由式(10)可得 

( )1 .
l l lm m mn n ny c e F xε− − ∉                              (11) 

结合式(11)，命题 2 及注记 1，我们可推出 
i

0 .
l l lm m mn n ny c e y c eε ε− − → − −                          (12) 

根据注记 4，可知 ( )1F x 是一个 I-开集，进一步，利用式(12)和命题 3，我们得到 

( )0 1 .y c e F xε− − ∉                                (13) 

这与式(9)矛盾，因此假设不成立。从而 ( )0 W , , ,x F S K ε∈ 。 
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