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摘  要 

本文研究了一列顶点算子代数结构的唯一性。这类顶点算子代数的来源是GKO构造，性质由Virasoro顶
点算子代数的酉序列及其模决定，具有较好的条件，并且它们还是3A代数与6A代数的推广。它们的顶点

算子代数结构由一些模之间的缠结算子决定，而本文证明了只要相关模的融合律不为零，则这一顶点算

子代数结构中对应的分量部分也必为非零。本文主要考察了融合律与辫子矩阵等性质，并利用这些方法

完成了证明。 
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Abstract 
This paper studies the uniqueness of a series of vertex operator algebra structures. These types of 
vertex operator algebras originate from the GKO construction, with their properties determined by 
unitary series of the Virasoro vertex operator algebraa and their modules. They have favorable con-
ditions and are also generalizations of the 3A and 6A algebras. The vertex operator algebra struc-
ture is determined by the intertwining operators between certain modules, and this paper proves 
that as long as the fusion rules of the relevant modules are non-zero, the corresponding components 
in the vertex operator algebra structure must also be non-zero. The paper primarily uses properties 
such as fusion rules and braid matrices, and uses these methods to complete the proof. 
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1. 引言 

自 20 世纪 80 年代以来，顶点算子代数(Vertex Operator Algebra, VOA)这一概念被引入并得到广泛研

究[1]-[3]。其特性呈现出与交换代数、结合代数、微分分次代数的相似性。凭借这些丰富的结构特征，顶

点算子代数在群论、模形式、李代数、共形网、张量范畴等多个数学和物理领域建立了深刻的联系。 
一个重要例子是在研究魔群月光猜想中出现的月光顶点算子代数，它被用于证明魔群月光猜想，这

一非凡的工作使得 Borcherds 获得了 1998 年菲尔兹奖。参考文献[4]证明了包含了中心载荷为二分之一的

Virasoro 顶点算子代数的 48 重张量积。 
Virasoro 顶点算子代数，尤其是酉序列，是最简单且被研究得最多的顶点算子代数之一，因此许多性

质已经为人所知。它们的有理性、 2C 余有限、自对偶等重要性质均满足。特别地，本文将利用 GKO 构

造确定出一列顶点算子代数{ }k ，其极小酉模的辫子矩阵已经有了具体的计算公式，参考[5]-[7]。 
本文的动机之一是推广[8] [9]中 3A 代数和[10] [11]中 6A 代数的部分结果。在本文的后续章节中，我

们将知道 0 3A≅  和 1 6 A≅  。 
接下来我们介绍本文的大致思路。我们首通过 GKO 构造对下式进行分解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )3,0 1,0 1,0 1,0 3,3 1,1 1,0 1,0 1,0 ,k⊗⊗ ⊗ ⊗ ⊕ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗          

这将得到形如 ( )( ), 5,i k i k i⊕ ⊗ +  的式子，其中 ,0: :k k= =   ，即它定义为 GKO 构造中 ( )5,0k +

的 commutant。更精细地，我们有进一步的分解 ( )i i i
k U P Q= ⊕ = ⊕ ⊗ 。此处 iP 是 1k− 的模而 iQ 是 Virasoro

顶点算子代数的模。如此一来，其上可能出现的顶点算子就由模之间的融合律确定。而实际上，此处只需

要 iQ 的融合律就已足够。由于我人们已经知道 iQ 的融合律只能是 0 或 1，我们可以设 , ,
k k
i j i jY λ=∑  ，其中 

,
k

i j 是
k

i j

M
M M
 
 
 

型缠结算子空间的基。本文将证明对所有非零的融合律， ,
k
i jλ 总是非零的。 

本文将如下安排内容：第二章将会介绍关于顶点算子代数的基本知识，第三章将会给出 k 的具体构

造，第四章将会给出本文主要结果的证明，即 , 0k
i jλ ≠ ，最后将讨论这一课题可能的后续研究。 

2. 预备知识 

2.1. 顶点算子代数的缠结算子与融合律 

设 ( ), , ,V V Y ω= 1 是一个顶点算子代数，其顶点算子是 ( ) 1, n
nnY v z v z− −

∈
= ∑  。下面我们介绍本文将用

到的相关记号，参考[2] [12]-[15]。 

定义 2.1 若向量 2v V∈ 满足 1 2v v v= 和 3 2
vcv v = 1 ，则称这一向量为中心载荷为 vc 的 Virasoro 向量。如果

一个中心载荷为
1
2
的 Virasoro 向量生成了 Virasoro 顶点算子代数

1 ,0
2

L 
 
 

，则称这一向量为 Ising 向量。 
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设 M Mλ λ∈= ⊕  是一个V -模，其限制对偶模定义为 *M Mλ λ∈=′ ⊕  ，其中 ( )* ,M Hom Mλ λ=  。参考文

献[3]证明了 ( ), MM M Y ′′ ′= 上有一个自然的V -模结构，使得对任意的 ,v V f M∈ ∈ ′和 u M∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( )( )01 2 1, , , , , ,
LzL

M MY v z f u f Y e z v z u− −
′ = −  

且满足 ( )M M′ ′ ≅ 。进一步，若 M 是不可约模，则 M ′也不可约。若有 M M′ ≅ ，则称 M 是自对偶的。 
定义 2.2 如果一个顶点算子代数V 满足所有容许模都是完全可约的，那么称V 是有理的。设 

( )2 2 | ,C V v u u v V−= ∈ ，如果一个顶点算子代数V 满足 ( )2V C V 维数有限，则称V 是 2C 余有限的。一个

顶点算子代数 n nV V∈= ⊕  若满足 0 0V< = 和 0V = 1，则称V 是 CFT 型的。 

定义 2.3 设 ( ),V Y 是顶点算子代数，( ) ( ) ( ), , , , ,i i j j k kM Y M Y M Y 是三个V -模。
k

i j

M
M M
 
 
 

型的

缠结算子定义为： 

( ) ( ){ }, : ,i j kz M Hom M M z⋅ →  

1,n
n

n
u u z− −

∈
∑


 

且满足以下条件： 
(1) 当 n 足够大时，对任意 ,i ju M v M∈ ∈ 有 0nu v = ； 

(2) ( ) ( )1
d, ,
d

L v z v z
z−

 =  
 

  对任意 iv M∈ 成立； 

(3) 雅可比恒等式：对任意 , iu V v M∈ ∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

1 11 2 2 1
0 1 2 0 2 1

0 0

1 1 0
2 0 2

2

, , , ,

, , .

k j

i

z z z zz Y u z v z z Y v z u z
z z

z zz Y u z z
z

δ δ

δ

− −

−

   − − +
−   

   
 −

=  
 

 



 

全体
k

i j

M
M M
 
 
 

型的缠结算子构成一个线性空间，记为 ,
k
i jI ，其维数记为 ,

k
i jN ，称为融合律。 

设 1V 和 2V 是顶点算子代数， iM 是 1V -模， iN 是 2V 模， 1,2,3i = ，则参考文献[3]证明了 i iM N⊗ 是
1 2V V⊗ -模。参考文献[16]证明了如下定理： 

性质 2.4 若
3

1 2,
M
M M

N < ∞或
3

1 2,
N
N N

N < ∞，则有 
3 3 3 3

1 1 2 3 1 2 1 2, , ,
.M N M N

M N M N M M N N
N N N⊗

⊗ ⊗
=  

参考文献[17]证明了关于双线性型的如下定理： 

( )( ) ( )( )*
0 1 0 11 1 , .V L V Hom V L V=   

2.2. Virasoro 顶点算子代数的酉序列和 GKO 构造 

现在我们回顾参考文献[5]中关于 Virasoro 代数极小酉模的记号。对正整数 m 和1 1s r m≤ ≤ ≤ + ，令 

2
61 ,
5 6mc

m m
= −

+ +
 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

2

,

3 2 1
,

4 2 3
m

r s

r m s m
h

m m
+ − + −

=
+ +
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称这样的 ( ),0mL c 为 Virasoro 顶点算子代数的酉序列，它们是有理的。而 ( )( ),, m
m r sL c h 恰为所有的不可

约 ( ),0mL c 模。这些模的融合律在参考文献[18]中由下述定理确定： 
定义 2.5 一个有序三元组 ( ) ( ) ( )( ), , , , ,i i j j k k′ ′ ′ 若满足以下条件：1 , , 1i j k p′ ′ ′≤ ≤ + ，1 , ,i j k p≤ ≤ ，

( )2 1i j k p′ ′ ′+ + < + ， 2i j k p+ + < ， i j k′ < ′ + ′， j i k′ < ′ + ′， k i j′ < ′ + ′， i j k< + ， j i k< + ， k i j< + ，

则称它们构成一个容许三元组。 
性质 2.6 极小酉模之间的融合律如下确定： 

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( ) ( )( ),

, , ,, , ,
,

, , , ,p p k k p
p i i p j j p k ki i j j

k k
L c h L c h N L c h′

′ ′ ′′ ′
′

= ∑  

其中的 N 为 1 当且仅当 ( ) ( ) ( )( ), , , , ,i i j j k k′ ′ ′ 构成容许三元组，其余情形均为 0。 
设 ( ),m n 是 ( )2sl 仿射顶点算子代数的不可约模。参考文献[19]中对它们之间的张量积给出了如下

分解： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
0 3, mod2 2 1, 11, , , 1,m

s m s n m s nm n L c h m s+
≤ ≤ + ≡ + + + +⊗ = ⊕ ⊗ +    

其中 0,1,0 n m= ≤ ≤ 。这被称为酉 Virasoro 顶点算子代数的 GKO 构造。 

2.3. 辫子矩阵 

下面我们陈述参考文献[6] [7] [20] [21]中的事实。 
顶点算子代数的限制对偶模可以与原来模中的元素配对，而配对得到的多值解析函数可以被解析延

拓至一个公共的定义域上。进一步，我们又可以利用万有覆盖将其提升为单值解析函数。结合缠结算子，

我们能在酉序列的模上得到形如 

( ) ( )4
4 3, 3 2,1 2 1, , ,a

aE u u z u z u′    

的函数。 
记 ,

c
a b 的基为 ,

c
a b ，则 ( ) ( ){ }4

4 3, 3 1 2,1 2 2 1, , , |a
aE u u z u z u a′ ∀  是线性无关集。固定一组基，则 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

4
4 3, 3 1 2,1 2 2 1

4
4 2, 2 2 3,1 3 1 1

, , , |

, , , | .a

span E u u z u z u

span E u u z u z u

µ
µ

γ

µ

γ

′

′=

 

 
 

此时有 ( )3,2
4,1 ,

B
µ γ

∈使得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

4
4 3, 3 1 2,1 2 2 1

3,2 4
4,1 4 2, 2 1 3,1 3 2 1,

, , ,

, , , .a

E u u z u z u

B E u u z u z u

µ
µ

γµ γ
γ

′

′= ∑

 

 
 

称 3,2
4,1B 为辫子矩阵。 

2.4. 3A 代数与 6A 代数 

3A代数 3A=  是一个由两个 Ising向量生成的顶点算子代数，它的τ -对合生成了 3S 且内积为 13/210。

参考文献[8] [9]中给出了其存在性和顶点算子代数结构的唯一性，且证明了 3A 代数是有理的。 
6A 代数 6 A 是一个由两个 Ising 向量生成的月光型顶点算子代数，其上内积为 5/210。参考文献[10] 

[22]研究了它们的结构。 
引理 2.7 6 A⊂  ，并且作为 ( )25 28,0L⊗ -模，有 
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6
25 1 25 34 5 25 9,0 , , ,
28 7 28 7 7 28 7A L L L         ≅ ⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊗         

         
     

其中
1
7

 
 
 
 和

5
7

 
 
 
 为 的不可约模。 

这些  -模的结构在参考文献[9]中确定。参考文献[23] [24]可以得到 6 A 是有理、 2C 余有限且自对偶

的。参考文献[10]证明了 6A 代数上的顶点算子代数结构是唯一的。 

3. 的构造 

令 0 = 和 1 6 A=  。对 2k ≥ ，我们将 GKO 构造 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )3,0 1,0 1,0 1,0 3,3 1,1 1,0 1,0 1,0 k⊗⊗ ⊗ ⊗ ⊕ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗          

中 ( )5,0k + 的 commutant VOA 记为 ,0k 或简记为 k ，而与 ( )5,k i+ 配对的项记为 ,k i 。这样，

GKO 构造被写成如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ),

3,0 1,0 1,0 1,0 3,3 1,1 1,0 1,0 1,0

5, .

k

i k i k i

⊗⊗ ⊗ ⊗ ⊕ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

≅ ⊕ ⊗ +

        

 
 

方便起见，我们记 [ ] ( ), 11, : 7,k ik
i h L k h−− = ⊗ + 。此时我们有分解 

,0 1,
i

k i kU −= ⊕  

其中 ( )7
1,1, ki

k i k
U i h + = −  。 

在固定 k 时，我们依次将 ( )( )7
1, 7 1, 1, , , ,k i

k k i k i kL c h U+
− + −  简记为 , , ,i i iP Q U 。我们将 iP 的融合律、辫子

矩阵、缠结算子依次记为 , ,N B ，而将 iQ 的融合律、辫子矩阵、缠结算子依次记为 , ,N B   。 
定理 3.1 , ,

a a
b c b cN N=  。 

证明 对参考文献[25]中的定理 3.1 应用上述记号，我们直接得到所需命题。证毕。 
由此我们得到 iP 和 iQ 有着相同的融合律。固定基底 ,

a
b c 和

,
a

b c ，则 

, , ,
a a a
b c b c b c= ⊗   是 

1

c

a bU

U
I

U U
 
 
 

的基。因此根据线性空间中向量对基底的分解，存在常数 ,
a
b cλ 使得 

( ) ( ) ( )  ( ), , , ,
, ,

, , , , .a a a a
b c b c b c b c

c a c a
Y b b z b b z b z b zλ λ⊗ = ⊗ = ⊗∑ ∑     

下面我们证明，对任意融合律非零的 , ,a b c ，有 , 0a
b cλ ≠ 。 

4. 非退化性 

当两个常数 λ 和 µ 同时为零或同时非零时，我们将这一关系记为 ~λ µ 。本章我们证明若 , 0k
i jN ≠ ，

则 , ~ 1k
i jλ ，即对任意融合律非零的 , ,i j k ，有 , 0k

i jλ ≠ 。 
我们记 

( ) ( )1 2, , ,i j k lu Y u z Y u z u′  

为四元组 ( ), , ,i j k l 。对上式利用顶点算子的弱交换性后，我们记关系为 ( ) ( ), , , ~ , , ,i j k l i k j l 。 
注意此两处的 ~ 有不同的意义，但在书写中不会造成歧义。 
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4.1. 基本性质 

记 ( ) ( ) ( ) ( ), 2 , 1 , 2 , 1, , , ,a i a j
c i b d c j b dz z z z⋅ ⋅ ⊗ ⋅ ⋅     为 ,i je 。依次在 ( ), , ,a b c d 和 ( ), , ,a c b d 中将顶点算子Y 按基写

出分量，我们可以直接计算得到 

( ) ( ) ( )

( )
1 2 1 2

1 2

1 2

, , , , ,
, ,

, , ,

, a
b c d

E a a Y b b z Y c c z d d

E a a B B e d dβ
β β γ β γ γ γ

β γ γ
λ λ

′⊗ ⊗ ⊗ ⊗

′= ⊗ ⊗∑

 

 






 

以及 

( ) ( ) ( )

( )

2 1

, , ,

, , ,

, ,a
c b d

E a a Y c c z Y b b z d d

E a a e d dµ
µ µ µ

µ
λ λ

′⊗ ⊗ ⊗ ⊗

′= ⊗ ⊗∑

 

 





 

其中 1 2, , ,β γ γ µ取遍所有能使融合律非零的模。 
引理 4.1 关系 ( ) ( ), , , ~ , , ,a b c d a c b d 可被写成如下形式： 

( ) ( )1 1
1 1

T
, , , , , , , ,diag , , diag , , ,N N

N N

a a a a
b c d b c d c b d c b dB Bβ µβ µ
β β µ µλ λ λ λ λ λ λ λ= 

  

其中 ( ) ( ), ,,i j i jB B B B= =  ，且 ( ), , 1, ,i j i j Nβ µ =  取遍所有能使融合律非零的模。 
证明 令 ( ) ( )1 1

1 1

T
, , , , , , , ,diag , , , diag , , ,N N

N N

a a a a
b c d b c d c b d c b dC D A B CBβ µβ µ
β β µ µλ λ λ λ λ λ λ λ= = = 

。下面我们只需验证

, ,i j i jA D= 。 
直接计算可得 , , , ,1i j k i k k k

N
jkA B C B

=
= ∑  。考虑 ( ) ( ), , , ~ , , ,a b c d a c b d ，由四点函数的线性无关性，我们得

到 

1 2 1 2
1 2

, , , , , , , ,
, ,

.a a
b c d c b dB B e eβ µ
β β γ β γ γ γ µ µ µ

β γ γ µ
λ λ λ λ=∑ ∑  

等式左边非零当且仅当 1 2γ γ µ= = 。由于 ,i je 是基，我们有 

, , , , , ,
i

i i i

a a
b c d c b dB B µβ
β β µ β µ µ

β
λ λ λ λ=∑   

对任何与融合律相容的 iµ 成立。 
由此我们得到当 i j≠ 时有 , ,0i j i jA D= = 。当 i j= 时有 

, , , , , , , , , , ,
1

.i
i i i

N
a a

i i c b d b c d k i k k k i i i
k

D B B B C B Aµ β
µ β β µ β µ

β
λ λ λ λ

=

= = = =∑ ∑   

证毕。 
由于本文结论与 iµ 或 jβ 的顺序无关，且无需计算辫子矩阵中元素的具体数值，我们将上述关系写为

如下形式： 

{ } { }1 1
1 1, , , , , , , ,, , ~ , , .N N

N N

a a a a
b c d b c d c b d c b d

β µβ µ
β β µ µλ λ λ λ λ λ λ λ   

定理 4.2 上式中，左右两边非零项的个数相等。 
证明 由 ,B B 可逆得到定理 4.1 中的两个对角矩阵具有相同的秩，命题证毕。 
注意若两边的集合都只有一个数，则这与常数之间的 ~ 记号相容，此时大括号将被省略。 
至此我们已对证明 , ~ 1k

i jλ 做了充足的准备，下面我们开始证明。 
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引理 4.3 1
1, ,1 ,0, 0, 0k k

k k k kλ λ λ≠ ≠ ≠ 。 
证明 由于 kU 是不可约 1U -模，第一个命题成立。对任意 k ku U∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1 1
,1 ,1 ,1 1,, , , , ,zL zLk k k k k k k k

k k k ku z u Y u z u e Y u z u e u z uλ λ− −= = − = −   

因此 ,1 0k
kλ ≠ 。 

对 ,k k ku v U∈ ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )( )011 1 1 1, , , , ,
LzLk k k kY u z v u v Y e z u z u− − −= −  

即 

( ) ( ) ( ) ( )( )011 1 1 1 1 1
, , ,1 ,1, , , , ,

LzLk k k k k k
k k k k k ku z v u v e z u z uλ λ − − −= −   

由第二个命题得到第三个命题。证毕。 
定理 4.4 对所有与融合律相容的 , ,i j k ，有 , , ,~ ~k k i

i j j i j kλ λ λ 。 
证明 只需考虑 ( ) ( )1, , , ~ 1, , ,i j k j i k 。由于 1

,a bN 不为零当且仅当 a b= ，此时 ~ 两边只有一项。因此有
1 1

, , , ,
i j
j k i i i k j jλ λ λ λ= ，由上一定理得到所需结果。证毕。 

从现在开始， λ 指标的替换将被省略。 
引理 4.5 对任意与融合律相容的 i ，有 3

, 2 ~ 1i iλ − 。 
证明 我们已知命题在 3i = 时成立。假设命题在 3,5,7, , 2 1i t= + 时成立而 2 3i t= + 时不成立。若我

们能在此条件下证明 , 0r
p qλ = 对任意1 , 2 1, 2 3p q t r t≤ ≤ + ≥ + 成立，那么 2 1

1
n

n
tV U +
=

= ∑ 将成为  的子顶点

算子代数。但模的融合律却会包括 2 3tU + 作为其中一项，导致矛盾。 
为了证明所需命题，我们首先对 2 3, 2 4r t p q t= + + = + 情形证明 , 0r

p qλ = ，接着再对 
2 3, 2 1, 2 1r t p t q t≥ + ≤ − ≤ + 进行证明。 
对 2 3, 2 4r t p q t= + + = + ，我们考虑 ( ) ( )3, , 2, ~ 3, 2, ,p q r q p r− − ，从而得到 

{ } { }2 2 2 2 4 4 2 2
3, , 2 3, , 2 3, , 2 3, 2 , 3, 2 , 3, 2 ,, , ~ , , .p p p p p p q q q q q q

p r q p r q p r q q r p q r p q r pλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ− − + + − − − −
− − − − − −  

由融合律有 2 2 4 2
, 2 , 2 , , 0p p q q

r q r q r p r pN N N N− − − −
− −= = = = ，而原假设保证了对 3 2 1i t≤ ≤ + 有 3

, 2 ~ 1i iλ − ，因此上式变

为 2
, 2 ,
p r

r q p qλ λ+
− ∼ 对任意 2 1p t≤ + 成立。因此 

2 2 1
, , 2 ,3~ ~ ~ 0.q q t

r p r p rλ λ λ+ +
− =  

至此我们完成了第一步的证明。 
下面我们考虑 2 3, 2 1, 2 1r t p t q t≥ + ≤ − ≤ + 的情形。选取 ,p q 使得对 ,p p q q≤′ ′ ≤ 有 , 0r

p qN ′ ′ = ，且使得

p q+ 取到最大。 
考虑 ( ) ( )3, , , ~ 3, , ,p q r q p r ，我们得到 2 2 2

, 3, ,~p q q
q r q p rλ λ λ+ + + 。若 2 1q t= + ，则由原假设有 2 2

, 3,~ 0p q
q r qλ λ+ + = ，

因此 ,2 1 0r
p tλ + = 对任意1 2 1p t≤ ≤ + 成立。而若 2 1q t= − ，有 2 2 1

, , 0p t
q r p rλ λ+ += = 。对 q 归纳可得到 , 0r

p qλ = 对任

意 . 2 1p q t≤ + 成立。因此第二步得证，由所需矛盾推出命题成立。证毕。 
引理 4.6 假设 3

, ~ 1i iλ 对任何与融合律相容的 i 成立。给定 p，若对任意与融合律相容且满足 
{ }min , ,i j k p≤ 的 , ,i j k ，有 , ~ 1k

i jλ ，那么 2
, ~ 1p

i jλ + 。 
证明 考虑 ( ) ( )3, , , ~ 3, , ,p i j i p j 和前一引理，我们立刻得到所需结论。命题证毕。 
接下来我们只需证明 3

, ~ 1i iλ 对任何与融合律相容的 i 成立，即可利用此引理对 λ 的指标归纳得到

, 0k
i jλ ≠ 对任意与融合律相容的 , ,i j k 成立，从而完成本文的证明。为了证明这一事实，我们需要对融合律

中最长指标 m的奇偶性分别讨论。 
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4.2. m 为奇数情形 

这一节中我们总是假设 m 为奇数。 
引理 4.7 3

, ~ 1m mλ 。 
证明 计算融合律得到 1 3m mU U U U= + 。若 3

, 0m mλ = ，则 1 mV U U= + 构成  的子顶点算子代数，此

时融合律与V -模张量积应有的封闭性矛盾。证毕。 
引理 4.8 , ~ 1m

a bλ 对任意与融合律相容的 ,a b 成立。 
证明 考虑 ( ) ( ), , , 2 ~ , , , 2m i m i m m i i− − ，得到 3 3

, , 2~ ~ 1m i m i
m i m iλ λ− + − +

− 。这已经包括了所有涉及 m的融合律。

证毕。 
引理 4.9 3

, ~ 1i iλ 对任何与融合律相容的 i 成立。 
证明 考虑 ( ) ( ), , , ~ , , ,m m i j m i m j ，我们得到 

{ } { }1 1 3 3 1 1 3 3
, , , , , , , ,, ~ , .m i m j m i m j

m m i j m m i j m i m j m i m jλ λ λ λ λ λ λ λ+ − + − + − + −  

利用引理 4.3 和引理 4.8，得 3
, ~ 1i jλ 对任何与融合律相容的 i 成立。证毕。 

定理 4.10 当m为奇数时，对任意与融合律相容的 , ,i j k ，有 , 0k
i jλ ≠ 。 

证明 引理 4.9 使得引理 4.6 的前提条件成立，命题证毕。 

4.3. m 为偶数情形 

这一节中我们总是假设 m 为偶数。 
引理 4.11 当 5

, 1i iN = 时，有 5
, ~ 1i iλ 。当 5

, 4 1i iN + = 时，有 5
, 4 ~ 1i iλ + 。 

证明 分别考虑 ( ) ( )3,3, , ~ 3, ,3,i i i i 和 ( ) ( )3,3, , 4 ~ 3, ,3, 4i i i i+ + ，我们立刻得到所需结论。证毕。 
引理 4.12 只要 3

3,3 0λ = 或 3
5,5 0λ = ，就有 3

4 1,4 1 0i iλ + + = 且 2
5, 0i

iλ + = 对任意 i 成立。 
证明 考虑 ( ) ( )3,3, , 2 ~ 3, ,3, 2i i i i+ + 和 ( ) ( )3,5, , 2 ~ 3, ,5, 2i i i i+ + 我们得到 

{ } { }3 2 2
3,3 5, 3, 3, 2, ~ , ,i i i

i i iλ λ λ λ+ +
+  

{ } { }5 2 2 3
3,5 5, 7, 3, ,, ~ ,1 .i i i

i i i i iλ λ λ λ λ+ +  

首先讨论 3
5,5 0λ = 的情形。此时 2

3, 5, 0i i
i iλ λ + = 。接着在第一式两边同时乘 3,

i
iλ 。若 3

3,3 0λ = ，我们得到 3
,i iλ

总为 0，因此 2
5,
i

iλ + 也全为 0。若 3
3,3 ~ 1λ ，我们得到 3

4 1,4 1 ~ 1t tλ − − 和 3
4 1,4 1 0t tλ + + = 对任意 1t ≥ 成立。由第一式进

一步有 2
5, 0i

iλ + = 。对任意 i 成立 0 
接下来讨论 3

3,3 0λ = 的情形。在第二式中取 3i = ，我们回到了 3
5,5 0λ = 的情形。证毕。 

引理 4.13 3 3
3,3 5,5~ ~ 1λ λ 。 

证明 若在命题不成立时可以证明 4 3
4 1,4 1 0r

p qλ +
+ + = 对任意的 , 1, 0p q r≥ ≥ 成立，那么我们将会得到 

4 1
1

n
n
tV U +
=

= ∑ 是  的子顶点算子代数。而其中总有 n 使得 n nU U 的融合律不封闭，得出矛盾。因此由

前一引理，我们只需在 3
5,5 0λ = 的假设下对 λ 的指标归纳以完成 4 3

4 1,4 1 0r
p qλ +
+ + = 的证明。 

我们的假设已经保证了 1, 0p q r′ =′ ′= = 的情形。我们将证明如果 4 3
4 1,4 1 0r

p qλ +
+ + = 对任意 

, ,p p q q r r′ ′ ′≤ ≤ ≤ 成立，那么 ( )
4 3
4 1 1,4 1 0r

p qλ ′+
′+ + +′ = 且 ( )4 1 3

4 1,4 1 0r
p qλ + +
′ ′+ +
′ = 。 

考虑 ( )5,4 3,4 1,4 1r p q+ + + ，我们得到 

{ }4 1 4 1 4 1 4 1 4 3 4 3 4 5 4 5 4 7 4 7
5,4 3 4 1,4 1 5,4 3 4 1,4 1 5,4 3 4 1,4 1 5,4 3 4 1,4 1 5,4 3 4 1,4 1

4 3 4 3 4 1 4 1 4 1
5,4 1 4 3,4 1 5,4 1 4 3,4 1 5,4 1 4 3,4

, , , ,

~ , ,

r r r r r r r r r r
r p q r p q r p q r p q r p q

p p p p p
p r q p r q p r

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

− − + + + + + + + +
+ + + + + + + + + + + + + + +

− − − − +
+ + + + + + + +{ }4 1 4 3 4 3 4 5 4 5

1 5,4 1 4 3,4 1 5,4 1 4 3,4 1, , .p p p p p
q p r q p r qλ λ λ λ+ + + + +
+ + + + + + +

 

由引理 4.11 和前一引理，所有的 5
,i jλ 都是已知的。因此我们可以将上式简化为 
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( ) ( ){ } ( ) ( ){ }4 1 3 4 1 3 4 1 1 4 1 1
4 1,4 1 4 1,4 1 4 3,4 1 4 3,4 1, ~ , .r r p p

p q p q r q r qλ λ λ λ− + + + − + + +
+ + + + + + + +  

由假设得 ( ) ( )4 1 1 4 1 3
4 3,4 1 4 1,4 1~p r

r q p qλ λ+ + + +
+ + + + ，因此我们得到 

( )
( )

4 1 1 4 1 4 4 3
4 3,4 1 5,4 14 1 3,4 1~ ~ ~ ~ 0.p p p r

r q qr qλ λ λ+ + + + +
+ + ++ + +   

取 'r r= ，我们证明了所需命题。证毕。 
引理 4.14 3

, ~ 1i iλ 对任何与融合律相容的 i 成立。 
证明 由前一引理我们知道 3 3

3,3 5,5~ ~ 1λ λ 。假设 3
, ~ 1k kλ 对任意 k t≤ 成立而 3

2, 2 0t tλ + + = 。考虑 

( )3,3, , 2i i + ，取 i t= 得到 5
, 2 0t tλ + = 。取 2i t= + 得到 5

4, 2 0t tλ + + = 。 
考虑 ( ) ( )3,5, , ~ 3, ,5,i i i i ，得到 

{ } { }7 2 2
, 5, 5,1, ~ , .i i

i i i iλ λ λ− +  

取 2i t= + 得{ } { }7
,1, ~ 0,0i iλ ，推出矛盾，故原假设不成立。证毕。 

定理 4.15 当m为偶数时，对任意与融合律相容的 , ,i j k ，有 , 0k
i jλ ≠ 。 

证明 引理 4.14 使得引理 4.6 的前提条件成立，命题证毕。 

5. 讨论与结论 

本文证明了对所有非零的融合律， ,
k
i jλ 总是非零的。也就是说，每个在融合律中出现的模都确定了 

上顶点算子代数结构的一部分。这意味着  上可能的顶点算子代数结构之间，在每个关于模的分量上至

多只相差非零常数倍。 
如果我们可以证明不同的 ,

k
i jλ 给出了同构的顶点算子代数结构，我们就彻底证明了  上顶点算子代

数结构的唯一性。本文没有给出辫子矩阵的具体计算，它将会协助证明这一点。 
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