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摘  要 

本文研究了一类非均匀恒化器中具有抑制因子的食物链模型，其中捕食者以生长在恒化器中的单个食饵

为食，且总体捕食者对可育捕食者存在抑制作用。首先，运用抛物方程的比较原理等，得出系统平凡解

和半平凡解的全局稳定性；然后，运用分歧理论等方法，建立具有抑制因子的食物链恒化器模型正解的

全局结构。 
 
关键词 

恒化器，抑制因子，捕食食饵模型，分歧理论 
 

 

Global Structure of the Positive Solution of 
the Food Chain Chemostat Model with 
Inhibitors 
Xinyu Cheng 
School of Science, Chang’an University, Xi’an Shaanxi 
 
Received: March 23, 2026; accepted: April 29, 2026; published: May 25, 2026 

 
 

 
Abstract 
In this paper, a food chain model with inhibitors in an unstirred chemostat is studied, in which the 
predator feeds on a single prey grown in the chemostat, and the overall predator has an inhibitory 
effect on reproducing predators. Firstly, the comparison principle of parabolic equations is used to 
obtain the global stability of the trivial and semi-trivial solutions of the system. Then, using bifurca-
tion theory and other methods, the global structure of the positive solution of the food chain chemostat 
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model with inhibitors is established. 
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1. 引言 

恒化器是用于微生物连续培养的实验装置。1950 年，恒化器原理被提出，引起大量学者对恒化器模

型的研究及推广。大多数早期的恒化器模型假设培养物被均匀搅拌，然而这种理想化的假设与微生物种

群的真实情况截然不同。因此，一些关键因素，比如扩散[1] [2]，抑制剂[3] [4]，多种资源[5] [6]，拥挤效

应[7]等被引入恒化器模型，出现了许多非均匀恒化器模型。 
由于微生物以随机移动的方式活动，那么上述提到的扩散在种群的生存和灭绝方面起着关键作用。

Liu 等[2]研究了具有扩散和流动的流动反应器中捕食者–食饵微生物的正稳态，建立了捕食者–食饵种

群的共存条件。Shi 等[1]通过研究扩散对两物种竞争同一资源的非均匀恒化器模型动力学行为的影响，

最终得出结论，只有在中等扩散速率下，两物种才可以做到共存。 
食物链作为生态系统中的重要组成部分，依靠不同生物在食物链中扮演不同角色，生态系统稳定性

才能得以维持。Li 等在[8]中通过研究具有 Crowley-Martin 功能反应的食物链模型，得出当捕食者的最大

生长率在一定范围内时，该模型的线性稳定共存解是唯一的。Nie 等[9]研究了一种扩散性捕食-食饵恒化

器系统，结果表明，只有对于较小的扩散速率，所有物种才能共存。在此基础之上，考虑总体捕食者对

可育捕食者的抑制作用，讨论以下非均匀恒化器模型的反应扩散系统 
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其中 ( ),x t 表示营养液的浓度， ( ),x t 表示食饵的浓度， ( ),x t 表示一类捕食者的总浓度， ( ),x t 表示

这一类捕食者中的可育捕食者浓度， 0 0S > 表示营养液的初始输入浓度，
1 1k β+ +


 

和
2 2k β+ +


 

为 

B-D 反应函数， 1k ， 2k ， 1β ， 2β 为正常数，a 和b 则代表着食饵和捕食者的最大生长率，m 代表捕食者

的死亡率， l 为总体捕食者 ( ),x t 对可育捕食者 ( ),x t 起抑制作用的因子， d 代表营养液、食饵及捕食

者三者的扩散系数， γ 为正常数。 ( )0 x ， ( )0 x ， ( )0 x ， ( )0 x 是[0, 1]上的非负连续函数，而且总体

捕食者初始浓度 ( )0 x 总会大于等于可育捕食者初始浓度 ( )0 x ，所以系统的生物可行域为 

( ) [ ]( ) ( ) ( ){ }4
0 0 0 0 0 0, , , 0,1 , : ,X C x x+= ∈ ≥       

这里 [ )0,+ = +∞ 。 
为了研究系统(1)~(3)的共存解，考虑以下与系统(1)~(3)相对应的稳态系统 
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2. 预备知识 

首先，考虑下面的特征值问题 
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其中 d ，γ 是正常数， ( ) [ ]( )0,1q x C∈ 。由[10]知，(6)存在一个主特征值，记为 ( )( )1 ,d q xµ ，与其对应的

正特征函数记为 ( )( ), ,d q xϕ ⋅ ，且
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= 。 

引理 1.1 [11]存在唯一的 ( )0 0,d ∈ +∞ ，使得 
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其中 ( ) 0 1 xz x S
γ

γ
 
 


+
=


− 。 

其次，考虑没有捕食者的单物种系统，则系统(1)~(3)可以简化为 
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引理 1.2 固定 1 1, , , 0a k β γ > ，设 ( ) ( )( ), , ,x t x t  是(8)的解，则存在 0 0d > 使得， 
(i) 当 00 d d< < 时，系统(8)在 [ ]0,1x∈ 上存在唯一正稳态 ( ) ( ) ( )( ),z x d d−Θ Θ ，且是全局渐近稳定的。
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引理 1.4 [ ]  0,1x∀ ∈ ， 0t > ，固定 0d > ，则初值为 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0, , ,x x x x X∈    的系统(1)~(3)存
在唯一的解 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,x t x t x t x t    ，且存在仅依赖于初值 ( )0 x ， ( )0 x ， ( )0 x ， ( )0 x 的正

常数 1 2,M M ，使得对于 [ ]  0,1x∀ ∈ ， 0t > ，有 ( ) 10 ,x t M< ≤ ， ( ) 10 ,x t M< ≤ ， ( ) ( ) 20 , ,x t x t M< ≤ ≤  ，

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }0 0 0 0 0 0 0, , , : 0, 0X x x x x X x x= ∈ ≡ ≡/ /      。 
引理 1.5 固定 0d > ， ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,S x U x V x W x 是稳态系统(4)-(5)的非负解，其中在区间[0, 1]上

( ) 0U x ≡/ ， ( ) 0V x ≡/ ，则(i)在[0, 1]上， ( ) ( )0 S x z x< < ， ( ) ( ) ( )0 U x d z x< < Θ < ，且 ( ) ( ) ( )0 V x W x z x< < < ；

(ii) 00 d d< < 。 
引理 1.6 若 1d d> ，则稳态系统(4)~(5)没有正解。 
证明：根据引理 1.5，当 0d d> 时系统(4)~(5)没有正解。即证当 [ )1 0,d d d∈ 时系统(4)~(5)没有正解。为

此假设系统(4)~(5)在 [ )1 0,d d d∈ 时存在正解 ( ), , ,S U V W ，则通过关于V 的方程可以推断出 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.165127


成新宇 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.165127 20 理论数学 
 

1
2 2

, bU ld m
k U W l W

µ
β

 
 
 + 

=
+ +

。根据引理 1.5 知在[0, 1]上 ( )U d< Θ ，因此结合主特征值的性质可以推断

出 

( )
( )1 1 1

2 2 2 2 2

, , ,
b dbU l bUd d dm

k U W l W k U W k d
µ µ µ

β β
Θ

= < <
    
    

 + + +    + + + Θ
, 

再根据(9)得出 10 d d< < ，这与 1d d> 矛盾，因此得证。□ 

3. 动力学行为 

定理 2.1 初值 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0, , ,x x x x X∈    ，则当 0d d> 时，系统(1)-(3)的平凡解 ( )( ),0,0,0z x 是

全局渐近稳定的。 
定理 2.1 的证明与定理 2.2 的方法类似，具体可参考下述过程。 
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再次利用抛物方程的比较原理有，对 [ ]  0,1x∀ ∈ ， 0t > ， ( ) ( )  , ,x t x t≤  ，其中 ( ),x t 满足下列问题 
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一致成立。即对 1  0ε∀ > ， ( )2 1  0t ε∃ > ，对 [ ]  0,1x∀ ∈ ， 2t t> ，有 ( ) ( ) 1,x t d ε≤ Θ + 。再由(1)的第三个方

程有
( )( )

( )( ) ( ) ( )1
2

2 1 2

, 0,1 , ,t xx

b d ld m x t t
lk d

ε
ε β

Θ +
≤ + − ∈ ∈ +∞

++ Θ + +
   


，利用抛物方程的比较原理得，对

[ ]  0,1x∀ ∈ ， 2t t> ，有 ( ) ( )ˆ, ,x t x t≤  ，其中 ( )ˆ ,x t 满足下问题 

 

( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
2

2 1 2

2

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, 0 1, ,

ˆ ˆ ˆ0, 1, 1, 0, ,
ˆ , , , 0 1.

t xx

x x

b d ld m x t t
lk d

t t t t t

x t x t x

ε
ε β

γ

 Θ +
= + − < < >

++ Θ + +


= + = >
 = ≤ ≤

   


  

 

 (12) 

因 1 0d d d< < ，则由(9)有 ( )
( )1

2

,
b d

d m
k d

µ
Θ

<
+Θ

 
 
 

。因此
( )

( )1
2 2

,
b d ld m

k d l
µ

β
Θ 

 


<
Θ + + +  

。根据连续性，

取 1 0ε > 足够小使得
( )( )

( )( )
1

1
2 1 2

, 0
b d ld m

lk d
ε

µ
ε β

 


Θ +
− <

++ Θ +
 
+ 

，对(15)应用分离变量，得区间[0, 1]上

( )ˆ ,t⋅ 关于 t →∞一致收敛于 0。即在区间[0, 1]上 ( )lim , 0
t

x t
→+∞

= 一致成立。同理可推得在区间[0, 1]上

( )lim , 0
t

x t
→+∞

= 一致成立。 

接下来证明在区间[0, 1]上 ( )lim ,
t

x t
→+∞
 一致收敛于 ( )dΘ 。因为 ( )lim ,

t
x t

→+∞
 在区间[0, 1]上一致收敛于

0，所以 ( )3 1 2 t tε∃ > ，使得对 [ ]  0,1x∀ ∈ ， 3t t> ，有 ( ) 10 ,x t ε< < 。根据引理 1.4 可得，存在一个正常数

0M > ，使得对 [ ]  0,1x∀ ∈ ， 3t t> ，有
2 2

b M
k β

≤
+ +

 

。因此 

 
3

1 1

1 3
1 1

, 0 1, ,

, 0 1, .

t xx

t xx

ad x t t
k

ad M x t t
k

β

ε
β

 = − < < > + +

 ≥ + − < < >
 + +


  

 


  
 

 (13) 

设 ( ) ( ) ( ), , ,r x t x t x t= +  ，则 ( ),r x t 满足 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 3
0

3

3 3 3

, 0 1, ,
0, , 1, 1, 0, ,
, , , , 0 1,

t xx

x x

r dr M x t t
r t S r t r t t t
r x t x t x t x

ε
γ

 ≥ − < < >
 = − + = >
 = + ≤ ≤  
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利用抛物方程的比较原理，对 [ ]  0,1x∀ ∈ ， 3t t> ， ( ) ( )ˆ, ,r x t r x t≥ ，其中 ( )ˆ ,r x t 满足如下问题 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 3
0

3

3 3 3

ˆ ˆ , 0 1, ,
ˆ ˆ ˆ0, , 1, 1, 0, ,
ˆ , , , , 0 1,

t xx

x x

r dr M x t t
r t S r t r t t t
r x t x t x t x

ε
γ

= − < < >
 = − + = >
 = + ≤ ≤  

 (14) 

所以，对 [ ]  0,1x∀ ∈ ， 3t t> ，有 ( ) ( ) ( )ˆ, , ,x t x t r x t+ ≥  。即对 [ ]  0,1x∀ ∈ ， 3t t> ，有 ( ) ( ) ( )ˆ, , ,x t r x t x t≥ −  。

将其代入(16)的第二个不等式有， 

( )
( ) ( ) ( )1 3

1 1

ˆ
, 0,1 , ,

ˆt xx
a r

d M x t t
k r

ε
β

−
≥ + − ∈ ∈ +∞

+ − +


  
 

, 

再次利用抛物方程的比较原理，对 [ ]  0,1x∀ ∈ ， 3t t> ，有 ( ) ( ), ,x t x t≥   ，其中 ( ),x t 满足 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 3
1 1

3

3 3

ˆ
, 0 1, ,

ˆ

0, 1, 1, 0, ,

, , , 0 1.

t xx

x x

a r
d M x t t

k r

t t t t t

x t x t x

ε
β

γ

 −
 = + − < < >
 + − +

 = + = >


= ≤ ≤



  

 

  




  

 

  

 

 

根据[13]引理 2.2 和引理 4.2 的论证，可得在区间[0, 1]上 ( )ˆlim ,
t

r x t
→+∞

一致收敛于 ( )r̂ x ，其中 ( )r̂ x 是

(17)唯一的正稳态。从而根据正则性理论得到，在区间[0, 1]上 ( ) ( )
1 0

ˆlim r x z x
ε →

= 。因此类似的分析还可以得

到，在区间[0, 1]上 ( ),x t 关于 t →∞和 1 0ε → 一致收敛于 ( )dΘ 。因此在区间[0, 1]上 

( ) ( )lim inf ,
t

x t d
→+∞

≥ Θ 一致成立。再结合(14)有，在区间[0, 1]上 ( ) ( )lim ,
t

x t d
→+∞

= Θ 一致成立。同理，在区

间[0, 1]上 ( ) ( ) ( )lim ,
t

x t z x d
→+∞

= −Θ 一致成立。□ 

4. 正稳态解的进一步研究 

定义 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) [ ]{ }

2,
0

1 0 0 0 0

1 1

0,1 : 0 1 1 0 ;

, , , : 0, 0, 0, 0 0,1

;

, .

p
x xY W

Y Y Y Y Y

Y S U V W Y S U V W x

ψ ψ ψ γψ

+

= ∈ = + =

= × × ×

= ∈ > > > > ∈

 (15) 

其中 1p > ，则 1Y 嵌入 [ ]( )( )41 0,1C ，且 1Y + 是 1Y 中的正锥。 

定理 3.1 设 ( )
( )2

0
0

bz
m

k z
>

+
，则稳态系统(4)~(5)存在一个连续正解分支，记为 *B ，该分支从半平凡解分 

支 ( ) ( )( ) ( ){ }0; , ,0,0 : 0,d z d d d d−Θ Θ ∈ 上的点 ( ) ( )( )1 1 1; , ,0,0d z d d−Θ Θ 处发出，并在 1Y +
+ × 中沿 0d +→

方向无限延伸，且满足 ( ){ } ( )*
1: ; , , , 0,d d S U V W d∈ =B ，其中 ( )0,+ = +∞ 。即稳态系统(4)~(5)至少存在一

个正解的充要条件是 ( )10,d d∈ 。进一步，存在充分小的正数 ε ，使得 ( )1 1,d d dε∈ − 时，稳态系统(4)~(5)
至少存在一个稳定的正解。 

证明：将证明过程分为以下三步，其中，记 ( )dΘ 为 dΘ 。 
第 1 步 局部分歧 
设 z Sχ = − ，则稳态系统(4)~(5)等价于 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.165127


成新宇 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.165127 23 理论数学 
 

 

( )
( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 2 2

2 2

2 2

0, 0 1,

0, 0 1,

0, 0 1,

0, 0 1,

0 1 1 0, 0 1 1 0,

0 1 1 0, 0 1 1 0,

xx

xx

xx

xx

x x x x

x x x x

a z
d U x

k z U

a z bUdU U W x
k z U k U W

bU ldV V mV x
k U W l W

bU ldW V mW x
k U W l W

U U U

V V V W W W

χ
χ

χ β

χ
χ β β

β

β

χ χ γχ γ

γ γ

 −
+ = < < + − +

 − + − = < <
 + − + + +



+ − = < < + + +

+ − = < <
+ + +

= + = = + =

= + = = + =









 (16) 

根据变量变换，系统(4)~(5)的半平凡解 ( ), ,0,0d dz −Θ Θ 映射至 ( ) ( ), , , , ,0,0d dU V Wχ = Θ Θ 。 
定义 1 2:F Y Y+ × →  

( )

( )
( )

( )
( )

1 1

1 1 2 2

2 2

2 2

; , , ,

xx

xx

xx

xx

a z
d U

k z U

a z bUdU U W
k z U k U WF d U V W

bU ldV V mV
k U W l W

bU ldW V mW
k U W l W

χ
χ

χ β

χ
χ β βχ

β

β

− 
+ + − + 

 − + −
+ − + + + =  

 + −
 + + +
 
 + − + + + 

 

其中 1Y 由(18)给出， ( ) ( ) ( ) ( )2 0,1 0,1 0,1 0,1p p p pY L L L L= × × × 。设 ( ) ( ), , , ; , ,0,0d dU V W F dχ Θ Θ 为算子 
( ); , , ,F d U V Wχ 在 ( ), ,0,0d dΘ Θ 处对 ( ), , ,U V Wχ 的 Frech𝑒́𝑒t 导数。易知 ( ) ( ), , , ; , ,0,0d dU V W F dχ Θ Θ 是指标为

0 的 Fredholm 算子，结合 ( ) ( )( ), , , ; , ,0,0 , , , 0d dU V W F dχ φ ψ ϕΘ Θ =  ，其中 ( ) ( ), , , 0,0,0,0φ ψ ϕ ≠ 可以推得 

 

( )
( )

( )( )
( )

( )
( )

( )( )
( )

1 1 1
2 2

1 1 1 1

1 1 1
2 2

21 1 1 1

2

2

0, 0 1,

0, 0 1,

0, 0 1,

0, 0 1,

d d d
xx d

d d d d

d d d d
xx d

dd d d d

d
xx

d

d
xx

d

a k z k z
d x

k z k z

a k z k z bd x
kk z k z

bd m x
k

bd m x
k

a

a

β
φ φ ψ

β β

β
ψ φ ψ

β β

ϕ ϕ ϕ

ϕ

 + Θ −Θ + −Θ
−Θ + = < <

+ −Θ + Θ + −Θ + Θ
 + Θ −Θ + −Θ Θ −Θ + − = < <
 +Θ+ −Θ + Θ + −Θ + Θ

Θ
+ − = < <

+Θ

Θ
+ − = < <

+Θ



 







 (17) 

对应边界条件为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1 0, 0 1 1 0,

0 1 1 0, 0 1 1 0,
x x x x

x x x x

φ φ γφ ψ ψ γψ

ϕ ϕ γϕ γ

= + = = + =

= + =


+ = =



   

 

如果 0ϕ ≡ ≡ ，则 ( ),φ ψ 满足 ( )
0
0

d
φ
ψ
   

=   
   

B ，对应的边界条件为 ( ) ( ) ( )0 1 1 0x xφ φ γφ= + = ， 

( ) ( ) ( )0 1 1 0x xψ ψ γψ= + = ，其中 
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( )
( )

( )( )
( )

( )
( )

( )( )
( )

2
1 1 1

2 2 2
1 1 1 1

2
1 1 1

2 2 2
1 1 1 1

d
d

.
d
d

d d d
d

d d d d

d d d
d

d d d d

a k a z k z
d

x k z k z

a k a z k z
d

xk z k z

β

β β

β

β β

 + Θ −Θ + −Θ
−Θ 

+ −Θ + Θ + −Θ + Θ 
=  + Θ −Θ + −Θ −Θ + + −Θ + Θ + −Θ + Θ 

B  

根据[7]引理 2.3 得， B 在边界条件 ( ) ( ) ( )0 1 1 0x xφ φ γφ= + = ， ( ) ( ) ( )0 1 1 0x xψ ψ γψ= + = 下是可逆的。

因此，( ) ( ), 0,0φ ψ = ，矛盾。因此 0ϕ ≡/ 或 0≡/ 。又通过(20)的第四个方程容易得到，当且仅当 0ϕ = 时，

0= 。因此 0ϕ ≠ 且 0≠ 。又根据强极值原理可得，对 [ ]0,1x∈ 有 0, 0ϕ > > 。取 1d d= ，根据(9)有 

1

1

11
2

, d

d

b
d m

k
µ

Θ
=

+Θ
 
  
 

。因此取 ( ) ( )1 1ˆ ˆ, ,ϕ ϕ=  ，其中 1̂ 0ϕ > 为区间[0, 1]上对应于 1

1

11
2

,  d

d

b
d

k
µ

Θ

+
 
  Θ 
 

的主特征函

数，并且 

[ ]1

1

12

11 1 2
2

d ˆˆ 0, 0,1
d

d

d

b
xd m kx

ϕ
−  
  

Θ = > ∈− +  +Θ   
  

已知 ( )1dB 是可逆的，则可推得 ( ) ( )( ) ( ){ }1 11 1 1 1 1, , , ˆ ˆ; , ,0,0 Span , , ,d dU V WN F dχ φ ψ ϕΘ Θ =  ，其中 ( )1 1,φ ψ 是

( ) 1

1

1
1

11
2

0

ˆd

d

bd
k

φ
ψ

 
   Θ=   
   +Θ 


B 的唯一解，对应的边界条件为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 10 1 1 0x xφ φ γ φ= + = ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 10 1 1 0x xψ ψ γ ψ= + = 。 

接下来判断 ( ) ( )1 11, , , ; , ,0,0d dU V W F dχ Θ Θ 的值域。假设 

( ) ( ) ( )( )1 11, , ,, , , ; , ,0,0 ,d dU V WU V W R F dχχ ∈ Θ Θ  

因此存在 ( ) 1, , , Yφ ψ ϕ ∈ ，使得 

 

( )
( )

( )( )
( )

( )
( )

( )( )
( )

1 1 1

1

1 1 1 1

1 1 1 1
1

11 1 1 1

1

1

1

1 1 1
1 2 2

1 1 1 1

1 1 1
1 2 2

21 1 1 1

1
2

1

, 0 1,

, 0 1,

, 0 1,

d d d
xx d

d d d d

d d d d
xx d

dd d d d

d
xx

d

d
xx

a k a z k z
d x

k z k z

a k a z k z b
d U x

kk z k z

b
d m V x

k

b
d

k

β
φ φ ψ χ

β β

β
ψ φ ψ

β β

ϕ ϕ ϕ

+ Θ −Θ + −Θ
−Θ + = < <

+ −Θ + Θ + −Θ + Θ

+ Θ −Θ + −Θ Θ
−Θ + − = < <

+Θ+ −Θ + Θ + −Θ + Θ

Θ
+ − = < <

+Θ

Θ
+





( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

12

, 0 1,

0 1 1 0, 0 1 1 0,
0 1 1 0, 0 1 1 0,

d

x x x x

x x x x

m W xϕ

φ φ γφ ψ ψ γψ
ϕ ϕ γϕ γ














 − = < <

+Θ
 = + = = + =
 = + = = + =



  

 (18) 

已知 1̂ϕ 满足 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1 1 1 1
2

1 1 1

ˆ ˆ ˆ , 0,1 ,

ˆ ˆ ˆ0 1 0 0,

d
xx

d

x x

b
d m x

k
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ γϕ

Θ
+ = ∈ +Θ

 = + =

 (19) 

让(21)的第三个方程乘以 1̂ϕ ，(22)的第一个方程乘以ϕ ，在区间(0, 1)上积分可得 
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( )( )11 1
1 1 1 100 0

ˆ ˆ ˆd 0x xV x dϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − =∫ ，根据 Fredholm 选择公理得出，当且仅当
1

10
ˆ d 0V xϕ =∫ 时，方程 

( ) ( ) ( )1

1

1
2

,0 1, 0 1 1 0d
xx x x

d

b
d m V x

k
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ γϕ

Θ
+ − = < < = + =

+Θ
在 ( )2, 0,1pW 有解(记作ϕ )。 

已知算子
2

1 2
d
d

d m
x

− 和 ( )1dB 在对应的边界条件下是可逆的。因此，假设 

( ) ( )1
1

1
1

12 T 1
11 2

2
2

d , ,
d

d
d

d
d

b
bW dd m Ukx k

χ
ϕ φ ψ

−
− 

  
 

 
Θ    Θ− += =−   ++Θ   +Θ 











B , 

则当且仅当
1

10
ˆ d 0V xϕ =∫ 时， ( ), , ,φ ψ ϕ

   是(21)的解。即当且仅当
1

10
ˆ d 0V xϕ =∫ 时， ( ) 2, , ,U V W Yχ ∈ 在值域

( ) ( )( )1 11, , , ; , ,0,0d dU V WR F dχ Θ Θ 中。 
接下来验证横截面条件： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1

T
1 1 1 1 1 1, , , , , ,ˆ ˆ; , ,0,0 , , , ; , ,0,0d d d dd U V W U V WF d R F dχ χφ ψ ϕΘ Θ ∈ Θ Θ/   . 

直接计算可得 

( ) ( )( ) ( )

( )

1 1
1

1

1

2

T 2
1 11 1 1 1 1, , ,

2
1 1

ˆ ˆˆ ˆ; , ,0,0 , , , ,

ˆˆ

d

d
d dd U V W xx

d d

d

d
xx

d d

b
k

F d
d

b
k

d

χ ϕ ϕφ ψ ϕ

ϕ

=

=

 
 
 
 Θ  ∂ +Θ  +Θ Θ =  ∂
 
 Θ 

∂  +Θ  + ∂ 




 



 

其中 

( )
( )

( )
( )

( )
( )( )
( )

1

11 1

1
1 1

1 1
1 1 12

1 1

1 1 1
2 2

1 1 1 1
1 1       ,

d d
xx

d dd d

d d d

d d d d
d

d d d d

a k

dk z

a k a z k z
k z k z

d d

β
φ φ

β

β

β β
φ ψ

=

= =

+ Θ ∂Θ
= −

∂+ −Θ + Θ

   + Θ −Θ + −Θ
∂ ∂   

+ −Θ + Θ + −Θ + Θ      −Θ +
∂ ∂



 

( )
( )

( )

( )
( )

( )( )
( )

1

1
111 1

1 1

1 1
2

1 1 1 1
2 1 1 12

1 1

1
2

1 1 2
1 1      ˆ ,

d

d d dd
dxx

d dd dd d

d d d

d d d

d d d d

a k
a k k z

d dk z

a z k z b
k z k

d d

β
β β

ψ φ φ
β

β
ψ

==

= =

 + Θ
∂  

+ Θ + −Θ + Θ ∂Θ  = − −Θ
∂ ∂+ −Θ + Θ

 −Θ + −Θ Θ ∂   ∂  + −Θ + Θ  +Θ   +
∂

−
∂





 

且根据在区间(0, 1)上
( )1 11

2 2
2

2

0

d

d d

d d d dd

b
k bk

d dk= =

Θ 
∂ +Θ ∂Θ  = ⋅ <

∂ ∂+Θ
有 
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( ) ( ) ( )
1 1

1 1 122 2
1 1 1 1

2
10 0

2
10

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆd d1 0.dxx x
d d d d

d d

d d

b b
k

d
k

x x x
d

ϕ ϕ ϕ γϕ ϕ ϕ
= =

    
∂ ∂    
    + = − − + <

 ∂ ∂
 
 

Θ Θ
+Θ +Θ

∫ ∫ ∫  

因此， ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1

T
1 1 1 1 1 1, , , , , ,ˆ ˆ; , ,0,0 , , , ; , ,0,0d d d dd U V W U V WF d R F dχ χφ ψ ϕΘ Θ ∈ Θ Θ/   。 

记 ( ){ }1
1 10

ˆ, , , : d 0U V W Y V xχ ϕ= ∈ =∫Z ，明显， ( ){ }1 1 1 1 1ˆ ˆspan , , , Yφ ψ ϕ⊕ =Z  。根据[14]中分歧理论可得，

存在 0 0σ > 和 1C 光滑的曲线 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0, , , , : ,d s s s s sρ π θ ς σ σ− → ×Z ，有 (i) ( ) 10d d= ， (ii) 
( )0 0ρ = ， ( )0 0π = ， ( ) 0sθ = ， ( ) 0sς = ，(iii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ); , , , 0F d s s U s V s W sχ = ，其中， 0s σ< ，

( ) ( )( )1ds s sχ φ ρ= Θ + + ， ( ) ( )( )1dU s s sψ π= Θ + + ， ( ) ( )( )1̂V s s sϕ θ= + ， ( ) ( )( )1̂W s s sς= + 。 
即当 ( )d d s= 时， ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,s U s V s W sχ 是(19)的解。设 ( ) ( )S s z sχ= − ，已知在区间[0, 1]上

1 1ˆ ˆ, 0ϕ > ，得到分支 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }0; , , , : 0d s S s U s V s W s s σΓ = < < 是系统(4)~(5)的正稳态解。即系统

(4)~(5)在 ( )1 11; , ,0,0d dd z −Θ Θ 附近的非平凡非负解，要么在半平凡解分支 ( ) ( ){ }0; , ,0,0 : 0,d dd z d d−Θ Θ ∈

上，要么在分支Γ上。 
根据引理 1.6，当 1d d> 时，系统(4)~(5)没有正解，因此可以得出导数 ( )0 0d < ， ( ) 1d s d< ，其中

00 s σ< < 。即正解分支Γ的分歧方向向左，且存在 0ε > 足够小使得系统(4)-(5)在 ( )1 1,d d dε∈ − 时至少存

在一个正解。 
第 2 步 局部稳定性 
设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ); , , ,d s S s U s V s W s 为系统(4)~(5)在 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ); , , ,d s S s U s V s W s 处的线性化算子。由

[15]中的推论 1.13 可得，存在定义在 1d 上的 1C 函数 ( ) ( )( ) 1,d s s Y∈ × o p 和定义在零点领域上的 1C 函

数 ( ) ( )( ) 1,s s s Y∈ × h m ，使得 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1ˆ ˆ, 0, , , , 0 , 0d d φ ψ ϕ= =o p h m ，且在领域上有 

( ) ( ) ( ) ( ) 1; , ,0,0 , 1,d dd z d d d d d−Θ Θ = − p o p  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ); , , , ,0 1.d s S s U s V s W s s s s s= < m h m  

根据[15]中的推论 1.16 可得
( ) ( )
( )

1

0
lim 1
s

sd s d
s+→

= −


o

h
，这里 ( )d s 是 ( )d s 对 s 的导数， ( )1do 是 ( )1do 在

1d d= 处对 d 的导数，同时 ( )do 是如下问题的简单特征值 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 ,0 , 0 1,
0 1 1 0.

xx d

x x

d f m d xϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ γϕ
 + Θ − = < <
 = + =

o
 

因此 ( ) 1
2

, d

d

bdd m
k

µ
Θ

= −
+

 
 
 Θ

o 。由主特征值性质知， ( )1 0d <o ，前面分析已有 ( )0 0d < ，可得，对于

00 s σ< < 有 ( ) 0s <h 。因此系统(4)~(5)在分支Γ上的正解是局部渐近稳定的。 

第 3 步 全局分歧 
根据[16]定理 1.2，借助 Fredholm 算子的全局分歧结论，可将局部解分支Γ延拓至全局分支。显然，

映射 1Y 嵌入 2Y 是紧的， 1 2:F Y Y+ × → 是 1C 光滑的。由[14]定理 3.3 可得，对 ( ) 1; , , ,d U V W Yχ +∀ ∈ × ，

Frech𝑒́𝑒t 导数 ( ) ( ), , , ; , , ,U V W F d U V Wχ χ 为指标 0 的 Fredholm 算子，从而再根据[16]中定理 1.1 可推得，集

合 
( ) ( ) ( ) ( ){ }1; , , , : ; , , , 0, , , , , ,0,0d dd U V W Y F d U V W U V Wχ χ χ∈ × = ≠ Θ Θ  

中的连通分支B发自点 ( )1 11; , ,0,0d dd Θ Θ 附近的 ( ) ( ){ }1; , ,0,0 : 0,d dd d dΘ Θ ∈ 。该连通元B必满足二者其一：
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(i) 它在 1Y+ × 中非紧；(ii) 它包含点 ( )2 22 ; , ,0,0d dd Θ Θ ，其中 2 1d d≠ 。 
设 ( ) ( ){ }; , , , : , ; , , ,d S U V W S z d U V Wχ χ′ = = − ∈B B 。 
已知 ( ) [ ]{ }1 1  , , , : 0, 0, 0, 0, 0,1Y S U V W Y S U V W x+ = ∈ > > > > ∈ ，则 ( )1Y +

+′ × ≠ ∅ B 。记 

( )*
1Y +

+′= × B B ，则 *B 由分歧点 ( )1 11; , ,0,0d dd z −Θ Θ 附近的局部正解分支 Γ 组成。设 +B 为

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }0\ ; , , , : 0d s S s U s V s W s sσ′ − < <B 的连通元，则 * +⊂B B 。根据[14]定理 4.4 可知 +B 满足三

者其一：(i) 它包含点 ( )2 22 ; , ,0,0d dd z −Θ Θ ，其中 2 1d d≠ ；(ii) 它是非紧的；(iii) 它包含点 
( ); , , ,d dd z S U V W−Θ + Θ + ，其中 ( ), , , 0S U V W ≠ ， ( ), , ,S U V W ∈Z 。 

假设(iii)成立，对 ( ) *, , ,S U V W∀ ∈B ，在区间[0, 1]上有 0V > ，则
1

10
ˆ d 0V xϕ >∫ ，这与 ( ), , ,S U V W ∈Z 矛

盾，因此(iii)不可能。 
假设 ( i )成立，则存在一组序列点 ( ){ } ( )1; , , ,n n n n nd S U V W Y+ +

+⊂ × B ，满足在区间 [0 ,  1]上有

0, 0, 0, 0n n n nS U V W> > > > ，且这组序列点列随着 n →∞收敛于 ( )2 22 , , ,0,0d dd z −Θ Θ 。由 nV 的方程可知 

1
2 2

, n
n

n n n

bU ld m
k U W l W

µ
β

 
= + + + 

，当 n →∞时，可得 2

2

21
2

, d

d

b
d m

k
µ

Θ
=

+Θ
 
  
 

，根据(9)得到 2 1d d= ，矛盾。 

接下来证明 ( ){ }1 11 1, , ,0,0d dd z Y+ +
+− −Θ Θ ⊂ ×B 。假设不然，则存在 

( ) ( ){ } ( )1 11 1; , , , , , ,0,0d dd S U V W d z Y+ +
+∈ − −Θ Θ ⊂ ∂ ×    

B  

是序列点 ( ){ } ( )1; , , ,k k k k kd S U V W Y+ +
+⊂ × B 的极限，其中在区间[0, 1]上有 0kS > ， 0kU > ， 0kV > ，

0kW > 。根据 ( ) ( )1; , , ,d S U V W Y +
+∈∂ ×    

 可知，下面一种情况成立：(a) 在区间[0, 1]上， 0S ≥ ，且对于某

个点 [ ]0 0,1x ∈ 有 ( )0 0S x = ；(b) 在区间[0, 1]上， 0U ≥ ，且对于某个点 [ ]0 0,1x ∈ 有 ( )0 0U x = ；(c) 在区间

[0, 1]上， 0V ≥ ，且对于某个点 [ ]0 0,1x ∈ 有 ( )0 0V x = ；(d) 在区间[0, 1]上， 0W ≥ ，且对于某个点 [ ]0 0,1x ∈

有 ( )0 0W x = ；(e) 0d = 。 
根据强极值原理知，在区间[0, 1]上， 0S > ，因此(a)不成立。如果在区间[0, 1]上 0U = ，则根据V 和

W 的方程得，在区间[0, 1]上 0V W= ≡  。根据在区间[0, 1]上 ( ) ( )W x V x≥  ，进一步得到在区间[0, 1]上

( ) 0W x ≡ 当且仅当在区间[0, 1]上 ( ) 0V x ≡ ，因此根据强极值原理，(b)，(c)和(d)意味着只有这两种情况会

发生：(i) 在区间[0, 1]上， 0U ≡ ， 0V ≡ ；(ii) 在区间[0, 1]上， 0U > ， 0V ≡ 。 
假设在区间[0, 1]上 0U ≡ ， 0V ≡ ，那么 S z= ， 0W ≡ ，且在 1Y 中取极限 k →∞有 

( ) ( ); , , , ; ,0,0,0k k k k k kd S U V W d z→ 。根据 kV 的方程得出 1
2 2

,
k k

k
k

k

bU ldm
k U W l W

µ
β

=
+ + +

 
 
 

， 

当 k →∞时，有 ( )1 ,0 0m dµ= < ，矛盾。假设在区间[0, 1]上 0U > ， 0V ≡ ，那么在区间[0, 1]上 0W ≡

且 ( ),S U  满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

0

0, 0, 0 1,

0 , 1 1 0, 0 1 1 0,

xx xx

x x x x

aS aSdS U dU U x
k S U k S U

S S S S U U U
β β

γ γ


− = + = < < + + + +

 = − + = = + =

 

    

  

     

 

因此 ( ) ( ), , ,0,0d dS U z= −Θ Θ
 

  。即 k →∞ 有 ( ) ( ); , , , ; , ,0,0k k k k k d dd S U V W d z→ −Θ Θ
 

 。根据 kV 的方程知

1
2 2

, k
k

k k k

bU ldm
k U W l W

µ
β

=
+ + +

 
 
 

，取 k →∞可以得到 1
2

, d

d

b
dm

k
µ

Θ
=

 
 
 +Θ 





 ，从而可得 1d d= ，矛盾。 

假设 0d = ，即存在 0kd → 和系统(4)~(5)的正解 ( ), , ,k k k kS U V W ，其中 kd d= ，使得在 1Y 中，当 k →∞

时有 ( ) ( ), , , , , ,k k k kS U V W S U V W→     。 
对系统(4)~(5) ( )kd d= 的每个方程在[0, 1]上积分，并 k →∞取极限可以得到 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.165127


成新宇 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.165127 28 理论数学 
 

 

1

0
1 1

1 1

0 0
2 21 1

1 1

0 0
2 2

1 1

0 0
2 2

d 0,

d d 0,

d d 0,

d d 0,

aSU x
k S U

aS bUU x W x
k U Wk S U

bU lV x m V x
k U W l W

bU lV x m W x
k U W l W

β

ββ

β

β


= + +


 − =

+ ++ +

 − = + + +



− = + + +

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫





 

 

 

  



 

  



 

  

 (20) 

根据 (23)前两个方程可得
1 1

0 0
2 2 1 1

d d 0bU aSW x U x
k U W k S Uβ β

= =
+ + + +∫ ∫



 

   

。由于在 [0, 1]上 V W≤  ，可得

1

0
2 2

d 0bUV x
k U Wβ

=
+ +∫





 

。那么根据(23)后两个方程有
1

0
d 0V x =∫  ，

1

0
d 0W x =∫  ，因此在[0, 1]上 0V ≡ ， 0W ≡ 。

已知 ( ) 00xS S= − ，于是在[0, 1]上 0S > ，因此在[0, 1]上 0U ≡ 。根据 kV 的方程知 

1
2 2

, k
k

k k k

bU ldm
k U W l W

µ
β

=
+ + +

 
 
 

，取极限 k →∞，可得 ( )1 0,0 0m µ= = ，矛盾。因此 

( ){ }1 11 1, , ,0,0d dd z Y+ +
+− −Θ Θ ⊂ ×B 。 

综合引理 1.5 和 1.6 可知，唯一可能是 ( ){ }1 1

*
1; , ,0,0d dd z+= − −Θ ΘB B 在 1Y +

+ × 中延拓至无穷远，且

延拓至无穷只有一种方式，即 d 沿分支递减至 0。据此可得，系统(4)~(5)至少存在一个正解的充要条件为

( )10,d d∈ 。进一步结合第二步的分析结论，存在充分小的正数的 ε ，使得当 ( )1 1,d d dε∈ − 时系统(4)~(5)
至少存在一个稳定的正解。 
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