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摘  要 

自Koenker和Bassett在1978年提出分位数回归模型以来，分位数回归已经取得了长足的发展，尤其是

随着信息技术的深入普及，分位数回归的研究和应用成为统计学和现代计量经济学的研究热点之一。但考

虑到传统的分位数回归方法在空气污染问题研究中的不足，本文尝试在传统分位数模型中加入空间影响

因素，并结合贝叶斯理论，建立贝叶斯空间分位数模型，对影响我国城市空气质量的主要因素进行分析。 
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Abstract 
Since Koenker and Bassett proposed the quantile regression model in 1978, quantile regression has 
made significant progress. Especially with the widespread adoption of information technology, the 
research and application of quantile regression has become a research hotspot in statistics and modern 
econometrics. However, considering the shortcomings of traditional quantile regression methods in 
air pollution research, this paper attempts to incorporate spatial influencing factors into the tradi-
tional quantile model and, combined with Bayesian theory, establish a Bayesian spatial quantile model 
to analyze the main factors affecting urban air quality in my country. 
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1. 引言 

在大量研究分析及其建模的应用过程中，回归模型已被广大研究者所青睐。回归模型主要研究自变

量和因变量之间的关系[1]，它是一种预测性建模技术。但传统回归模型只是描述了自变量和因变量之间

条件期望的关系[2]，不能够全面的了解随机变量[3]。针对这一问题，著名经济学家和统计学家 Koenker 
R 与 Bassett G 在 1978 年提出了“分位数回归”思想，这一思想主要是表达了自变量与因变量之间的条

件分位数的关系。自从分位数回归这一思想的提出到现今，已经过去了约 30 年，经过学者们的不断探索，

在各个不同的领域都用到了分位数回归的思想，特别是最近的几年，随着科学技术的不断发展，计算机

也得到了迅猛的发展，分位数回归在互联网领域也得到了应用。 
然而，随着分位数回归应用范围的不断扩展[4]，逐渐地发现其中存在的一些问题[5]：例如针对研究

的小样本模型[6]无法保证其大样本时统计量性质的优良性，又如要非常复杂才能得到假设目标函数不可

导[7]等等。于是研究者们就对分位数回归做了一些改进，即利用贝叶斯估计的不确定性推理[8]，将贝叶

斯估计方法与分位数回归相结合[9]，发现解决了分位数回归所面临的一些问题。同时，结合马尔科夫链

蒙特卡洛方法(Markov Chain Monte Carlo, MCMC) [10]，统计学家提出了贝叶斯分位数回归的思想。 

2. 分位数回归 

2.1. 分位数回归的提出 

回归分析是近几十年来在应用研究领域中用到的最重要的统计方法之一。标准的线性回归模型为： 

 β ε= +Y X   (2.1) 

其中Y 是包括了观测值 1, , nY Y 的列向量， X 为观测数据矩阵， β 表示参数， ε 表示随机误差项。 
传统回归模型又称均值回归，它研究了一个变量对另一个变量的具体依赖关系，其是通过已知的后

者或设定值，来预测或估计前者的均值；分位数回归首先由 Koenker Roger 和 Bassett Gilbert Jr 于 1978 年

提出：利用解释变量和被解释变量之间的条件分位数进行建模，要揭示解释变量对被解释变量本来分布

的位置、刻度和形状的影响。 

2.2. 分位数回归参数估计方法 

(一) 分位数回归原理 
一般的分位数回归模型为： 

, 1,2, ,i i itY X i Nτα β ε= + + =   

其中，i 是个体维度，τ 表示分位数， itY 是被解释变量， itX 是解释变量，α 是常数项， itε 表示随机误差

项。 
(二) 分位数回归估计方法 
(1) 参数估计 
参数估计也即通过样本的综合指标来估计总体的指标。用样本均值对总体均值进行估计也即用样本

率估计总体率。参数估计由点估计和区间估计两部分。 
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点估计通常表示总体的某个特征值，是根据样本来估计总体分布过程中所出现的未知参数函数，常

用的构造点估计的方法有四种： 
① 矩估计法。用样本矩估计总体矩。 
② 最大似然估计法。由 1912 年英国统计学家费希尔提出，它是用样本分布密度来构造似然函数，

进而得出参数的最大似然估计值。 
③ 最小二乘法。 
④ 贝叶斯估计法。它是基于贝叶斯学派的观点所提出的估计方法。由于可用来估计未知参数估计量

的方法有很多，那么选择一个优良的估计量成为了一个问题。先要对其优良性定出相应准则，但这一准

则并不是唯一的，它可根据理论研究及实际应用的方便对其进行选择。 
(2) 分位数回归的估计方法 
假设条件分布 |y x 的总体 q 分位数 ( )qy x 是 x 的线性函数： 

 ( )q i i qy x x β′=   (2.2) 

qβ 称为“ q 分位数回归系数”，其中估计量 ˆ
qβ 由下面最小化问题定义： 

( )
: :

min 1
q

i i q i i q

n n

i i q i i q
i y x i y x

q y x q y xβ
β β

β β
′ ′≥ <

′ ′− + − −∑ ∑  

如果 1 2q = ，则为“中位数回归”。 

2.3. 分位数回归的假设检验 

分位数回归的假设检验由两个部分组成：首先是与均值回归比较类似[11]，即拟合优度检验、Wald 检

验等等；然后有斜率对称性检验和斜率相等检验等等。 
(一) 拟合优度检验 
拟合优度检验统计量[12]为： 

( )
( )

( )

1
ˆ

1
V

R
V

τ
τ

τ

= −


 

其中 ( ) ( )V̂ Vτ τ≤  ，即 ( )
1R τ 的值在 0 和 1 之间。 ( )V̂ τ 小于 ( )V τ

 表明解释变量具有比较强的作用，那么 ( )
1R τ 的值

就会越接近于 1，相反则 ( )
1R τ 越接近于 0。 

此统计量的值越大，则说明拟合效果越好，最小化τ 的分位数回归目标函数可表示如下： 

( ) ( ) ( )( )ˆ min i i
i

V Y X
τβ ττ τρ β′= −∑  

(二) Wald 检验 
Wald 检验即为给定一个分位数回归参数估计量的渐进协方差矩阵，就可以构造出 Wald 形式的统计

量，然后进行各种约束形式的参数检验。Wald 统计量的表达式为： 

 
( ) ( )* * 2~

n e e e e
w q

e e
χ

′ ′−
=

′
  (2.3) 

其中， * *e e′ 为有约束模型的残差平方和， e e′ 表示为无约束模型的残差平方和。 
原假设被设定为： ( )0 :H g Cβ =  
如果约束为真，则 ( ) 0MLEg Cβ − → 不显著，其中

MLEβ 表示为无约束极大似然的估计值。当

( )MLEg Cβ − 显著时，那么约束条件表示为无效，从而拒绝原假设。检验统计量为： 
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1

2ˆ ˆ ˆ ~w g C Var g C g C qβ β β χ
−′  = − − −  

 

(三) 斜率相等检验 
斜率相等检验即为，针对不同的分位点，检验估计得到的结构参数是否是相等的[13]。 
原假设被设定为： 

( ) ( ) ( )1 20 :
pi i iH τ τ τ

β β β= = =  1, ,i k=   

如果接受原假设，那么对于不同的分位点，每个斜率都是不变的，这时应用普通最小二乘估计；若

拒绝了原假设，那么就需要应用分位数回归进行估计。 
(四) 斜率对称性检验 
对于给定的 X 和Y ，检验其分布是否是对称的。假设要检验的分位数回归模型共有 m (奇数)个，它

的中间值 ( )1 2mT + 是 0.5，那么其他的T 都是关于 0.5 对称的，也即 ( )11 , 1, , 1 2j m jT T j m− += − = − 。参数估

计量按 kT 的大小顺序。则对称性检验的零假设为： 

( ) ( )
( )

1
0 0.5:

2
j m jH

τ τ
β β

β− +
+

= ， ( )1, , 1 2j m= −  

其中， m 表示分位数回归的个数，若接受了斜率相等假设，那么不用进行斜率对称性检验就可以了。如

果拒绝了斜率相等性假设，那么可以进行斜率对称性检验。若是接受原假设，就认为斜率具有对称性，

否则，可认为斜率不具对称性。 

2.4. 分位数回归与经典最小二乘的比较 

当数据出现异方差显著或尖峰厚尾分布等的情况时，OLS 估计的优良性将不再稳定，且稳健性也比

较差。反而分位数回归估计比 OLS 估计更稳健，以下表 1 为最小二乘与分位数回归进行的对比。 
 

Table 1. Comparison between OLS and QR 
表 1. 普通最小二乘与分位数回归对比 

 普通最小二乘 分位数回归 

基本思想 使所构建的方程和样本间的差距最短 同普通最小二乘估计方法 

目的 借助于数学模型对客观世界存在事物的 
不确定性关系进行的数量化描写 同普通最小二乘估计方法 

原理 以平均数为基准，求解最短距离 以不同分位数为基准，进而求解最短距离 

算法 最小二乘法 加权最小一乘法 

前提假设 独立，正态，同方差 独立 

假设要求 强假设 弱假设 

检验类型 参数检验 非参数检验 

承载信息 描述平均的总体信息 充分表示了整个分布上的各部分的信息 

极端值 无法考虑极端值的影响 可以充分考虑极端值的影响 

异方差 影响大 影响小 

拟合曲线 只能拟合一条曲线 可以拟合一簇曲线 

计算方法 求偏导解的行列式，算法具有完备 自助法进行标准误差的估计，多种算法 
可求目标函数 
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3. 基于贝叶斯方法的分位数回归 

3.1. 贝叶斯估计 

贝叶斯是指托马斯·贝叶斯(1702~1761)，他证明了一个特例(皮埃尔–西蒙·拉普拉斯(1749~1827)推
导了此定理的一般版本，天体力学、医疗统计学、可靠度及法学上都有应用)。早期的贝叶斯推断是用拉

普拉斯的不充分原则进而得到的均匀先验，称作逆向机率[14]。自 1920 年以后，逆向机率很大程度的被

另一群即称为频率论统计的方式取代。 
二十世纪开始，拉普拉斯分为两派，出现了客观 bayes 方法和主观 bayes 方法。客观 bayes 方法中，

统计分析只会依照假设的模型，及分析的资料及给定先验分布的方式。主观贝叶斯方法(即是提供信息的

贝叶斯方法)中，先验的规格依信念(也即分析希望要呈现的主张)而定，信念可以由专家整理资讯后总结

产生，也可以根据以往的研究等产生。 
自 1980 年发现了马尔科夫蒙特卡洛方法以来，贝叶斯方法的研究及应用有了大幅的发展[15]，解决

了许多运算上的问题，也有越来越多的人愿意参与到这类复杂问题的讨论中。bayes 方法也被许多领域接

受认可，比如在机器学习、医药、环境等领域中得到了极广泛的应用。 
贝叶斯估计主要利用的是贝斯定理，以及结合先验概率和新的证据从而得到新的概率的一种估计方

法。从另一种角度看 bayes 估计提出了计算假设概率的一种方法。 
bayes 估计是将后验概率推导为两个前、先验概率及似然函数的结果。bayes 推断是根据 bayes 定理

从而计算后验概率： 

 ( ) ( ) ( )
( )

|
|

P E H P H
P H E

P E
⋅

=   (3.1) 

其中， | 表示某事件成立的条件；H 为假说，它的概率可能会受到实验数据的影响；E 表示证据； ( )P H
表示先验概率，也即观察到数据 E 之前，假说 H 的概率； ( )|P H E 后验概率； ( )|P E H 是假定成立时，

观察到 E 的机率。在 H 不变时，这是 E 的函数，也是似然函数； ( )P E 有时会称为边缘似然率；针对不

同的 H 数值，只有 ( )P H 和 ( )|P E H  (都在分子)会影响 ( )|P H E 的数值。 
贝叶斯定理也可以写成下式： 

( ) ( )
( ) ( )|

|
P E H

P H E P H
P E

= ⋅  

其中系数
( )
( )

|P E H
P E

可以解释成 E 对 H 机率的影响。 

(一) 先验分布与后验分布 
先验分布又称为验前分布、事前分布，反映在进行试验统计之前可以根据相关参数的其他知识从而

得到相应分布，它与试验结果和随机抽样无关。bayes 学派认为，在对数据做观察获得样本之前，对于 θ
人们通常会提前有一些认知，因为是实验之前的认知，所以称为先验知识。因此，贝叶斯学派们认为，θ
应该被称作为随机变量。θ的密度函数为 ( )h θ ，θ的分布函数称 ( )H θ ，分别称它们为先验密度函数和先

验分布函数，它们两者一起称先验分布。参数空间 ( ), BΘΘ 上任何一个概率分布π 称为参数 θ 先验分布。

它反映人们对参数经验的认识。 
(二) 蒙特卡罗方法 
蒙特卡罗方法首先是一种计算方法，还是一种随机模拟的方法，它是以概率统计的理论方法为基础，

可通过利用随机数解决许多的问题。如将所求问题与之对应的概率理论模型相联系，运用计算机进行实
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证数据的模拟分析，就可得到所求问题的最优解。 
根据概率论的定义可以知道，要想获得某个事件的发生的概率，有一种方法就是经过大量的试验发

生频率，用这些频率来估算事物的发生概率，那么当样本容量足够大的时候，就可认为这一频率就是其

相对应的概率。所以，有时就可以先对确定的随机变量做大量的试验也即随机抽样，然后再把所得到的

结果值分别带入与其相对应的函数式中，以此来确定结构是否合理，最后可求出结构的相应失效概率。  
假设具有统计独立的随机变量为 1,2,3, ,iX k=  ，那么相应的概率密度函数分别表示为 1 2, , , kfx fx fx ，

其中功能函数为 ( )1 2, , , kZ g x x x=  。 
首先根据各随机变量的相应分布，产生 N 组观测随机数 1 2, , , kx x x ，计算功能函数值 
( )( )1 2, , , 1,2, ,i kZ g x x x i N= =  。假如其中存在有 L 组随机数，那么其对应的功能函数值 0iZ ≤ 。 

3.2. 非对称拉普拉斯分布 

ALD 是 bayes 分位数回归估计方法的重点内容之一，它也是 bayes 分位数回归的假定误差项分布。

近几十年来，国内外也有许多学者在讨论和研究 ALD，ALD 也得到了广泛的推广[16]。下面对 ALD 做

一个简单的介绍： 
ALD 是在 LD 的理论基础上进行扩展得来的，在了解 ALD 之前，首先对拉普拉斯分布有一个简单

的了解：LD 的随机变量概率密度分布为： 

 

( ) 1| , exp
2

exp    if
1
2

exp    if

x
f x b

b b

x x
b

b x x
b

µ
µ

µ µ

µ µ

 − 
= − 

 
 − − <   = 

−  − ≥   

  (3.2) 

其中，µ 为位置参数， 0b > 为尺度参数。若 0µ = ，则正半部分恰好是尺度为 1/2 的指数分布。如下图 1。 
 

 
Figure 1. Probability density distribution of LD with varying parameters 
图 1. 不同的参数下 LD 的概率密度分布 
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ALD 是在 LD 的基础上引入的非对称性。即若一个随机变量 ( )~ ALD , ,x µ σ τ ，那么其对应的密度函

数为： 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )1
; , , exp , ,xf x I x x

τ τ µµ σ τ τ µ
σ σ
− − = − − ≤ ∈ −∞ +∞ 

 
  (3.3) 

其中， µ−∞ < < +∞表示为位置参数， 0σ > 表示尺度参数，0 1τ< < 表示偏度参数。则对应的分布函数可

表示为： 

 ( )
( )

( ) ( )

1exp ,            
; , ,

1 1 exp ,

x x
F x

x x

ττ µ µ
σ

µ σ τ
ττ µ µ
σ

 − − ≤   = 
  − − − − >   

  (3.4) 

在上式中，当 x µ= 时， ( ); , ,F x µ σ τ τ= ，也即随机变量 x 在概率τ 处的分位数为位置参数 µ ，所以

在分位数回归模型中令误差项服从 ALD 是合适的。这也是把分位数回归模型的随机误差项设置为服从

ALD 的原因。 
假定线性回归模型为： 

 ( )| ;i i iy Q y xτ β ε= +   (3.5) 

令 ( )~ ALD 0, ,ε σ τ ，则 ( )( )~ ALD | ; , ,i i iy Q y xτ β σ τ 。其中，σ 为尺度参数，τ 表示偏度参数。则(2.9)的
密度函数可写为： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

| ;1
; | ; , , exp | ;

1 1exp | ;

i i i
i i i i i i

i i i

y Q y x
f y Q y x I y Q y x

y Q y x

τ
τ

τ

βτ τ
β σ τ τ β

σ σ

τ τ
ρ β

σ σ

 −−
= − − ≤ 

 
−  = − − 

 

 

根据以上式子，似然函数可以表示为： 

( )( ) ( ) ( )( )1

1 1| ; , , | exp | ;
nn

n
i i in iL Q Y X Y y Q y xτ τ τ

τ τ
β σ τ ρ β

σσ =

−  = − − 
 

∑  

由此可知道，在给定了分位数水平情况下，极小化的分位数损失函数与其极大化似然函数是等价的。

由于 ALD 满足了两个重要的性质：(1) ALD 分布满足线性运算；(2) 随机变量的τ 分位数刚好为位置参

数。所以可借助 ALD 对分位数回归模型中的参数进行估计。 

4. 贝叶斯空间分位数回归 

空间分位数回归是对空间回归和分位数回归两个发展比较成熟且各自相较独立想法的结合。本文参

考 Yu、Moyeed(2001)提出的 bayes 分位数回归方法，将分位数回归方法和空间方法相结合，并结合空间

的相关性建立如下模型： 

 ( ) ( )| , ,i i i iq X s X sτ β τ′=   (4.1) 

其中，条件密度 iy 为空间和时间位置上大气污染的综合质量指标，it 和 is 分别表示日期和空间的地理位置。

主要关注的是估计的条件密度 iy 、函数 is 和协变量 ( )1, ,i i ipX X X ′=  ，其中 1 1iX = 表示截距。特别地，

想要研究导致极端日空气质量变化的主要原因，极端事件通常用回归水平来表述，水平值 nc 表示 n 天的

返回值以及 ( ) 1i nP y c n> = 。考虑到产生极端事件的因素，因此模型 iy 的条件密度通过分位函数
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( )| ,i iq X sτ 来表示，定义 ( ){ } [ ]| , 0,1i i iP y q X sτ τ< = ∈ 。 ( ) ( ) ( )( )1, , , , ,i i p is s sβ τ β τ β τ ′=  是 thτ 分位数水平

上的空间变化系数。直接对分位数函数进行建模，可以明确每个协变量对极值的影响程度。 
作为模型(4.1)的特例，还有一些常见的模型。例如：对所有的 τ和 s，令 ( ),j jsβ τ β≡ ，则可得到通用

的位置偏移线性回归模型 2
p

ij jj X β
=∑ 和由 ( )1 , sβ τ 决定的剩余密度，且对所有的 , 1jτ > ，都使 

( ) ( ),j js sβ τ β≡ ，这意味着在不同的空间可以通过空间过程 ( )j sβ 给出空间变系数(Gelfand et al., 2003) 

jX 的模型。其中允许 ( ),j sβ τ 随 s 和τ 假设的放松，使得协变量的值仅是影响到了平均响应变量，并且

给出了一个密度回归模型，其中协变量可以影响响应分布的形状。特别是，对中心( 0.5τ = )和尾部( 0τ ≈

和 1τ ≈ )的密度协变量会造成不同的影响。 

4.1. 模型的分位数过程 

通过忽略空间位置并且假设只有截取的模型 1iX = 对分位数函数进行建模。在这种情况下，分位数

函数(2.9)缩减到 ( ) ( )q τ β τ= ，必须构造过程 ( )β τ 以使得 ( )q τ 随着τ 的变化是不减少的。令 

( ) ( )
1

M

m m
m

Bβ τ τ α
=

= ∑  

其中 M 表示基函数的个数， ( )mB τ 是一个已知τ 的基函数， mα 是未知系数，确定分位数函数的形状。我

们用伯恩斯坦基多项式： 

( ) ( )1 M mm
m

M
B

m
τ τ τ − 

= − 
 

 

以上具有一个明显的特质，即如果 1, 1m m mα α −≥ > ，则 ( )β τ 和 ( )q τ 是关于τ 的增函数。这使得复杂

的单调性约束的序列减少了许多，只有简单的约束： 1 0m m mδ α α −= − ≥ ， 2, ,m M=  。只有这一约束是足

够的，但是为保证其函数的递增性却是不必要的条件。与典型的半参数模型的情况一样，对于有限的 M
模型，这个模型不能跨越所有的连续单调函数[2]。然而，随着数量增加，这些约束在伯恩斯坦多项式基

础上引发了未有的密集的状态，从 [ ]0,1 M→ 支持连续空间的单调函数(Chang et al., 2007)。 
自限制 ( )1, , Mα α α=  表达的是相邻项之间的差别，我们重设置参数 1 1δ α= 和 1m m mδ α α −= − ，

2, ,m M=  ，则原始基函数系数是 1
m

m iiα δ
=

=∑ ，参考 Following Cai and Dunson (2008)。为确保分位数限

制，则引入一个潜在的无约束变量 *
mδ 和 *

1 1δ δ= ，使得： 
* *

*

,  0

0,    0
m m

m
m

δ δ
δ

δ

 ≥= 
<

 

其中， 1m > 。 
*
mδ 具有独立的正常先验 ( )( )* 2~ ,m mNδ δ σΘ ，Θ为未知的超参数。我们选择 ( )mδ Θ 使得分位数过程

是以参数分布 ( )0 |f y Θ 为中心的。比如，一个 ( )2
0 0,N µ σ 随机变量和 ( )0 0,µ σΘ = ，使得 ( )0 |q τ Θ 的分位数

函数为 ( )0 |f y Θ ，接着选择适当的 ( )mδ Θ 使： 

 ( ) ( ) ( )0
1

|
M

m m
m

q Bτ τ α
=

Θ ≈ Θ∑   (4.2) 

其中， ( ) ( )1
m

m jjα δ
=

Θ = Θ∑ 。 ( )mδ Θ 对应下列的岭回归估计量： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2
1 0

1 1 1 1
, , arg min |

K M m M

M k m k i md k m i m
q B d dδ δ τ τ λ

= = = =

  ′Θ Θ = Θ − +    
∑ ∑ ∑ ∑  

其中， 0, 1md m≥ > ，{ }1, , kτ τ 是一个 ( )0,1 密集网格。发现简单的参数分位数曲线通常可以用小于 M 的
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项来近似表示，因此几个不同的 d 在本质上是相同的，包括一些为负值的元素δ 。为确保数值的稳定性，

加上岭惩罚 2
1 mm dλ ℜ

=∑ 。调整常数项，使 0λ → 适用于未处罚参数，对所有的 0δ = ，使 λ →∞。令 1λ = 这

使得参数分位数曲线趋于近似，即δ 的值是一个从短期到长期的顺利的一个变化过程。对于 0σ → 的分

位数函数也即类似的对于参数分位数函数 ( )0 |q τ Θ 增加了收缩，与 ( )0 |f y Θ 是类似的。 

4.2. 具有协变量的空间分位数模型 

加上协变量，则条件分位数函数变成： 

 ( ) ( ) ( )
1

|
p

i i ij j
j

q X X Xτ β τ β τ
=

′= =∑   (4.3) 

在 4.1 节中，分位数曲线使用了 Bernstein 基多项式建模： 

( ) ( )
1

M

j m jm
m

Bβ τ τ α
=

= ∑  

其中 jmα 是未知系数。过程 ( )jβ τ 必须被构造，以使得对于所有的 iX ，在τ 中 ( )| iq Xτ 的值是不减少的。

收集具有共同基函数的项 

 ( ) ( ) ( )
1

M

i m m i
m

X B Xβ τ τ θ
=

′ = ∑   (4.4) 

其中， ( ) 1
p

m i ij jmjX Xθ α
=

=∑ 。因此，如果 ( ) ( )1m i m iX Xθ θ −≥ ， 1m > ，那么 ( )iX β τ′ 和 ( )| iq Xτ 是关于τ 的

增函数。 
指定 jmα 之前需确保其单调性，假设 1 1iX = ，那么对于截距和其余的协变量可以适当的缩放，使得

[ ]0,1 , 1ijX j∈ > 。由于约束是用相邻项之间的差来表示的，重设置参数使得， 1 1j jδ α= 和 1jm jm jmδ α α −= − ，

2, ,m M=  。通过引入潜在的无约束变量 ( )( )* 2~ ,jm jm jNδ δ σΘ 来确保分位数限制并使 

( )* * * *
1 2,   0 0

0,      otherwise

p
jm m jm jmj

jm

Iδ δ δ δ
δ =

 + < ≥= 


∑  

对于所有的 1, ,j p=  和 1, ,m M=  ，使 1 1iX = ， [ ]0,1ijX ∈ ， 2, ,j p=  。因此， 

( ) ( )0 0 , 1ij jm ij jm jm jm jmX X I I jδ δ δ δ δ≥ < ≥ < >  

( ) ( ) ( )

( )

1 1
1 2

1
2

0

0 0

P P

m i m i ij jm m ij jm jm
j j

P

m jm jm
j

X X X X I

I

θ θ δ δ δ δ

δ δ δ

−
= =

=

− = ≥ + <

≥ + < ≥

∑ ∑

∑
 

对所有的 iX 给出一个有效的分位数过程。在 4.1 节中心拦截曲线参数分位数函数 ( )0q Θ 。其余的系

数 ( ) 0, 1jm jδ Θ = > 。虽然这个模型比较灵活，但我们仍然假设分位数过程是协变量的线性函数。在某些

应用中，线性分位数关系可能是过度限制性的，在这种情况下，可以添加交互项或基函数等进行转换，

以使得模型更加灵活。若将二次项或高阶项添加到模型中，式(3.5)可能就会不适用，因式(3.5)不必要地限

制了协变量组合的分位数函数，这些协变量的组合是不可能出现的，例如，线性项为零，二次项为 1。此

外，预测器和响应之间的线性关系对于响应的转换不是不变的。为了减弱变换的敏感性，可以设置一个

非线性模型 ( )| jq Xτ ， ( )| jq Xτ 和 ( )( )| jT q Xτ 为跨越同一类函数的变换T 。 
对于空间数据，允许分位数过程在每个空间位置是不同的： 
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 ( ) ( ) ( )
1

,
M

j m jm
m

s B sβ τ τ α
=

= ∑   (4.5) 

( )jm sα 是空间变化的基函数系数。在每个空间位置执行单调性约束引入潜在的高斯参数 ( )*
jm sδ ，潜

参数与基函数系数的关系为 ( ) ( )1
m

jm jijs sα δ
=

=∑ 和 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )* * * *
1 2, 0 0

0, otherwise

P
jm m jm jmj

jm

s s I s s
s

δ δ δ δ
δ =

 + < ≥= 


∑  

对于所有的 1, ,j p=  和 1, ,m M=  均成立。 
在不同的空间对于有条件的密度函数 ( )*

jm sδ ， ( )*
jm sδ 是独立的高斯空间过程。即 ( )( ) ( )*

jm jmE sδ δ= Θ

和指数空间协方差 ( ) ( )( ) ( )* * 2, expjm jm j jCov s s s sδ δ σ ρ′ ′= − − ，其中 2
jσ 表示的是 ( )*

jm sδ 的方差， jρ 决定

了空间相关函数的范围。 

5. 小结 

本文主要介绍了分位数回归的基本思想，及分位数回归的假设检验、与经典最小二乘法的比较，接

着第二节介绍了基于 bayes 方法的分位数回归，包括：bayes 估计原理、马尔科夫链、非对称拉普拉斯分

布等，最后介绍了 bayes 空间分位数回归的思想及理论模型并假设随机误差项服从 ALD。 
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