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摘  要 

系统的可靠性作为时间的函数， ( )R t ，被定义为系统在 [ ]0, t 区间内正常运行的概率，并假设它在时间

0t = 时处于运行状态。本文重点介绍容斥原理在概率故障模型中子网络可靠性，定义为由特定大小的无

故障子网络在网络中仍然可用的概率，分析中的应用。 
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Abstract 
The reliability of a system as a function of time, ( )R t , is defined as the probability of the system 

operating normally within the interval of [ ]0, t , assuming it is in operation at time 0t = . This arti-
cle focuses on the application of inclusion and exclusion principles in calculating sub-network reli-
ability, defined as the probability that a specific size of inexplicable sub network is still available in 
the network, analysis in probabilistic fault models. 
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1. 引言 

随着网络技术的飞速发展，网络可靠性成为保障各类网络服务稳定运行的关键因素。系统的可靠性

作为时间的函数， ( )R t ，被定义为系统在 [ ]0,t 区间内正常运行的概率，并假设它在时间 0t = 时处于运行

状态。传统的可靠性评估方法主要是终端可靠性，如全终端可靠性和距离计算机网络的可靠性[1] [2]。其

他可靠是基于任务的可靠性，定义为系统中有一些最小数量的连接节点可用于任务执行的概率[3]，以及

子网络可靠性[4]，定义为由特定大小的无故障子网络在网络中仍然可用的概率。在这些可靠性衡量标准

中，子网络可靠性是最实用的一种。 
最初，学者们引入概率故障模型来评估超立方体的子立方体可靠性[5]。随后，Wu 和 Latifi 研究了星

网络的子网络可靠性[6]。受这两篇文献的启发，国内外学者研究许多网络图的子网络可靠性，如冒泡排

序网络[7]，k-元 n-立方体网络[8]，分裂星网络[9]以及完全置换网络[10]等。 
因子系统重叠、组合情况复杂，精确计算难度较大，为此研究者提出了包含容斥原理在内的多种近

似方法与上下界估计方法。本文探讨容斥原理在网络可靠性分析中的简单应用，阐述容斥原理的基本概

念、数学表达形式及其在网络可靠性计算中的理论基础。通过构建基于容斥原理的网络可靠性分析模型，

针对不同类型的网络拓扑结构进行实例分析，展示了容斥原理在解决网络可靠性问题上的有效性和实用

性。 

2. 预备知识 

容斥原理概述 

基本公式 
板容斥原理的基本思想是在计数时，先不考虑重叠的情况，将包含于某内容中的所有对象的数目先

计算出来，然后再把计数时重复计算的数目排斥出去，使得计算的结果既无遗漏又无重复。对于多个有

限集合， 1 2, , , nA A A ，其并集元素个数的容斥原理公式为： 

 ( ) 1
1 2

1 1 11
1

n n n n n
i i i j i j k n

i i j n i j k ni
A A A A A A A A A A−

= ≤ < ≤ ≤ < < ≤=

= − + − + −∑ ∑ ∑     



  (1) 

该公式通过对各个集合及其交集元素个数的加和与减和运算，准确计算出了多个集合并集的元素个

数。 

3. 主要结果与推导 

3.1. 子网络可靠性的计算 

3.1.1. 模型构建 
在网络可靠性分析中，将网络中的各个组成部分(如处理器)看作集合，将网络正常工作的状态看作集

合的并集。假设网络中有 n 个处理器，每个处理器正常工作的事件分别为 1 2, , , nA A A ，那么网络正常工

作的概率 ( )1 2 nP A A A  就可以用容斥原理公式进行计算。通过确定每个处理器正常工作的概率

( )P iA 以及处理器之前同时正常工作的概率 ( )P i jA A ， ( )P i j kA A A  等，代入容斥原理公式即可得网
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络正常工作的概率，从而实现对网络可靠性的评估。例如，在参考文献[6]中，已得到星网络的可靠性： 

 
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 1
2

, 1
0 , 0,1, , 1 1 , , 0,1, , 1 1

1 1
3 1 1

, , , 0,1, , 1 1 0

1 1

1 1

n n i j i j k

n n i i j i j k
i i j n n i j k n n

n ni j k l
n n

i j k l i
i j k l n n i

R p c c c c c c

c c c c c

− − ≠ ≠ ≠

−
= = − − = − −

− −≠ ≠ ≠
− −

= − − =

= + − + −

+ − + + −

∑ ∑ ∑

∑ ∏

 





一对 三重

四重

   (2) 

其中 ic 表示在 n-维星网络中 ( )1n − -维子星网络正常运行的概率。 

3.1.2. 应用实例 
下面，我们利用公式(2)思路，计算平衡超立方体模型和 Godan 网络模型的子网络可靠性。 

• 平衡超立方体网络模型 
定义：平衡超立方体模型， nBH ，的递归定义如下： 
(1) 1BH 为一个 4-圈，其顶点依次标记为 0、1、2 和 3。 
(2) nBH 由 4 个子图构成，分别记为 ( )iB  ( 0 3i≤ ≤ )，其中 ( )

1
i

nB BH −≅ 。对于 nBH 中的任意顶点

0 1 1 1i i i nv v v v v v v− +=   ，该顶点有两个邻点，满足： 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1
0 1 2 1 0

1
0 1 2 1 0

1 1 ,

1 1 ,
i

n

i
n n

BH B i
n n

v v v v V B v
N v

v v v v V B v

+
− −

− −
− −

 ± + ∈= 
± − ∈





其中 为偶数

其中 为奇数
  (3) 

平衡超立方体 1BH 和 2BH 如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Balanced hypercube BH1 and BH2 
图 1. 平衡超立方体 BH1和 BH2 

 

nBH 具有如下性质： 
(1) nBH 是二部图； 
(2) nBH 是点传递的，也是边传递的； 
(3) 对于顶点 0 1 1 1 1i i i nv v v v v v v− + −=   ，在 nBH 中存在唯一的顶点 ( ) ( )0 1 1 12 i i i ns v v v v v v− + −= +   与 v 拥

有相同的 2n 个邻点； 
(4) 当 2n ≥ 时，对于 0 3i≤ ≤ ， ( )iB 与 ( )1iB +

之间存在 14n− 条边。 
超立方体是并行和分布式系统中最受欢迎的互连网络之一。类似于超立方体，由吴和黄[11]提出的平
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衡超立方体 nBH 是二部图，顶点和边都具有对称性[12]。超立方体和平衡超立方体在顶点连通性和边连

通性上都是极大化的。此外，平衡超立方体优于超立方体，因为它支持高效的重构，而无需改变任务之

间的相邻关系，这使其直径比超立方体更小。此外，平衡超立方体中的每个顶点都有一个唯一的备份顶

点，且具有相同的邻居关系。这意味着在顶点发生故障时，运行在其上的任务可以轻松转移到其备份顶

点，而无需进行任何修改。 
平衡超立方体图的可靠性可以容斥原理来计算，首先需要明确对于 n 维平衡超立方体图，可以通过

删除 nBH 中的所有 d-边，可以将 nBH 划分为 4 个不相交的 1nBH − 子网络，其中 { }0,1, , 1d n∈ − ，用 ,d lH
表示 nBH 中由点集 ( ){ }0 1 1 :d n n du u u u u V BH u l−= ∈ =  导出的子图，则 ,0dH 、 ,1dH 、 ,2dH 和 ,3dH 显然是

通过删除所有 nBH 中的 d-边得到的 4 个不相交的 1nBH − 子网络。 
根据文献[13]的研究可知， nBH 中任意的 1nBH − 子网络可以被唯一的 ,d lH 表示，这说明 nBH 中有且仅

有 4n 个不同的 1nBH − 自网络。因此可知，在 nBH 中，当每个节点独立工作且正常运行概率为 p 时， 1n −
维子网络 1nBH − 正常工作的子网络可靠性 ( )1n

nR p− ： 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

4 1 21

1 1 4 1 4

3 4 1

1 4

1 , 1 , ,

1 , , , 1 1,2, ,4

n
n
n

i i j n i j l n

n

i j l m n

R p R p R i j p R i j l p

R i j l m p R n p

−

= ≤ < ≤ ≤ < < ≤

−

≤ < < < ≤

= + − + −

+ − + −

∑ ∑ ∑

∑ 

  (4) 

将式(4)右端前三项的和作为 ( )1n
nR p− 的上界，右端前四项作为 ( )1n

nR p− 的下界。由于 ( )1n
nR p− 的值域

为 [ ]0,1 ，可得： 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
4 1 2

1 1 4 1 4
min 1 , 1 , , ,1

n

U
i i j n i j l n

R R p R i j p R i j l p
= ≤ < ≤ ≤ < < ≤

 
= + − + − 

 
∑ ∑ ∑   (5) 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

4 1 2

1 1 4 1 4

3

1 4

max 1 , 1 , ,

1 , , , ,0

n

L
i i j n i j l n

i j l q n

R R p R i j p R i j l p

R i j l q p

= ≤ < ≤ ≤ < < ≤

≤ ≤ ≤ ≤ ≤

= + − + −



+ − 



∑ ∑ ∑

∑
  (6) 

根据平衡超立方体的性质可知，对于任意的 1nBH − 子网络共有 14n− 个顶点，且 nBH 中顶点的可靠性为

p ，可知 ( ) ( )( ) ( ) 14, 1,2, ,4
n

R p R i j p R n p
−

= = = =  ，而不同的 1nBH − 子网络之间可能包含共同顶点，故

需要对 2 个和 3 个 1nBH − 子网络间的相交方式进行分类讨论： 
对于 2 个 1nBH − 子网络，有且仅有 2 种不同的相交方式(见图 2)： 

其中满足类型 1 的不同相交方式共有
4

6
2

n n 
× = 
 

种，满足类型 2 的共有 

( ) ( )
1

16 16 1 8 1
2

n
n n n

− 
+ − = − 

 
种，证明过程见参考文献[14]。 

 

 
(a) 类型 1                     (b) 类型 2 

Figure 2. The intersection mode of two (n-1)-dimensional subnetwork graphs 
图 2. 2 个 n-1 维子网络图的相交方式 
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而对于 3 个 1nBH − 子网络，有 3 种不同的相交方式(见图 3)： 
其中满足类型 1 的不同相交方式共有 4n 种，那满足类型 2 的不同相交方式有 ( )24 1n n − 种，满足类 

型 3 的不同相交方式有
( )( )32 1 2

3
n n n− −

种，证明过程见参考文献[13]。 

 

 
(a) 类型 1                (b) 类型 2           (c) 类型 3 

Figure 3. Intersection patterns of three (n-1)-dimensional subnetwork graphs 
图 3. 3 个 n-1 维子网络图的相交方式 

 
因此当 3n ≥ 时，有上限： 

 
( )

( ) ( )( )

1 1 2

1 2 3

4 2 4 7 4

3 4 10 4 37 4

min 4 6 8 1

32 1 2
4 24 1 ,1

3

n n n

n n n

UR np np n n p

n n n
np n n p p

− − −

− − −

× ×

× × ×

  = − + −  
− −  + + − +  
  

  (7) 

同理我们还需讨论 4 个 1nBH − 子网络之间的不同相交方式来得到 ( )1n
nR p− 的下界： 

对于 4 个 1nBH − 子网络之间的相交方式共有 5 种(见图 4)： 
 

 
(a) 类型 1             (b) 类型 2          (c) 类型 3              (d) 类型 4            (e) 类型 5 

Figure 4. Intersection patterns of four (n-1)-dimensional subnetwork graphs 
图 4. 4 个 n-1 维子网络图的相交方式 

 
对于类型 1 共有 n 种不同的相交方式；对于类型 2 共有 ( )16 1n n − 种不同的相交方式；满足类型 3 的

共有 ( )18 1n n − 种；而类型 4 和类型 5 各有 ( )( )48 1 2n n n− − 和
( )( )( )32 1 2 3

3
n n n n− − −

种不同的相交方式，

因此我们可以得到 ( )1n
nR p− 下界的表达式： 

 

( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )( )( )

1 1 2

1 2 3

2 2 3

4

4 2 4 7 4

3 4 10 4 37 4

4 13 4 12 4 46 4

175 4

max 4 6 8 1

32 1 2
4 24 1

3

16 1 18 1 48 1 2

32 1 2 3
,0

3

n n n

n n n

n n n n

n

LR np np n n p

n n n
np n n p p

np n n p n n p n n n p

n n n n
p

− − −

− − −

− − −

−

× ×

× × ×

× × ×

×

  = − + −  
− − 

+ + − + 
 


− + − + − + − −


− − −  + 
 

  (8) 
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由此可以得出平衡超立方体图的可靠性区间。 

3.2. Godan 网络模型 

定义：对于置换
1 2

1 2
, i

n

n
i p

p p p
 

→ 
 





为方便起见，我们用 1 2 np p p 来表示该置换。每个置换都

可以表示为若干个循环的乘积[14]。例如： ( )
1 2 3

1 3 2
3 1 2
 

= 
 

。特别地，恒等置换记为 

( )
1 2

1
1 2

n
n

 
= 

 





。两个置换的乘积στ 是指先进行τ 映射再进行σ 映射的复合，例如： 

( )( ) ( )1 2 1 3 1 3 2= 。令 ( ) ( ) ( ){ } ( )( ){ }1 2 , 1 2 3 , 1 3 2 1 2 3 : 4i i n∗Ω = ≤ ≤ 且 s∗ ∗∈Ω 。n 维戈

丹图 nEA 是一个以 ( )n nV EA S= 为顶点集的图，其中两个顶点 u 与 v 相邻当且仅当 u vs∗= 。注意到若

u vs∗= ，则 ( ) 1
v u s

−∗= 且 ( ) 1
s

−∗ ∗∈Ω 。由定义容易看出， nEA 是一个具有 !n 个顶点的 n-正则图。 
Ren 和 Wang [14]引入了 n-维 Godan 网络 nEA 作为互连网络的拓扑结构，他们证明了其具有许多理

想的特性，如规则性、高连通性和顶点可换性。Godan 网络 4EA 如图 5 所示。 
 

 
Figure 5. The Godan graph model EA4 
图 5. Godan 网络模型 EA4 

 
在 nEA 中，当每个节点独立工作且正常运行概率为 p 时， 1n − 维子网络 1nGH − 正常工作的子网络可靠

性 ( )1n
nR p− ，通过容斥原理计算公式如下： 

 
( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )( )

3
1 21

1 1 3 1 3

3 3 1

1 3

1 , 1 , ,

1 , , , 1 1,2, , 3

n n
n
n

i i j n n i j l n n

n n

i j l m n n

R p R p R i j p R i j l p

R i j l m p R n n p

−
−

= ≤ < ≤ − ≤ < < ≤ −

− −

≤ < < < ≤ −

= + − + −

+ − + − −

∑ ∑ ∑

∑ 

  (9) 

4. 结论 

总结：本文介绍了容斥原理在网络可靠性分析中的应用，阐述了容斥原理的基本概念、数学表达形
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式及其在网络可靠性分析中的应用。通过构建基于容斥原理的网络可靠性分析模型，针对两类网络拓扑

结构进行实例分析，给出了容斥原理下，两类网络可靠性分析的计算公式。 
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