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摘  要 

本文基于经典的SIR模型，构建了包含医疗资源有限以及固定时刻脉冲策略的传染病模型，旨在刻画间歇

性疫苗接种对传染病控制的影响。通过运用频闪映射、不动点定理以及Lambert W函数的性质，分析了

疾病根除周期解的存在性。接着，结合Floquet乘子理论、比较定理和不等式放缩方法，研究了系统的全

局渐近稳定性。随后，通过数值模拟分析了医疗资源约束对疾病传播的影响，并结合敏感性分析识别出

影响传染病传播的关键参数。研究结果表明，在固定时间节点实施疫苗接种策略能够有效抑制疾病传播，

且接种间隔越短，防控效果越显著。 
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Abstract 
In the context of limited medical resources, this paper builds an infectious disease model based on 
the classical SIR model, incorporating a fixed-time impulse vaccination strategy to examine the im-
pact of intermittent vaccination on disease control. By utilizing stroboscopic mapping, the fixed-
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point theorem, and the properties of the Lambert W function, the existence of periodic solutions for 
disease eradication is analyzed. Subsequently, the global asymptotic stability of the system is stud-
ied using Floquet multiplier theory, comparison theorems, and inequality scaling methods. Subse-
quently, numerical simulations were conducted to analyze the impact of healthcare resource con-
straints on disease transmission, and sensitivity analysis was employed to identify the key param-
eters influencing the spread of infectious diseases. The results indicate that implementing vaccina-
tion strategies at fixed time points can effectively suppress disease transmission, and shorter vac-
cination intervals lead to more significant control effects. 
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1. 引言 

疾病与人类文明相伴相生，历次全球传染病大流行深刻影响了社会发展。从古代天花的肆虐到中世

纪黑死病的爆发，传染病始终威胁着人类的健康与生命安全，也不断推动着相关科学研究的深入[1]-[4]。
每一次重大传染病的爆发都促使医学、公共卫生以及全球合作等领域的迅速发展，推动了疫苗研发、疾

病预测模型的建立和全球健康治理机制的完善。尽管科学在防治传染病方面取得了显著进展，全球化的

背景和病原的变异依然使传染病成为人类健康的重要挑战，且对经济、社会稳定和国际合作产生深远影

响[5]。因此，研究和应对传染病的挑战，尤其是在全球范围内，依然是当今时代亟待解决的重要课题[6]。 
数学模型是研究传染病传播规律与防控策略的重要工具，近年来，许多研究者在经典 SIR 模型的

基础上，发展了多种模型来分析传染病的传播机制[7]-[9]。Kermack 和 McKendrick [10]提出的经典 SIR
模型为传染病传播提供了基本框架，但在考虑潜伏期、疫苗接种等复杂因素时存在局限。为此，Cao 等

人[11]在经典模型基础上建立了 SEIAR 模型，研究了 Omicron 变异株的传播机制，提升了模型的现实

适用性。Velasco-Hernández 等人[12]则将疫苗接种纳入模型，分析了疫苗在控制疟疾传播中的作用。此

外，部分学者将疾病控制策略等因素纳入模型，探索了不同防控措施的影响[13]。这些基于常微分方程

的模型有效描述了感染人数变化的趋势，为传染病预测、控制策略优化及公共卫生决策提供了重要的

理论依据。 
然而，在实际传染病爆发中伴随医疗资源的紧缺，如疫苗、药物、医护人员和医疗设施的不足，这

使得如何合理利用有限资源成为传染病控制的关键[14]。与此同时，人口流动、年龄结构等社会因素通常

导致疾病传播呈现周期性波动，增加了传染病控制的复杂性[15]。因此，传统的连续控制策略往往难以应

对这种变化，尤其在疫苗接种和治疗的过程中，这使得引入非线性脉冲控制显得尤为必要，以更贴近真

实的疫苗接种过程和动态变化的传染病需求。尽管现有研究多集中于疾病流行规律的预测，但在资源有

限的情况下，如何设计和分析有效的防控策略仍显不足。为此，本文在经典 SIR 模型的基础上，建立具

有医疗资源约束和非线性脉冲控制的 SIR 传染病模型，旨在研究和分析间歇性疫苗接种对传染病传播的

影响。 
本文结构安排如下：第二节建立了具有资源限制的非线性脉冲 SIR 传染病模型；第三节研究了疾病

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2026.165148
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


李静 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.165148 254 理论数学 
 

根除周期解的存在性与稳定性；第四节计算了模型的基本再生数，并通过数值模拟探讨了关键参数对阈

值的影响，以及资源约束条件下的传染病动态演化；最后一节总结全文并展望未来研究方向。 

2. 模型建立 

疫苗接种对传染病的传播和控制至关重要。为反映疫苗接种对疾病传染率的抑制效应或“心理”效

应，引入了一个饱和常数 [ ]0,1k∈ ，使得发病率由双线性形式 ( ) ( )S t I tβ 转变为具有疫苗接种的抑制形式

( ) ( ) ( )( )1S t I t kI tβ + 。此时，当 k 值减小，抑制效应增强，疾病发病率降低，易感者人口数量减少；而

当 k 值增大，抑制效应减弱，疾病发病率增强，易感者人口数量增多。基于此，在文献[10]所提模型的基

础上建立如下 SIR 传染病模型 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
1 1
S t I t S t I t

S t b bS t I t I t bI t R t I t bR t
kI t kI t

β β
γ γ= − − = − − = −

+ +
    (1) 

其中， ( )S t ， ( )I t 和 ( )R t 分别代表在 t 时刻的易感者、感染者和恢复者的人口数量；死亡率和出生率相

等都为 b ； β 代表传染率； γ 代表恢复率。值得注意的是，恢复者不会影响易感者和感染者的动力学行

为，故不作分析。同时，疫苗接种率受人口规模与分布密度影响，即人口多且集中地区接种更易实施且

免疫效果更好，反之则更困难、效果较差。因此，疫苗接种率并非常数，而是受外界因素影响的非线性

函数。考虑传染病暴发过程中医疗资源的约束，设疫苗接种率为 p，并采用 Sigmoid 函数[14]对其进行

刻画，即 

 ( ) ( )
1

1,  0 1.
1 e S t

pp t p
−

= ≤ ≤
+

 (2) 

同时，疫苗的接种是间歇性实施的。因此，建立如下具有医疗资源限制及非线性脉冲的传染病模型 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

,
1

, ,
,

1

1 ,
1 e , ,
,

S t

S t I t
S t b bS t

kI t
t nT n N

S t I t
I t I t bI t

kI t

pS t S t
t nT n N

I t I t

β

β
γ

+
−

+

 
= − − +  ≠ ∈

 = − −  + 
   = −   +  = ∈  = 





 (3) 

在这里， 1p 为最大接种率，其他参数与模型(1)意义相同。 

3. 疾病根除周期解的存在性与稳定性 

3.1. 疾病根除周期解的存在性 

当 0I = 时，模型(3)的可简化为 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )1

, ,

1 , ,
1 e S t

S t b bS t t nT

pS t S t t nT+
−

 = − ≠

  = − =  + 



 (4) 

由(4)式中第一个公式可得 ( ) ( )( )d 1 dS t S t b t− = ，再两边同时积分得 

 ( ) ( ) ( )1 e 1b t nTS t S nT − −+ = − +   (5) 
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是模型(4)在区间 ( ), 1nT n T+   上的解。将 ( )( )1S n T ++ 分别带入(5)式和(4)中的第二个式子，有 

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1
1

1 e 11 1 1 1
1

,
e

.bT
S n T

pn T S n TS S nT S n T+ − +
− +

 
+ + = − + 

+ 
 = − +   (6) 

再将(6)式中第一个公式代入第二个公式 

 ( )( )
( ) ( )( )

( )

1 e 1

1

1 e 1

e 1 1 e 1
.

e
1

1

bT

bT

S nT bT

S nT

p S
S

n
T

T
n

+ −

+ −

 − − + + −  

 − − +  

+

  + − − +  
= 

+
+   (7) 

记 ( ) nS nT S+ = ，则由(7)式可以定义如下的频闪映射 

 
( ){ } ( )

( )
( )

1

1 11

e 1
1

e

e 1 1 e 1

e 1

bT
n

bT
n

S b
n

n

T

nS

p S
f SS

−

−

− − + −

− − ++

 + − − + 

+
=   (8) 

且由 

 ( )
( ) ( )

( )

1 e
1

2

1

1 e 1

e e 2 e 1 e 1
e ,

e 1
1

bT
n

bT
n

SbT bT bT
n n bT

S
n

p S S
f S

−

−

− − +− − −
−

− − +

− + + − +

+

 
   ′ = − 

  
   

 (9) 

可知 ( )0 1nf S′< < 恒成立。为求解频闪映射(8)的不动点 S，将公式(8)改写成 

 ( ) ( ) ( )1 e 1 1 e 1
1e 1 e 1 1 e 1 .

bT bTS S bTS p S
− −   − − + − − + −        + = + − − +       

 

   (10) 

定义 ( )2 1 e 1bTA S −= − + ，则 ( )2 1 e 1bTS A= − + ，故(10)式等价于 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
2 1 21 e 1 e e 1 e 1 e 0,AbT bT bT bTA p A−   − − + − + − − − + − =     (11) 

将其改写成 ( ) ( )2
2 2e 0AaA a cA a−− + + − + = ，则等价于 ( ) 2

22 1 e 1A cA aA −− =+ − ，其中 1 e 0bTa = − < ，

11 e 0bTc p= − − < 且 10 1p≤ ≤ ，故 a c≥ 。本文用两种方法讨论频闪映射(8)不动点的存在性和唯一性，即

超越方程(11)正解的存在性和唯一性。 
方法一：解析法。不妨将(11)式中的 2A 看作未知数 x ，则可设 ( )1 1 e xf x −= − + ， 2 1f cx a= − 。令 1 2f f= ，

则 ( )1 e 1xx cx a−− + = − 两边乘 e 可得 

 ( ) 11 e 1 e,x cx x
a

− +  − + = − 
 

 (12) 

根据 Lambert W 函数[10]，(12)式可变为 

 1 Lambert W 1 e ,cx x
a

  = − −    
 (13) 

而 Lambert W(Z)函数的定义域为 )1e ,−− +∞ ，从而 1ez −≥ − ，即 

11 e e ,c x
a

− − ≥ − 
 

 

解得 ( )21 ex a c−≥ − ，则(13)式满足 

 ( )2Lambert W 1 e 1 1 e ,c ax
a c

−  − ≤ − −    
 (14) 
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易知 20 e 1a c−< < 。令 

Lambert W 1 e 1 ,c ax
a c

  − ≤ −    
 

此时(14)式依然成立且 1 ebTa = − ， 11 ebTc p= − − ，故 ( )1 11 1 ebTa c p p− = − − − ，此时取 1 0p = 有最小值，

即 ( )Lambert W 1 e 0cx a − ≤   ，由 Lambert W 函数的定义及其相关性质得 ( )1 e 0cx a − ≤ ，即 x a c≤ ，故

x 满足 ( )21 ea c x a c−− ≤ ≤ ，而 ( )2 1 e 1bTx A S −= = − + ，因此 

( )( ) ( )
2

1 1

1 e 1 e 1 e1 e 1 ,
1 e 1 e

bT bT
bT

bT bTS
p p

−
−

− − − ≤ − + ≤ − − − −
  

即公式(12)必然存在一个正根。 
由 ( ) ( )11 e 1 ebT bTp− − − 是一个关于 1p 的减函数，故当 1 0p = 时存在最大值 1。已知 0 1b≤ ≤ ，若

0 2b T≤ < ，则 S的范围是 0S > ，从而 Lambert W 函数图像上存在大于 0 的点，使得频闪映射(8)至少存

在一个正根 S。 
方法二：数形结合。利用 Matlab 软件作图可得到以下图像。 
 

 
Figure 1. The graphs of functions 1f  and 2f , where 1c a > , 5a = − , 6c = −  
图 1. 函数 1f 和 2f 的图像，其中 1c a > ， 5a = − ， 6c = −  

 
如图 1 所示，函数 1f 和 2f 存在唯一的正交点，即(12)式存在唯一的正根 ( )2 1 e 1bTx A S −= = − + 。这表

明映射(8)存在唯一不动点 S，使得 ( )S f S=  成立。由 ( )0 1nf S′< < 可知，频闪映射(13)的不动点 S是稳

定的。通过脉冲微分方程的相关理论可得，根据模型子系统建立的频闪映射(9)中不动点的存在性和稳定

性与非线性脉冲控制微分方程(4)中模型正周期解的存在性和稳定性是等价的。综上所述，模型(4)中存在

一个稳定的正周期解 ( )*S t ，即 

( ) ( ) ( ) ( )* 1 e 1, 1 .b t nTS t S nT t n T− −= − + < ≤ +  
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综上所述，有如下定理成立： 
定理 1 模型(3)存在一个正周期解 ( )*S t ，且当 t →+∞时，任意正解 ( )S t 满足 ( ) ( )* 0S t S t− → 。同

时，模型(3)还存在一个疾病根除周期解 ( )( )* ,0S t ，其中 

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )* ,0 1 e 1,0 , 1 .b t nTS t S nT t n T− −= − + < ≤ +  (15) 

3.2. 疾病根除周期解的稳定性 

本节将进一步讨论模型(3)中疾病根除周期解 ( )( )* ,0S t 的全局渐近稳定性。 
定理 2 若 1

0 1< ，则模型(3)的疾病根除周期解 ( )( )* ,0S t 是全局渐近稳定的，其中 

 
( )( )

( )
1
0

1 1 e
,

bTS bT

bT b

β

γ

− − − + =
+



  (16) 

且 S由(10)式和(15)式定义。 
证明：令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* , ,S t U t S t I t V t= + =  

这里的 ( )U t 和 ( )V t 都是一个小的扰动，模型(3)在相应变分方程处的解为 

( )
( )

( )
( )
( )
0

, 0 .
0

U t U
t t T

V t V

   
= Φ ≤ <      

   
 

定义 

1 2, ,
1 1

SI SIf S b bS f I I bI
kI kI

β β γ= = − − = = − −
+ +

   

故 

1

2

,
1

,
1

SIf b bS
kI

SIf I bI
kI

β

β γ

 = − − +

 = − − +

 

其雅克比矩阵为 

 
( )

( )

2

2

1 1
,

1 1

I Sb
kI kI

J
I S b
kI kI

β β

β β γ

 − − − + + =  
 − −
 + + 

 (17) 

将 ( )( )* ,0S t 代入(17)式可得 

( )
( )

*

*0

t

t

b S
J

S b

β

β γ

 − −
=   − − 

 

基解矩阵 ( )tΦ 满足 

( ) ( )
( )

( )
( )

*

*

d
,

d 0

t

t

b St
J t t

t S b

β

β γ

 − −Φ
= Φ = Φ  − − 
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和 ( )t IΦ = ， I 为单位矩阵，由此有 

( )
( )( )*

0 d

e
,

0 e
T

bT

S t b t
T

β γ

−

− −∫

 ∗
 Φ =
 
 

 

∗不影响本文的研究，故省略了∗的具体表达式。同理，模型(3)中的第三、四个公式 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

11 ,
1 e

,

S t

pS t S t

I t I t

+
−

+

  = −  + 
 =

 

再次计算雅克比矩阵，并将 ( )( )* ,0S t 代入 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

* *

*

1

2

* e e 1
0d 10 ,d e 1

0 1
0 1

T T

T

S S

S

p St
S

TS
− −

+

−

  + +     −   =     +     
   

 

 

同理 

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )

* *

*

1

2

* e e
0

,

0 1

1
1

e 1

T TS S

TS

p S
U nT U nT U nT

B nT
V nT V nT V nT

T − −

+

−
+

  + +     −       =       +              
 
 

  

此时，若单值矩阵 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )( )

* *

*
*

0

1

2

*

d

e e 1
e0

,
0 e

0

1
e 1

1

T

T T

bT

T
S t b

S S

S
t

T

M B T T

p S

β γ
−

−

− −

− −

∫

  + +   − 
  +   



 ∗
 Φ =
 




 

  

其中两个特征值的模小于 1，则表明 ( )( )* ,0S t 是局部渐近稳定性的，且矩阵 M 的两个特征乘子分别为 

 
( ) ( ) ( )

( )

( )( )
* *

*
0

*

1

1 22

*
d

e e 1
1 e ,

e 1
e ,

T
S S

b

T T
S t bT

S

t

T

Tp S
β γ

λ λ
− −

− −−

−

∫

  + +   = − = 
  +   

 (18) 

这里， 10 1λ< < 。因此， ( )( )* ,0S t 的稳定性由特征乘子 2λ 的大小决定，而 2 1λ < 等价于 ( )( )*
0

d
T

S t b tβ γ− −∫ 。

根据(16)式可知 

( ) ( ) ( ) ( )* 1 e 1, 1 .b t nTS t S nT t n T− −= − + < ≤ +  

故取 0n = 时，则 ( ) ( )* 1 e 1btS t S −= − + 。对 ( )*S t 在 [ ]0,T 范围内积分可得 

 ( ) ( ) ( )( )*
0 0

1
d d .

1 e
1 e 1

bt
bT tT

S t t t T
b

S
S

−
−

−
 

−
− += = + ∫ ∫



  (19) 

根据(19)式，有 
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( )
( )( )*

0

1 1 e1 d ,
bT

T S bT
S t t

T bT

−− − +
=∫


 

故 

( )
( )( )*

0

1 1 e1 d ,
bT

T S bT bS t t
T bT

γ
β

−− − + +
= <∫


 

即 

 
( )( )

( )
1 1 e

1.
bTS bT

bT b

β

γ

− − − +  <
+



 (20) 

也就是说，当 1
0 1< 时， ( )( )* ,0S t 是局部渐近稳定的。接下来，将证明 ( )( )* ,0S t 是全局吸引的。由于 1

0 1< ，

因此对充分小的 1 0ε > ，有 

 ( )( )1
*

0

1 d ,
T bS tt

T
γ
β

ε +
<+∫  (21) 

由模型(3)可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )1

, ,

1 , ,
1 e S t

S t b bS t t nT

pS t S t t nT+
−

 < − ≠

  = − =  + 



 

再考虑模型(3)的比较方程 

( ) ( )

( ) ( ) ( )1

, ,

1 , ,
1 e Z t

Z t b bZ t t nT

pZ t Z t t nT+
−

 < − ≠

  = − =  + 



 

易得 ( ) ( )S t Z t≤ ，且当 t →+∞时有 ( ) ( )*Z t S t→ ，所以存在充分小的 1 0ε > 和充分大的 1 0t > ，使得当 1t t≥
时，有 

 ( ) ( ) ( )*
1,S t Z t S t ε≤ < +  (22) 

当 1t t> 时，联立(3)和(22)式有 

( )
( )
( ) ( )

*
1 .

1
S t

I t b I t
kI t

β ε
γ

  +  ≤ − −
 + 

  

进一步，考虑比较方程 

 
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

*
1

1 1

1 1

, ,
1

, ,

S t
y t b y t t nT

kI t

y t y t t nT

β ε
γ

+

   +   = − − ≠  +  


= =



 (23) 

对方程关于区间 ( ), 1nT n T+   求积分 

( )( )
( )

( )
( )

( )
*

1 11

1 1

1
ln d ,

1
n T

nT

S ty n T
b t

y nT ky t
β ε

γ
+   ++   = − −

 + 
∫  
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将两边化简 

( )( )
( )

( )
( )

( )
*

11

1
d

11

1

1
e ,

n T
nT

S t
b t

ky ty n T
y nT

β ε
γ+

  +  − − + 
 

∫+
=  

( )( ) ( )
( )
( )

( )

( )
( )
( )

* *
1 11

0
1 1

d d
1 1

1 1 11 e e ,

n T T
nT

S t S t
b t b t

ky t ky t
y n T y nT y nT

β ε β ε
γ γ+

      + +      − − − −   + +   
   

∫ ∫

= =+  

通过数学归纳法可得 

( ) ( )( )
( )
( )

( )( )
( )
( )

( )
( )
( )

*
1

0
1

*
1

0
1

*
1

0
1

d
1

1 1

2 d
1

1

d
1

1

1 e

2 e

0 e ,

T

T

T

S t
b t

ky t

S t
b t

ky t

S t
n b t

ky t

y nT y n T

y n T

y

β ε
γ

β ε
β γ

β ε
β γ

  +  − − + 
 

  +  − − + 
 

  +  − − + 
 

∫

∫

∫

=

=

−=

−

 

其中 ( ) ( )1 10 0 0y y += > ，由(23)知 ( ) ( )*
10

d
T

S t t b Tε γ β + < + ∫ ，则 

( ) ( ) ( )( )*
10 0

d , d 0,
T T

b T b t S t b tγ β γ ββ ε γ + = + + − − < ∫ ∫  

进而当 n →+∞时
( )( )*

10 d
e 0

Tn S t b tβ ε γ + − − 
  ∫ = ，根据上式可得 

 

( )
( )

*
1

0
1

d
1

e 0,

T S t
n b t

ky t

β ε
β γ
  +  − − + 
 

∫

=  (24) 

将(24)代入到 ( )1y nT 中，有 ( )1lim 0
n

y nT
→∞

= 。同时，由比较方程(23)可得 

 ( ) ( )
( )
( )

( )

*
1

1
d

1

1 1 e , , 1 ,

t
nT

S t
b t

ky t
y t y nT t nT n T

β ε
β γ
  +  − − + 
 

∫

= ∈ +    (25) 

且根据 

( )
( )

*
1

1
d

1
e

t
nT

S t
b t

ky t

β ε
β γ
  +  − − + 
 

∫

 

的有界性可推出 ( )1lim 0
t

y t
→∞

= 。设 ( ) ( )( ),S t I t 是模型(3)初值为 ( )0 0,S I 的一般解，其中 

( ) ( ) ( )0 0 10 0, 0 0 0,S S I I y+ += > = = >  

由比较定理可得 ( ) ( )1limsup limsup 0
t t

I t y t
→∞ →∞

≤ = 。考虑到 ( )I t 的正性，有 ( )lim 0
t

I t
→∞

= 。相应地，存在充分大

的 2 1 0t t> > 和充分小的 2 0ε > ，使得当 2t t≥ 时有 ( ) 20 I t ε< ≤ 成立，进而对所有的 2t t> 有 

( ) ( ) ( )2

2

d
,

1 d
S t

b b S t b bS t
k t

βε
ε

 
− + ≤ ≤ − + 

 

再考虑如下方程 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

2
2 2

2

1
2 2

, .
1

1 , ,
1 e y t

y t b b y t t nT
k

py t y t t nT

βε
ε

+
−

  
= − + ≠  +  


  = − =  + 



 (26) 

由模型(26)中第一个公式可得 

( ) ( )2 2
2

2

d
,

d 1
y t

b b y t
t k

βε
ε

 
= − + + 

 

将上式两边同时积分可得 

( )

( )
2

2
2

2

d
d ,

1

t t

nT nT

y t
t

b b y t
k

βε
ε

=
 

− + + 

∫ ∫  

故 

( )
( )

2
2

2 2 2
2

2 22

2

ln
1

, ln ,
1 1

1

t

t t
t
nT

nTnT

nT

b b y t
k

t b b y t b t
k k

b
k

βε
ε βε βε

ε εβε
ε

  
− +   +        − + +     + +      −

= =
+

+

−

 
 

 

因此 

( )

( )
( )

2
2

2 2

22
2

2

1
ln ,

1
1

b b y t
k

b t nT
k

b b y nT
k

βε
ε βε

εβε
ε

 
− + +    = − + − +   − + + 

 

将两边同时化简 

( ) ( )
( )2

212 2
2 2

2 2

e
1 1

,
b t nT

kb b y t b b y nT
k k

βε
εβε βε

ε ε

 
− + − 

+ 
    

− + = − +     + +    
 

从而 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2

212 2
2 2

2 2 2 2

1 1
e ,

1 1

b t nT
kb k b k

y t y nT
b k b k

βε
εε ε

βε ε βε ε

 
− + − 

+ 
 + +

= + + + + + 
 

模型(26)在 ( ), 1nT n T+   上的解为 

 ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2

212 2
2 2

2 2 2 2

1 1
e .

1 1

b t nT
kb k b k

y t y nT
b k b k

βε
εε ε

βε ε βε ε

 
− + − 

++  
 + +

= − + + + + + 
 (27) 

将 ( )( )2 1y n T ++ 分别带入上式和子系统中的第二个公式，可得 

 
( )( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

2

2

2

12 2
2 2

2 2 2 2

1
2 21

1 1
1 e ,

1 1

1 1 1
1 e

b T
k

y n T

b k b k
y n T y nT

b k b k

py n T y n T

βε
εε ε

βε ε βε ε

 
− + 

++  

+
− +

  + + + = + + + + +  
  

+ = − +  
+ 

 (28) 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.165148


李静 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.165148 262 理论数学 
 

再将(28)中得第一式代入第二式，易得 

 ( )( )
( )( )( ) ( )( )

( )( )

2

2

1
1 2

2 1

e 1 1
1 ,

e 1

y n T

y n T

p y n T
y n T

− +

+
− +

+ − +
+ =

+
 (29) 

记 ( )2 2
ny nT y+ = ，则 

 ( )( ) ( )
( )

( )
( )

2

212 2
2 2

2 2 2 2

1 1
1 e ,

1 1

b T
kn b k b k

y n T y
b k b k

βε
εε ε

βε ε βε ε

 
− + 

+ 
 + +

+ = + + + + +
−

 
 (30) 

将(29)和(30)联立，可建立如下的频闪映射 

 

( )( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

2

2

1
1 2

1
2 21

e 1 1
,

e 1

n

n

y n T n

n n
y n T

p y n T
y f y

− +

+

− +

+ − +
=

+
  (31) 

同理也可得到在频闪映射中只存在唯一不动点 2y ，使得 ( )2 2f y y=  。同时，可推导出模型存在一个全局

渐近稳定的正周期解 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

2

212 2*
2 2

2 2 2 2

1 1
e , , 1 ,

1 1

b t nT
kb k b k

y t y t nT n T
b k b k

βε
εε ε

βε ε βε ε

 
− + − 

+ 
 + +

= + ∈ +    + + + +
−


  

其中不动点 2y 由上述频闪映射得到，且 ( ) ( ) ( )2y S Zt t t≤ ≤ 。此外，当 t →+∞时，有 

( ) ( )
2 2

ty t y→ 和 ( ) ( )* .Z t S t→  

所以，存在充分大的 3 2 0t t≥ > 和充分小的 3 0ε > ，使得当 3t t> 时，有 

( ) ( ) ( )*
2
*

3 3 ,t t ty S Sε ε− < < +  

且当 2 0ε → 时，有 ( ) ( ) ( )* *
3 3S t S t S tε ε− < < + 。因此，当 t →+∞时， ( ) ( )*S t S t→ ，这样就证明了当 0 1<

时，模型(2.6)的疾病根除周期解 ( )( )* ,0S t 是全局渐近稳定的。 

4. 基本再生数及数值模拟 

4.1. 基本再生数 

基本再生数 1
0 是确定疾病是否会广泛传播的阈值。为了研究T 是如何影响 1

0 的变化，需对模型(3)
的参数进行讨论。但是经过比较，本文需着重研究的参数是接种周期T 、最大接种率 1p 。故将阈值 1

0 关

于T 求极限可得 

 
( )( )

( )
1
00 0

1 1 e
lim lim 0,

bT

T T

S bT

bT b

β

γ

−

→ →

 − − +  =
+

=


  (32) 

这表明脉冲周期T 缩短到足够小时，阈值 1
0 会逐渐趋 0，此时感染者人口数量减少直至疾病根除，有利

于相关部门对传染病的防控，这也意味着接种疫苗的频率对传染病的防控有着非常重要的影响。紧接着，

采用数值方法研究模型中T 和 1p 等因素变化对阈值 1
0 造成的影响。然而，由于对 1

0 的理论研究过于困

难，我们不能分析出 1
0 的具体值，只能获得最为接近实际 1

0 脉冲周期的最大值 maxT 。针对模型(3)，假

设提高免疫接种的频率可使得对所有的 0t > 都存在 ( ) 0I t ≤ ，那么此时感染者人口数量将会单调下降，根

据非线性模型(3)中的第二个方程可得 
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( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )2

2

1
0, ,

1
c

b kI tS t
I t b I t S t S

kI t

γβ
γ

β

  + +
 = − − ≤ ≤
 + 



  

即当易感者 ( )S t 达到阈值 cS 时就实施一次脉冲接种。由模型(3)的第一个方程可知 ( ) ( )S t b bS t≤ − ，考虑

如下比较方程 

 ( ) ( ) ( ) 1, 0 1 ,
1 e c cS

px t b bx t x S−
 = − = − + 

  (33) 

即可得 

( )
( )11 e

1 1 e .
1 e

c

c

S
c bt

S

p S
x t

−
−

−

 + −
 = + −

+  
 

因此 

( ) ( )
( )11 e

1 1 e
1 e

,
c

c

S
c bt

cS

p S
S t x t S

−
−

−

 + −
 ≤ = + − ≤

+  
 

而上述中提到当 ( ) cS t S≥ ，易感者才实施一次脉冲接种，此时 

( ) ( )
( )11 e

1 1 e
1 e

,
c

c

S
c bt

cS

p S
S t x t S

−
−

−

 + −
 ≥ = + − ≥

+  
 

再关于 t 求解上述不等式 

 
( )( )

110 ln 1 ,
1 e 1c

c
S

c

p St
b S−

 
 < ≤ +
 + − 

 (34) 

进而 

 
( )( )

1 1
max

1 ln 1 .
1 e 1c

p c
S

c

p ST
b S−

 
 < +
 + − 

 (35) 

当接种周期小于 1
max
pT ，染病者将逐渐减少直至彻底根除。根据 Sigmoid 函数中对最大接种率 1p 的定

义， 10 1p≤ ≤ 。在这种情况下，最大的脉冲周期 1
max
pT 不超过 

( )( )
1
max

1 ln 1 ,
1 e 1c

c
S

c

ST
b S−

 
 = +
 + − 

 

并且 1
max
pT 作为一个单调递增的函数，确定 1 1

max max
pT T≤ 。因此，当 1

maxt T≤ 时，染病者的数量就将逐渐减少直

至传染病被彻底根除。上述不等式从一方面说明由于非线性因素 1p 的影响，根除传染病的难度将变大，

同时从另一方面也说明疫苗接种对传染病控制的重要性。 

4.2. 数值模拟 

利用 Matlab 软件对非线性脉冲控制接种模型(3)进行数值模拟，分析资源有限对模型(3)动力学行为

的影响，为非线性传染病模型的研究及传染病传播实施控制提供策略。 
图 2 描述的是资源有限对模型(3)中易感者 ( )S t 动力学行为的影响。从图 2(a)可以看出易感者在资源
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不受限制情况下，呈一个较为稳定的周期性震荡；从图 2(b)可看出的是易感者在资源有限条件下，呈现

的是一个起伏较大的震荡。这说明资源有限条件下制定的非线性脉冲控制策略使得模型(3)的动力学行为

变得更加复杂，有限的医疗资源给传染病的防控和治疗带来一系列挑战。 
 

 
Figure 2. Impact of resource limitation on the dynamic behavior of ( )S t  in model (6). Parameters: 

0.02b = , 1800β = , 120γ = , 2T = , 0.01k = . (a) 1 1p = ; (b) 1 0.5p =  

图 2. 资源有限对模型(6) ( )S t 动力学行为的影响。参数： 0.02b = ， 1800β = ， 120γ = ，

2T = ， 0.01k = 。(a) 1 1p = ；(b) 1 0.5p =  

 

 
Figure 3. Impact of resource limitation on the dynamic behavior of the infected population ( )I t  

in Model (6). Here, 0.02b = , 1800β = , 120γ = , 2T = , 0.01k = . (A) 1 1p = ; (B) 1 0.5p =  

图 3. 资源有限对模型(6)中 ( )I t 动力学行为的影响。其中 0.02b = ， 1800β = ， 120γ = ， 2T = ，

0.01k = 。(A) 1 1p = ；(B) 1 0.5p =  
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图 3 中利用了 ( )( )log I t 间接描述了资源有限对模型(3)中感染者 ( )I t 动力学行为的影响。图 3(a)表示

在医疗资源不受限制的条件下，感染者最后会趋于 0，传染病将会得到控制并根除；图 3(b)则表示在医疗

资源有限条件下，由于医疗条件比较落后且贫穷，政府无法长时间连续供应医疗资源，此时疫苗接种免

疫率只能达到一个相对较低的数值，最后导致的就是当地人群感染传染病的机率增大，感染人口数量增

多。故当疾病爆发后，医疗资源的数量与感染者人口数量息息相关。 
因此，为了应对有限资源条件下疫苗接种的压力，政府和公共卫生组织需要提前制定好具体全面的

计划并实施，争取让更多人都能进行接种工作，最终通过疫苗接种达成群体免疫。只有疫苗接种率越高，

国家建立的免疫屏障才越加坚实，才能在最短时间内更有效率的去控制传染病。此时，即便病毒发生了

变异，相关部门的防控措施也将更加完善。如果传染病爆发到不能控制的地步，那么病毒变异后留给相

关卫生部门采取措施的时间也会变少，最终感染风险将会大大增加，所以疫苗接种也是在与病毒变异比

拼谁的发展速度更快。同时，相关部门也应做好宣传，树立防疫意识，从每一件小事做起。当传染病来

袭之时，做好防范措施，更好地助力于公共部门对传染病的控制和研究。 
敏感性分析有助于揭示模型参数对基本再生数 1

0R 及传染病传播过程的影响，同时识别对疾病传播起

关键作用的敏感参数。在归一化前向敏感性分析方法[16]中，基本再生数 1
0R 的敏感性指数取决于各参数

的变化，其表达式为 

1
0

1
0

1
0

,R
i

R i
i R

ρ ∂
= ×

∂
 

其中 i 表 1
0R 中的任意参数，各参数 i 的敏感性指数已进行可视化展示，如图 4 所示。由图可知，传染率 β

和疫苗接种时间间隔T 的增大会导致基本再生数 1
0R 增大，从而提高疾病传播风险，而参数 1p ，b 和 γ 的

增加则会降低 1
0R ，对疾病传播起到抑制作用。值得注意的是，参数 β 和 γ 对传染病传播的影响最为显著。

因此，在疾病防控过程中，可以通过采取隔离措施、佩戴口罩、接种疫苗等手段降低传播率，同时加大

医疗资源投入以提高恢复率，从而有效控制传染病的传播。 
 

 
Figure 4. Sensitivity indices of the basic reproduction number 1

0R , where 0.2b = , 0.8β = , 
0.3γ = , 5T = , 1 0.4p =  

图 4. 基本再生数 1
0R 的敏感性指数图，其中 0.2b = ， 0.8β = ， 0.3γ = ， 5T = ， 1 0.4p =  
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5. 总结 

突发性传染病严重威胁人类健康，长期以来一直备受关注。本文在资源有限的背景下，建立了具有

非线性脉冲的传染病模型，探讨疫苗接种对传染病防控的影响。首先，采用解析法与数值模拟相结合的

方法分析了频闪映射不动点的稳定性和唯一性，并借助不动点定理及 Lambert W 函数的性质，研究了疾

病根除周期解的存在条件。同时，利用 Floquet 乘子理论和比较定理研究了模型的全局渐近稳定性。此外，

本文进一步讨论了决定疾病传播阈值的基本再生数，并通过数值模拟分析了资源受限条件对模型动力学

行为的影响。在此基础上，采用归一化前向敏感性分析方法对基本再生数进行了系统分析。研究结果表

明，传染病传播率与恢复率是影响疾病传播的关键参数；同时，间歇性疫苗接种策略能够有效抑制疾病

传播，且随着接种间隔的缩短，其防控效果逐步增强，甚至有望实现疾病的根除。 
然而，本文假设疫苗接种在固定时间间隔内进行，但实际上，更为合理的做法是根据疾病的规模、

传播速度以及资源的可用性来动态调整接种策略，这将有助于更有效地利用有限资源，避免资源浪费。

同时，在实际的传染病控制中，防控手段不仅限于疫苗接种，还包括隔离、社交距离、检测、治疗等多种

手段，这些措施可根据传染病发展情况灵活组合。在未来的研究中，将进一步探索多种控制手段的联合

应用，并评估其对疾病控制效果的综合影响，以期为实际防控策略的制定提供更加全面和精准的理论支

持。 
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