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摘  要 

本文首先在NDP加工模式(即只要机器空闲且有工件可选择，则必须立即选择工件加工)下分别研究了最

小化总完工时间平行机在线排序问题，并证明SPT是一个无界的在线算法。其次研究了最小化最大加权

流程时间在线分批排序问题，对工件加工时间无限制情形，证明不存在常数界的在线算法；对等长工件

情形，分别证明LSB是1-竞争的最优在线算法(在NDP加工模式下)和2-竞争的最好可能在线算法(在一般

加工模式下)。 
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Abstract 
This paper first studies the online scheduling problem on parallel machines to minimize the total 
completion time of jobs under the NDP processing mode (i.e., the available jobs cannot be delayed 
for processing when some machine is idle, it must be selected for processing immediately), and then 
prove that SPT is an unbounded online algorithm. Second, we studied the online batch- scheduling 
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problem to minimize the maximum weighted flow times of jobs. For the case that the job processing 
times are unrestricted, we show that there is no online algorithm with the constant competitive ratio. 
For the case of equal-length jobs, we prove that LSB is a 1-competitive optimal algorithm (under the 
NDP processing mode) and a 2-competitive best possible online algorithm (under the general pro-
cessing mode), respectively. 
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1. 引言 

在线排序是算法与运筹优化领域中发展最为迅速的研究方向之一。它通常要求算法制定者在只掌握

部分工件(已经到达的工件)信息或工件的部分信息(如到达时间已知，加工时间未知；加工时间已知，工

件权重未知等)的情况下制定排序策略，使得排序目标(一个或多个)达到最优。由于在线排序模式更接近

于现实环境，其被广泛地应用于产品加工、货物运输、交通调度、线上服务等众多领域[1]-[4]。 
竞争比是衡量在线算法性能的重要手段。一般将其定义为 ( ) ( ) ( ){ }sup : 0A I A I OPT I OPT Iρ ∀= > ，这

里的 I 表示工件集合， ( )A I 表示算法 H 作用在 I 上产生的排序目标值， ( )OPT I 表示最优排序下的目标

值。如果一个在线算法满足其竞争比刚好等于该排序问题竞争比的下界，则称该算法是解决该排序问题

的最好可能在线算法。当 1Aρ = 时， A 是一个最优算法。 
一般假设工件集合 I 中含有 n 个工件 1 2, , , nJ J J 。每一个工件 jJ 的信息参数包括到达时间 0jr ≥ ，

加工时间 0jp ≥ ，或者权重 0jw ≥ 。用 1 2, , , nC C C 分别表示 n 个工件在一个可行排序下的完工时间。用 

jC∑ 和 { }max 1
max j jj n

WF w F
≤ ≤

= 分别表示 n 个工件的总完工时间和最大的加权流程时间，其中 jJ 的加权流程 

时间为 ( )j j j j jw F w C r= − 。NDP 加工模式是 Li 和 Yuan [5]定义的一种机器选择工件加工的模式：如机器

空闲且有工件到达，则机器必须立刻选择工件开工。NDP 加工模式源于现实环境中一些产品的生产加工

方式。比如机械制造领域，一些超大型生产加工设备每次启动都要消耗大量的能源(如油气、网电等能源)。
为了降低能耗或减少污染，这些超大型加工设备一旦启动就会采取连续无延迟的加工方式去处理已到达

工件。有关 NDP 加工模式下的在线排序研究可参看近几年的文献[6]-[8]。一般加工模式是指在机器出现

空闲的任何时刻，若有工件到达，则机器可以立刻选择工件开工，也可不选择工件开工(即可延迟已到达

的工件开工)。本文在一般加工模式(即在工件开工无 NDP 限制)和 NDP 模式下研究的五个具体排序问题

用三参数表示法[9]，分别记为： 

Q(1,1): , ,j jP online r NDP C∑ ; 

Q(2,1): max1 , , ,jonline r p batch b WF− = ∞ ; 

Q(2,2): max1 , , , ,jonline r p batch b NDP WF− = ∞ ; 

Q(3,1): max, , 1, ,m j jP online r p p batch b WF= − = ∞ ; 

Q(3,2): max, , 1, , ,m j jP online r p p batch b NDP WF= − = ∞ , 
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其中 mP 表示有m  ( 1m ≥ )台平行机器，P 表示平行机的个数大于等于 2，“ ,p batch b− ”表示 b 个工件可

以放在一起形成一批工件在同一时刻开工且它们有相同的完工时间，“ b = ∞”表示批容量无限制，“ 1jp = ”

表示工件集合中的工件具有相同的加工时间(均为 1)。 
最小化总完工时间在线排序问题，在一般加工模式下的两个重要研究结果分别为 Lu 等人[10]给出了

一个 2-竞争的最好可能在线算法(D-SPT)对单机情形和 Liu 等人[11]证明算法的竞争比是 2 对多机情形。

最小化最大加权流程时间在线排序问题，目前的研究结果较少。Chai 等人[12]研究了工件的权重受限制

的单机在线分批排序问题，其研究结果包括：当工件的加工时间均为 1 且批容量有限制情形，分别给出 

了一个
1 4 1

2
w+ + -竞争的最好可能在线算法和 w -竞争的在线算法，对应 [ ]1,2w∈ 情形和 ( )2,w∈ +∞ 情形， 

这里的参数 w 等于工件集合里最大权值和最小权值之比。关于最小化最大流程时间在线排序问题相关研

究结果可参见文献[13]-[16]。 
本文将在第二节证明经典的 SPT 算法是关于问题 Q(1,1)的一个无界算法。在第三节证明问题 Q(2,1)

和 Q(2,2)均不存在常数界的在线算法。在第四节证明经典的 LSB 算法是 1-竞争的最优在线算法(对问题

Q(3,2))和 2-竞争的最好可能在线算法(对问题 Q(3,1)的 1m = 情形)。 

2. SPT 算法关于问题 Q(1,1)的性能分析 

Biskup 在 1999 年的研究[17]将 SPT (Shortest Processing Time)算法(也称 SPT 规则)列为“经典调度规

则”。SPT 算法的执行策略：若机器出现空闲时刻且有工件可选择，则立即选择加工时间最小的工件开 
工，否则机器保持等待。这里分别用 j

spt
C∑ 和 j

opt
C∑ 表示 SPT 算法和离线最优算法 OPT 关于任意一个工

件集合生成的排序所对应的目标函数值。 
定理 2.1 对于排序问题 Q(1,1)： , ,j jP online r NDP C∑ ，SPT 算法的竞争比是∞。 
证明不妨设有 m  ( 2m ≥ )台机器， 100n > 。工件集合 I 包含 32 1m n+ + 个工件，其中 m 个工件

1 2, , , mJ J J 的到达时间均为 0，加工时间均为 3
11
n

+ ，一个工件 0J 的到达时间为 0，加工时间为 1；另m

个大工件 1 2, , , mJ J J′ ′ ′
 在 1 时刻到达其加工时间均为 M (M 是个非常大的正数)； 3n 个加工时间为 0 的工件

31 2, , ,
n

J J J′′ ′′ ′′
 在 3

22
n

+ 时刻到达。各类工件的详细数据如下表： 

 

工件 0J  1 2, , , mJ J J
 1 2, , , mJ J J′ ′ ′


 31 2, , ,

n
J J J′′ ′′ ′′

  

到达时间 0 0 1 32 2 n+  

加工时间 1 31 1 n+  M  0 

 
根据 SPT 算法的执行规则，可知在 0 时刻工件 0 1 1, , , mJ J J − 被依次安排在m台机器上加工。注意到，

在 1 时刻虽然有m个大工件到达，但根据 SPT 规则将安排工件 mJ 开工。而这m个大工件分别在 3
11
n

+ 时

刻和 3
12
n

+ 时刻被依次安排在m台机器上加工。由于 3n 个 0 工件的到达时间是 3
22
n

+ ，此时大工件正在

被加工机器没有空闲，则这 3n 个 0 工件只能在大工件的最早完工时刻 3
11M
n

+ + 之后开始加工。于是可

得这 32 1m n+ + 个工件在 SPT 加工顺序下的完工时间和为 
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( ) ( )

( ) ( )

3
3 3 3 3 3

3
3

1 1 1 1 11 1 1 2 1 1 2 1

21 2 4 .

j
spt

C m m M M n M
n n n n n

mM n m M
n

     = + − + + + + − + + + + + + + +     
     

= + + + + +

∑
 

在离线最优序下工件集合 I 中的 32 1m n+ + 个工件的加工顺序是工件 0 1 1, , , mJ J J − 被依次安排在 m
台机器上在 0 时刻开工；在 1 时刻大工件已经到达，于是将一个大工件 1J ′安排在此时刻开工，将 

2 1, , ,m mJ J J −′ ′
 安排在 3

11
n

+ 时刻开工；注意到 mJ 在 3
22
n

+ 时刻完工，而 3n 个 0 工件此时刚好到达，于是

将其安排在 3
22
n

+ 时刻开工， mJ ′ 安排在 0 工件完工之后开工。故而可得最优序下的总完工时间为 

( ) ( )

( )

3
3 3 3 3 3

3
3

1 2 1 2 23 1 1 2 2 1 2 3 2

2 12 2 5 .

j
opt

C m m M M n
n n n n n

mn m M
n

     = + − + + + + − + + + + + + +     
     

+
= + + + +

∑
 

进而可得 

( ) ( )

( )

3
3

3
3

21 2 4 1
2 1 22 2 5

j
spt n M

j
opt

mC M n m M Mn
mC n m M
n

→∞ →∞
+ + + + + +

= → →∞
−+ + + +

∑

∑
。 

综上，定理 2.1 得证。                                                                    

3. 问题 Q(2,1)和 Q(2,2)的竞争比下界分析 

本节将用对手法构造工件集合并证明问题 Q(2,1)和 Q(2,2)均不存在常数界的在线算法，问题 Q(3,1)
不存竞争比小于 2 的在线算法。这里分别用 onWF 和 optWF 表示在线算法和离线最优算法关于任意一个工

件集合生成的排序所对应的目标函数值。 
定理 3.1 对于排序问题 Q(2,1)： max1 , , ,jonline r p batch b WF− = ∞ ，不存在常数界的在线算法。 
证明 不妨设 A 是关于问题 Q(2,1)的任一个在线算法。这里的工件集合至多包含两个工件， 100n > 。 
工件 1J 在 0 时刻到达，，其加工时间 1 1p = ，权重 1 1w = 。若 1J 形成一批工件在算法 A 下的开工时间

1S n≥ ，则不再有新工件达到。此情形中， 

( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1onWF w F w C r w S p r n= = − = + − ≥ + 。 

在最优序中 1J 会被安排在 0 时刻开工，进而有 1optWF = 。于是可得 

1 non
A

on

WF n
WF

ρ →∞= ≥ + →∞。 

若 1J 在算法 A 下的开工时间 1S n< ，则工件 2J 在 1 2
1S
n

+ 时刻到达，其加工时间 2 2
1p
n

= ，权重 2
2w n= 。

由于此时第一批工件正在加工， 2J 只能单独形成一批在 1J 完工之后开工，即 2 1S C≥ 。此情形中， 

{ } ( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 1 2 2 2 1 1 2 2

max ,

.
onWF w F w F w C r w S p r

w C p r w S p p r n

= = − = + −

≥ + − = + + − =
 

而在最优序下， 2J 和 1J 各形成一批分别在 1 2
1S
n

+ 和 1 2
2S
n

+ 时刻开工，进而有 1 2
21optWF S
n

= + + 。 
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由于 1S n< ，于是可得 
2 2

1 2 2
1 11 1

non
A

on

WF n n
WF S n

n n

ρ →∞= ≥ > →∞
+ + + +

。 

综上，定理 3.1 得证。                                                                    
定理 3.2 对于排序问题 Q(2,2)： max1 , , , ,jonline r p batch b NDP WF− = ∞ ，不存在常数界的在线算法。 
证明 不妨设 A 是关于问题 Q(2,2)的任一个在线算法。这里的工件集合至多包含 3 个工件， 100n > 。 
工件 1J 和 2J 在 0 时刻到达，其加工时间和权重分别为 1 1p = ， 2p n= ， 1 1w = ， 2 0w = 。由于工件加

工受 NDP 约束，在 0 时刻算法 A 必须选择工件批开工。若 2J 单独一批或 1J 和 2J 形成一批在 0 时刻开

工，则不在有新工件到达。此情形有 1C n≥ 。进而可得 

{ } ( )1 1 2 2 1 1 1max ,onWF w F w F w C r n= = − ≥ 。 

注意到，最优序下 1J 单独一批在 0 时刻开工。故有 1optWF = 。于是可得 

non
A

on

WF n
WF

ρ →∞= ≥ →∞。 

若 1J 单独一批在 0 时刻开工，则新工件 3J 将在 n 时刻到达，其加工时间和权重分别为 3
1p
n

= ， 2
3w n= 。

由于 n 时刻 2J 正在被加工，可知 3J 只能被安排在 1n + 时刻开工。此情形下有 

{ } ( ) 2 2
1 1 2 2 3 3 2 3 3

1max , , 1onWF w F w F w F w C r n n n n n
n

 = = − = + + − = + 
 

。 

而最优序下 1J 和 2J 成一批在 0 时刻开工， 3J 在 n 时刻开工，进而可得 optWF n= 。于是可得 
2

1 non
A

on

WF n n n
WF n

ρ →∞+
= = = + →∞。 

综上，定理 3.2 得证。                                                                    
定理 3.3 对于排序问题 Q(3,1)： max, , 1, ,m j jP online r p p batch b WF= − = ∞ ，当 1m = 时，不存在竞争比

小于 2 的在线算法。 
证明 不妨设 A 是关于该问题的任一个在线算法。这里的工件集合至多包含 2 个工件， 100n > 。 
工件 1J 在 0 时刻到达，其加工时间 1 1p = ，权重 1 1w = 。若 1J 形成一批工件在算法 A 下的开工时间

1 1S ≥ ，则不在有新工件达到。此情形中， 

( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 2onWF w F w C r w S p r= = − = + − ≥ 。 

在最优序中 1J 会被安排在 0 时刻开工，进而有 1optWF = 。于是可得 

2on
A

on

WF
WF

ρ = ≥ 。 

如算法 A 安排 1J 的开工的时间小于 1，即 1 1S < ，则新工件 2J 将会在 1
1S
n

+ 时刻到达，其加工时间

1 1p = ，权重 1w n= 。由于此时 1J 还未完工， 2J 只能单独一批在 1J 完工之后开始加工。于是可得 

{ } ( ) ( )1 1 2 2 2 2 2 2 1 2

1 1

max , 1 1

11 1 2 1.

onWF w F w F w C r w S r

n S S n
n

= = − ≥ + + −

 = + + − − = − 
 
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在最优序中 1J 和 2J 形成一批在 1
1S
n

+ 时刻开工，于是可得 optWF n= 。于是可得 

2 1 2non
A

opt

WF n
WF n

ρ →∞−
= ≥ → 。 

综上，定理 3.3 得证。                                                                    

4. LSB 算法关于问题 Q(3,1)和 Q(3,2)的性能分析 

Graham 在 1966 年的研究[18]中给出 LS (List Scheduling)算法(也称 LS 规则)的定义。在分批排序中

LS 算法可简记为 LSB (List Scheduling with Batching)算法其执行策略为：若有机器出现空闲时刻且有工

件可选择，则立即将所有未被加工的工件放在一起形成一批工件并安排在一台机器上开始加工，否则机

器保持等待。 
对任意一个工件集合 iI ，用 1 2 1 2, , ,σ σ π π 分别表示 LSB 算法和离线最优算法 OPT 关于 iI 生成的可行

排序和最优排序， 1,2i = 。用 ( )max iWF σ ， ( )max iWF π 分别表示排序 iσ 和 iπ 下的目标值， 1,2i = 。下面用

最小反例法证明 LSB 算法关于问题 Q(3,1)和 Q(3,2)的竞争比分别为 1 2ρ = 和 2 1ρ = 。 
不妨设工件集合 iI 满足 ( ) ( )max maxi i iWF WFσ ρ π> 且包含最小的工件数量 1,2i = 。用 1 2, , ,i i i

nB B B 表示

排序 iσ 中依次开工的加工批其开工时间分别用 ( ) ( ) ( )1 2, , ,i i n iS S Sσ σ σ 来表示。由 LSB 算法的执行策略

和批容量无限制可知， ( ) ( ) ( )1 20 i i n iS S Sσ σ σ= < < < 。设第 k  (1 k n≤ ≤ )批工件是第一个满足其加权流

程时间等于目标值(最大的加权流程时间)的加工批。下面给出一个重要引理。 
引理 4.1 (i) 每批工件中只有一个工件，即 { }, 1,2; 1,2, ,i i

j jB J i j n= = =  ； 
(ii) k n= ，即 ( ) ( )max , 1,2i n n iWF w F iσ σ= = ； 
(iii) 时间区间 ( )0, n iS σ  内机器无共同的空闲时间段。 
证明若加工批 ,1i

lB l n≤ ≤ 中包含多个工件，则只保留加权流程时间最大的那个工件并删除其余工件，

这样得到一个新的工件集合 iI ′。由 LSB 算法的执行策略可知，LSB 关于 iI ′生成的排序中依然有 n 批工件

并且每批工件的最大加权流程时间相比之前没有变化，即对目标值的贡献没有改变。而对最优排序目标

值的贡献不会变大。因此构造出一个更小工件数量的反例，这显然与 iI 是最小反例相矛盾。结论(i)得证。 
若 k n< 。令 ( )*

1\ i i
i i k nI I B B+=  ，则 LSB 算法关于新工件集合 *

iI 生成的加工批与 1 2, , ,i i i
kB B B 完

全一样。因此对在线排序目标值的贡献一样且对最优排序目标值的贡献不会变大。这与 iI 是最小反例相

矛盾。结论(ii)得证。 
若在区间 ( )0, n iS σ  内机器有若干个共同的空闲时间段，则将 iσ 中安排在最后一个公共空闲时间段

之前加工的工件删除，可得到一个更小的反例，矛盾。结论(iii)得证。                                
由引理 4.1(i)以及批容量无限制可知，工件 i

nJ 在工件 1
i
nJ − 开工之后到达，即 ( )1n n ir S σ−> 。于是在最

优序中 ( ) 1n i j j jC r p rπ ≥ + = + 。对问题 Q(3,1)， ( ) ( )1 1 11 1n j nC r Sπ σ−≥ + > + 。由引理 4.1(ii)，可知 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )max 1 1 1 1 1 1n n n n n n n nWF w F w C r w S rπ π π σ−≥ = − > + − 。 

注意到，在将 1σ 中， 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )max 1 1 1 1 1 2n n n n n n n nWF w F w C r w S rσ σ σ σ−= = − ≤ + −  

于是可得 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )max 1 1 1 1 1 max 12 2 1 2n n n n n nWF w S r w S r WFσ σ σ π− −≤ + − ≤ + − < ， 

这与 1I 是最小反例相矛盾。 
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对问题 Q(3,2)，由于工件不能被延迟加工结合引理 4.1(i)和(iii)，在最优序 2π 中工件 2
nJ 依然在工件

2
1nJ − 开工之后开工且工件的开工时间不会变小，即 ( ) ( )2 2n nS Sπ σ= 。于是有 

( ) ( ) ( )( ) ( )max 2 2 2 max 21n n n n nWF w F w S r WFπ π σ σ≥ = + − = 。 

这与 2I 是最小反例相矛盾。 
综上可知，不存在最小反例 iI 满足 ( ) ( )max maxi i iWF WFσ ρ π> ， 1,2i = 。此结论反过来证明对于问 
题 Q(3,1)和 Q(3,2)的任何工件集合都有 ( ) ( )max maxi i iWF WFσ ρ π≤ 成立。在结合定理 3.3 最终得出本节

的两个主要结论。 
定理 4.1 对于问题 Q(3,1)： max, , 1, ,m j jP online r p p batch b WF= − = ∞ ，LSB 算法的竞争比是 2。特别

的，当 1m = 时，LSB 是 2-竞争的最好可能在线算法。                                             
定理 4.2 对于问题 Q(3,2)： max, , 1, , ,m j jP online r p p batch b NDP WF= − = ∞ ，LSB 算法是最优在线算法

(竞争比是 1)。 

5. 结论与展望 

本文在 NDP 加工模式下分析了经典 SPT 算法关于最小化总完工时间平行机在线排序问题的性能，

证明 SPT 算法是该问题的一个无界算法。在一般加工模式和 NDP 加工模式下研究了最小化最大加权流

程时间分批排序问题，对工件加工时间无限制单机情形，证明不存在常数界的在线算法；对等长工件情

形，分别证明 LSB 算法是 1-竞争的最优在线算法(在 NDP 加工模式下)和 2-竞争的最好可能在线算法(在
一般加工模式下)。但对工件加工时间无限制多机情形的分批排序问题，还未给出确定的结果有待进一步

研究。 
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