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摘  要 

交换子提升是算子理论的核心问题，由Sarason率先提出。其经典工作成功实现了单位圆周上Hardy空间
2H 的子空间——模型空间上保持范数的交换子提升。借鉴Sarason的方法框架，证明“无界圆盘”边界

0 上交换子提升的范数保持性，需要验证 H ∞ 空间的如下性质：商空间 ( ) ( )0 0 0 H H∞ ∞ψ 的每个陪集，

均包含一个在 ( )0H ∞ 中范数达到陪集范数的函数。本文首先介绍“无界圆盘”上Hardy空间的基础知识，

随后给出该性质的完整证明。 
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Abstract 
Commutant lifting is a core problem in operator theory, first proposed by Sarason. His classic work 
successfully realized the norm-preserving commutant lifting on model spaces, which are subspaces 
of the Hardy space 2H  over the unit circle. Drawing on Sarason’s framework, to prove the norm-
preserving property of commutant lifting on the boundary 0  of the “unbounded disk”, the following 
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property of the H ∞  space needs to be verified: every coset in the quotient space ( ) ( )0 0 0 H H∞ ∞ψ  

contains a function whose norm in ( )0H ∞  achieves the coset norm. This paper first introduces 
the preliminaries of Hardy spaces over the “unbounded disk”, and then presents a complete proof 
of this property. 
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1. 引言 

交换子提升问题是算子理论的核心研究课题之一，它为诸多经典插值问题提供了统一的分析框架。

该问题最早于 20 世纪 60 年代由 Sarason [1]提出，其对交换子提升的处理方式及在 Nevanlinna-Pick 插值

中的直接应用，与函数论和算子理论中的若干经典问题紧密关联，相关研究在过去数十年间持续推进。

研究者们自然地将交换子提升与插值问题推广至 ( )1N N ≥ 中一般再生核 Hilbert 空间框架下，更多细节

可参见文献[2]-[4]。Sarason 所研究的交换子提升，是定义在单位圆周上 Hardy 空间 2H 的子空间(模型

空间 K )上的：将 K 中与
KS PU= 交换的算子，提升至 ( )2

0L  上并保持范数不变，其中 P 是 ( )2
0L  到 K

的正交投影，U 是 ( )2
0L  上的移位算子。由此引申出一个核心问题：能否借助 Sarason 在单位圆盘上的

经典方法框架，证明“无界圆盘”上的交换子提升同样成立？而证明该提升保持范数依赖于 H ∞空间的如

下性质：商空间 ( ) ( )0 0 0H Hψ∞ ∞  的每个陪集，均包含一个在 ( )0H ∞  中范数达到陪集范数的函数。有

界区域算子理论已发展成熟，而“无界圆盘”具有特殊非紧几何结构，其函数空间与算子谱性质尚未完

善。同时，无界域模型广泛关联无穷维系统、H ∞控制与物理散射问题，开展相关研究可补充非紧域算子

理论，兼具理论价值与应用意义。本文的核心目标，正是证明“无界圆盘”上 H ∞空间的这一关键性质。

本文结构安排如下：第二节介绍“无界圆盘”上 Hardy 空间的基础知识；第三节给出上述性质的完整证

明过程。 

2. 预备知识 

设 R 为小于 1 的正实数，记复平面上的单位圆盘为 { }: 1z z= ∈ < ，为复平面上的单位圆

周；记“无界圆盘”为 { }0 :z R z= ∈ < ，其边界为 { }0 :z z R= ∈ = 。令 0µ 表示 0 上的勒贝格测度。

对1 p≤ < ∞，令 ( )0
pL  为 0 上关于勒贝格测度 p 次可积的复值可测函数构成的 Banach 空间，其中范数

定义为 

( )
0

1
2

, 0

1 e d
2

p pit
pf f R t

π =  π ∫ 。 

空间 ( )0
pH  由 ( )0

pL  中所有非负向傅里叶系数为零的函数构成。 ( )0
pH  由所有在 0 上解析且满足 

( )
0

1
2

, 0

1lim e d
2

p pit
p r R

f f r t
+

π

→

 = < ∞ π ∫  
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的函数构成。 ( )0L∞  由 0 上满足 

( )
0

0
, esssup

z
f f z

∞
∈

= < ∞


 

的复值可测函数组成。 ( )0H ∞  是 0 上所有有界解析函数的集合，其中 

( )
0, sup

z R
f f z

∞
>

= 。 

定义 ( ) ( ) ( )2
0 0 0H H L∞ ∞=    。设 0ψ 为一个非常值内函数，则 ( )0 0Hψ ∞∈  ，且在 0 上几乎处处有

( )0 1zψ = 。根据 Fatou 定理及其推论[5]， ( )2
0H  是 ( )2

0H  中函数在边界上的径向极限，而 ( )2
0H  是

( )2
0H  在 0 上的解析延拓。 ( )2

0H  与 ( )2
0H  之间存在对应关系，因此二者并无本质区别。对于“无

界圆盘” 0 的情形，也可得到类似的结果。 
定义 2.1 对于 1,2,p = ∞ ，我们定义 Hardy 空间 ( )0 0

pH  为 

( ) ( ) ( )2
0 0 0 0

1: e e d 0, 1,2,
2

p p it intH f L f R t n
π − = ∈ = = π ∫   。 

该定义说明空间 ( )0 0
pH  由 ( )0

pL  中所有正向傅里叶系数为零的函数构成。 
定义 2.2 ([6])设 X 是(复)线性空间， M 是 X 的子空间。给定 x X∈ ，其陪集为 

[ ] { }:x x M x z z M= + = + ∈ 。 

X 中所有元的陪集做成的集合，记为商空间 X M 。 
定义 2.3 ([6])如果 X 是赋范线性空间， M 是 X 的子空间，商空间 X M 也可以赋以范数使之成为赋

范线性空间。定义 

[ ] [ ]{ }inf ,x y y x= ∀ ∈ 。 

引理 2.4 ([7])设m为集合 X 上子集构成的δ 代数上的概率测度，函数 ( )L Xϕ ∞∈ 可自然诱导出线性泛

函 ϕ̂ ，即对任意 ( )1f L X∈ ，有 ( )ˆ d
X

f f mϕ ϕ= ∫ 。由此建立的映射 ˆϕ ϕ 是从 ( )L X∞ 到 ( )
*1L X   的等距

同构。 
定义 2.5 ([6])对 Banach 空间 X ，设{ } *

1n n
f X∞

=
⊂ ， *f X∈ 。如果对任意 x X∈ ，都有 

( ) ( )lim nn
f x f x

→∞
= ， 

则称序列{ } 1n n
f ∞

=
弱*收敛到 f ，记作 *w

nf f→ 。 
定义 2.6 ([6])设 X 为 Banach 空间，点集 *A X⊂ 。如果 A 中任何序列都有弱*收敛的子序列，则称 A

是弱*列紧的。 
定义 2.7 ([8])设 X 是 Banach 空间，M 是 X 的子空间， N 是 *X 的子空间。M 和 N 都不是闭的。它

们的零化子定义如下： 

( ){ }0 * * * *: , 0,M x X x x x x x M= ∈ = = ∀ ∈ ， 

( ){ }0 * * *: , 0,N x X x x x x x N= ∈ = = ∀ ∈ 。 

显然 0M 和 0N 都是向量空间。下面的引理描述了这两种零化子之间的对偶性。 
引理 2.8 ([8]) (1) ( )0 0M 是 M 在 X 中的范数闭包； 
(2) ( )00N 是 N 在 *X 中的弱*闭包。 
定义 2.9 ([9])设 ( ) ( ) ( )0 0 0 0: , ,f x x a x x x a− + 为有界函数， 0a > 。对任意 0 r a< < ，令 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.165125


张馨月 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.165125 4 理论数学 
 

( ) ( ){ }0sup : 0g r f x x x r= < − < ， 

( ) ( ){ }0inf : 0h r f x x x r= < − < ， 

则 g 在 ( )0,a 为单增函数， h 在 ( )0,a 为单减函数。于是有 
(1) ( )

0
lim
r

g r
+→

存在，记为 ( )
0

lim sup
x x

f x
→

或 ( )
0

lim
x x

f x
→

，称为当 0x x→ 时， ( )f x 在 0x 处的上极限。 

(2) ( )
0

lim
r

h r
+→

存在，记为 ( )
0

lim inf
x x

f x
→

或 ( )
0

lim
x x

f x
→

，称为当 0x x→ 时， ( )f x 在 0x 处的下极限。 

定义 2.10 ([9]) 设 ( ) ( ): ,f x a b →， ( )0 ,x a b∈ 。 

(1) 如果 ( ) ( )
0

0lim sup
x x

f x f x
→

≤ ，则称 ( )f x 在 0x 处上半连续； 

(2) 如果 ( ) ( )
0

0lim inf
x x

f x f x
→

≥ ，则称 ( )f x 在 0x 处下半连续。 

3. ( ) ( )H H 0 0 0ψ∞ ∞ 的范数可达性 

引理 3.1 (Banach-Alaoglu 定理) ([10])设 X 为 Banach 空间，则 *X 中的闭单位球 

{ }*
1 : 1B f X f= ∈ ≤  

是弱*紧的。 
在实际应用中可以将“闭单位球”推广到“任意闭球”，本质是因为：任意闭球和闭单位球之间存在

简单的线性变换关系，而弱*紧性在这种变换下保持不变。下面是 Banach-Alaoglu 定理的推论。 
引理 3.2 ([10])如果 *w

nf f→ ，那么 lim nf f≤ 。 
定理 3.3 商空间 ( ) ( )0 0 0H Hψ∞ ∞  中的每个陪集都包含一个 ( )0H ∞  范数达到陪集范数的函数。 
证明  由商空间的定义知， ( ) ( )0 0 0H Hψ∞ ∞  是 ( )0H ∞  中所有元的陪集做成的集合。对任意

( )0f H ∞∈  ，其陪集为 

[ ] ( ) ( ){ }0 0 0 0:f f H f h h Hψ ψ∞ ∞= + = + ∈  。 

由陪集范数的定义得 

[ ] ( ) ( ) ( ) 00 0 0 0
0 ,inf

H H h H
f f h

ψ
ψ∞ ∞ ∞ ∞∈

= +   
。 

首先，构造“逼近陪集范数”的序列。 
设 [ ] ( ) ( )0 0 0H H

f
ψ

α∞ ∞ =
 

。根据下确界的定义，对任意 0ε > ，存在 ( )0 0f f Hψ ∞′∈ +  ，使得

0 ,f α ε
∞

′ < + 。这等价于对任意 n +∈ ，存在 ( )0nh H ∞∈  ，使得 0n nf f hψ= + ，满足
0 ,

1
nf n

α
∞
< +

。这

样就得到了一个序列{ }nf ，其中每个 [ ]nf f∈ 。且因为当 n →∞时，
1
n

α α+ → ，所以
0 ,nf ∞ 越来越接近

α 。 
其次，利用弱*紧性找收敛子序列。 
对任意 n +∈ ，

0 , 1nf α
∞
< + ，故{ }nf 满足一致有界性。因此{ }nf 包含在 ( )0H ∞  的闭球 

( ){ }
00 ,: 1B h H h α∞
∞

= ∈ ≤ +  

中。已知 ( ) ( ) ( )
*1 1

0 0 0 0L H H ∞  =    ，再根据引理 3.1 得闭球 B 是弱*紧的。因此，{ }nf 存在一个子序列

{ }knf ，它弱*收敛到某个函数 0f B∈  (即 ( )0 0f H ∞∈  且
00 , 1f α
∞
≤ + )。 

接着，验证 0f 属于陪集 [ ]f ，也就是说，证明 ( )0 0 0f f Hψ ∞− ∈  。 
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已知 ( ) ( )1 1
0 0 0L H  是 Banach 空间， ( ) ( ) ( )

*1 1
0 0 0 0L H H ∞  =    ，且 ( )0 0Hψ ∞  是 ( )0H ∞  的子空

间，故 

( ) ( ) ( )1
0

1
0 0 0 0 0L

Ann H Hψ ψ∞ =


  ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 0 0

1 1
0 0 0 0 0 0 0L H

Ann H H Hψ ψ∞ =
 

   ， 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1
0 0 0 0 0 0 0H

Ann H H Hψ ψ∞
∞=


   。 

因此， 

( )( ) ( )
00

0 0 0 0H Hψ ψ∞ ∞  =  
  。 

再由引理 2.7 得， ( )( )
00

0 0Hψ ∞ 
  

 是 ( )0 0Hψ ∞  在 ( )0H ∞  中的弱*闭包，故 ( )0 0Hψ ∞  是弱*闭子空间。

由
knf 得定义得， ( )0 0 0k kn nf f h Hψ ψ ∞− = ∈  。又因为弱*收敛保持线性运算，所以{ }knf f− 弱*收敛到

0f f− 。因为弱*闭子空间包含其弱*收敛序列的极限，所以 ( )0 0 0f f Hψ ∞− ∈  ，即 [ ]0f f∈ 。 
最后，验证 0f 的范数等于陪集范数α 。 
因为 [ ] ( ){ }0 0 0:f f f h h Hψ ∞∈ = + ∈  且

( ) 00
0 ,inf

h H
f hα ψ

∞ ∞∈
= + 

，所以 

00 ,f α
∞
≥ 。 

由前面的结果
*

0k

w
nf f→ 和引理 3.2 得，

0 0
0 , ,

lim
knf f

∞ ∞
≤ 

。根据下极限的定义有 

0 0, ,
lim lim inf

k kn nk
f f

∞ ∞→∞
=

 
。前面还得出一结果

0 ,

1
kn

k

f
n

α
∞
< +


。因为

0 ,knf ∞
的下确界

0 ,
inf

knf ∞
小于

等于其上确
1

kn
α + ，所以 

0

0

0

,

,

0 ,

1lim inf lim

lim

k

k

nk k
k

n

f
n

f

f

α

α

α

∞→∞ →∞

∞

∞

≤ +

≤

≤







 

因此，
00 ,f α
∞
= ，即 [ ] ( ) ( )0 0 0 0

0 , H H
f f

ψ∞ ∞∞
=  

。 

综上所述，存在 [ ]0f f∈ 使得 [ ] ( ) ( )0 0 0 0
0 , H H

f f
ψ∞ ∞∞

=  
。证明已完成。 
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